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Exercice 1

Soit n > 2 un entier. Soit

1 -1 0 0 0

1 2 -1 0
=0 -1 2 € M, (R)

.

0 -1 2 -1

0 0 0 -1 2

Montrer que S,, est symétrique définie positive et déterminer sa décomposition de Cholesky.

Exercice 2

Soit ||.|| une norme matricielle sur M, (R). Soit A € GL,(R). On appelle conditionnement de A
relativement a ||.|| le nombre réel

cond(A) = [|AJL[][A71].

1. Montrer que pour tout A € GL,(R) et tout o € R*, cond(aA) = cond(A).
2. Montrer que si ||.|| est une norme subordonnée, alors ||I|| = 1. En déduire que cond(A) > 1 pour tout
A € GL,(R).
3. Soit condy le conditionnement relatif & la norme matricielle subordonnée a ||.||2. Montrer que si @ €
On(R), alors conda(Q) = 1.
4. Soient A € GL,(R) et B € M, 1(R). Soit AB € My, 1(R). Soient enfin X et X + AX € M, 1(R) tels
que
AX =B et A(X+AX)=DB+AB.

Montrer que

|AX]] 1AB]|

[1X]] 1Bl

(c’est une majoration de lerreur relative obtenue sur la solution de l’équation AX = B en fonction de
I'erreur relative commise sur le vecteur B).

< cond(A)

Exercice 3

Soient A et B deux matrices symétriques positives de M, (R).
1. Montrer que A + B est positive.
2. On suppose A définie positive. Montrer qu'il existe P € GL,(R) et C symétrique positive telles que
A+B="'P(I,+C)P.
3. En déduire que si A est définie positive, det A + det B < det(A + B).
4. On ne suppose plus que A est définie positive, mais on suppose toujours qu’elle est positive. Pour tout

entier k strictement positif, on définit Ay = A + %I . Montrer qu’il existe K € N tel que si kK > K, alors
Ay, est définie positive. Montrer que l'inégalité det A + det B < det(A + B) est encore vérifiée.




Exercice 4

Soit n un entier naturel non nul. Soient ry,...,r, des nombres réels. Pour tout k € {1,...,n}, on
définit
1 T ... TE—1 r
T, = 7’.1 1 - : € Mk(R) et R = T.Q € Mk,l(R)-
: . . - :
Th—1 ... T1 1 Tk

Ainsi, le coefficient (i, j) de T}, est égal & r,_;|, ott 7o = 1. On suppose que pour tout k € {1,...,n}, la
matrice T}, est définie positive. Soit le systéme

(1) T.X = —R,,.

1. Rappeler sans démonstration la complexité algébrique de la résolution d’un systéme de taille n par la
méthode du pivot de Gauss.

La suite de 'exercice porte sur un algorithme plus efficace pour la résolution du systéme (1).

2. Pour tout entier £, on note Ej, la matrice de My (R) dont le coefficient (7, j) est égal a (Ey)i; = 0i kt1—j-
Ainsi :

00 ... 01
0 0 10
Ex = : :
01 0 0
1 0 0 0

Pour tout (i,7), exprimer le coefficient (i,7) de ExTy et de Ty E) en fonction des r; et conclure que
ET, =TLE;.
3. Soit k € {1,...,n}. On suppose que I'on a trouvé un vecteur colonne X de My, 1(R) tel que

T, X = —Ryg

et on cherche a résoudre le systéme de taille k 4+ 1

@ (e ) ()= (5

ot les inconnus sont Y € My 1(R) et t € R.
Soit donc <1t/> la solution de (2). Montrer que

Y =X+tE.X et (1+'RpX)t=—rp1—"RipELX.

4. Calculer (*X Eg, 1)Tj41'(* X Ej, 1) et montrer que 1+ 'RpX # 0.
5. En déduire un algorithme de complexité algébrique O(n?) pour résoudre (1).
6. En utilisant cet algorithme, résoudre le systéeme

1 05 0.2 1 0.5
05 1 0.5 9| =—10.2
02 05 1 T3 0.1



