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Exercice 1 - [DECOMPOSITION A = PLU|

-2 1 1 1
Soient A= 4 -2 1 et B=11
2 1 0 4

1) Résoudre AX = B, déterminer une matrice de permutation P telle que PA
puisse s’écrire sous la forme PA = LU et expliciter cette décomposition.

1 00 1 00
On trouve X = (1,2,1), P = Pag = [0 0 1|, L = [-1 1 0] et
010 -2 01
-2 11
U= 0 2 1
0 0 3

2) En utilisant le résultat précédent, calculer det A.

det A =¢((2,3))det U = 12.

Exercice 2 - [NORME MATRICIELLE ET CONDITIONNEMENT]
Soit || * || une norme définie sur M, ;(C). On note également || * || sa norme
subordonnée sur M, (C). Pour toute matrice A € GL,(C), on définit

Cond(A) = [|A7Y[] - [|A]|.

Soient A € GL,(C) et B € M, ;(C) ~\ {0}. On désire calculer le produit AB =
C, sachant que la valeur de B dont on dispose est entachée d’erreur. Soit B+ AB

cette valeur. On calcule donc en réalité C + AC = A(B + AB). Montrer que
[1AC]] |AB]

< Cond(A)——.
el ST

Tout d’abord, notons que comme AB = C' et B # 0, C' # 0. On peut donc
bien diviser par ||C||.
AB =C et C+AC = A(B+ AB). Si l'on soustrait la premiére de ces égalités
a la seconde, on obtient que AC' = AAB. on a donc l'inégalité (x) : ||AC]| <
||A]| - ||ABJ|. De AB = C, on déduit que B = A~'C, donc ||B]|| < [|A7Y]] - ]1C],
_ i)
. i 1Bl
obtient le résultat.

. En multipliant cette inégalité par I'inégalité (x), on

ce qui s’écrit



Exercice 3 - [RAYON SPECTRAL DES MATRICES POSITIVES|

Soient m et n deux entiers strictement positifs. Soit A € M,, ,(R). Dans cet
exercice, on dit que A est positive (resp. strictement positive) et on note 0 < A
(resp. 0 < A) si ses coefficients sont positifs (resp. strictement positifs). Si A et
B sont deux matrices de My, ,(R), on note A < B (resp. A< B)si0 < B—A
(resp. 0 < B—A).

On considére la norme || * || dans M, 1(R) et sa norme subordonnée dans
M, (R), que I'on note aussi || * || -

1) Soient A, B, A’, B' des matrices de M,(R) telles que0 < A< Bet0 < A’ < B'.
Montrer les propriétés suivantes.

a) 0 < AA' < BB

b) Pour tout k € N~ {0}, 0 < AF < B*.

&) 1Al < 18]l

d) p(A) < p(B).

On note ay, bij, aj;, bi; les coefficients de A, B, A’ et B'. Soit (AA");
coefficient (i,7) de AA’. Alors (AA)i; = D py Gty < Doy by kj = (BB )”
puisque pour tout (i, k,7), ax < by, et ay; < by;. De plus, Y /" aga;; > 0 pour
tout (4, j) puisque pour tout (i,7,k), a;x = 0 et a;j > 0. Cela prouve le a).

Pour le b), on procéde par récurrence. C’est vrai pour k = 1. Supposons que
0 < A1 < B*1 Alors d’aprés le a), 0 < AA* ! < BB*! donc 0 < A* < B*.

¢) On sait que ||Al| = max; ), [a;;| = max; ) _; a;; puisque les a;; sont posi-
tifs. Pour tout i, >, aw < Dby <maxy Y by < [|Bl|oo. Clest vrai pour tout
i, donc max; Y _; a;j < |[B|co- On en déduit que ||A]|s < ||B||oo-
d) On a vu en cours que
anv3
p(A) = lim [|A%||]
D’aprés les b) et ¢), pour tout &, ||A*||s < || B¥||oo, done ||AF||3F < || B*||2F. O
en déduit le résultat.
Soit A = (aij) (i j)e[nn)> une matrice positive de M,(R). Pour tout i, on note
a; = Z Qjj.
j=1
2) Montrer que s’il existe a € R tel que «; = « pour tout i, alors p(A) = a.

Dans ce cas, o = ||A||« et on sait que p(A) < ||A]| : c’est une conséquence
du théoréeme de Gershgorin-Hadamard. On a donc bien I'inégalité p(A) < . Soit
U="%1,...,1). AU = aU, donc p(A) = a. On en déduit 1'égaliteé.

3) Soit o = minz-e[[lm]] Q.

a) Montrer que a < p(A). Indication : si a # 0, on pourra utiliser la matrice
B = (b;j) € M,,(C) définie par : b;; = gaij'

Supposons d’abord que o = 0. Par déﬁnition,

p(A) = max{|\| : X € spec A}.



p(A) est donc le plus grand élément d’un sous-ensemble fini de R,. C’est donc
un réel positif et p(A4) > 0 = a.
Si a > 0, suivons l'indication et considérons la matrice B. Notons que comme

. . (0% .
0 < a = min ¢, les o; sont non nuls et les fractions — ont un sens. Pour tout 7,
0%

Q Q
;bw = Zaw = a-al = q.
Donc la matrice B vérifie les hypothéses de la question 3) a). On en déduit que
p(B) = «. Or par construction de B, B < A (puisque pour tout i, o < «; donc
bi; < a;j). On en déduit que p(B) < p(A) donc que o < p(A).
b) Justifier alors I'encadrement

(1) lrglgl <Z aij) < P( < IIE?%(; (Z aZJ)

(il suffit de justifier la seconde inégalité puisque la premiére provient du a)).
Parmi les corollaires du théoréme de Gershgorin-Hadamard, on a vu que

p(A) < max (Z |aij!> :

J=1

N

Comme ici, A est positive, |a;;| = a;; pour tout (i,7) € [[1,n]]*>. Cela prouve
I'inégalité.
4) Soit X = (x;) € M,,1(R) strictement positif. Soit Dx = Diag(xy,...,x,).

a) Calculer le coefficient (i,7) de D' ADx.

I est égal & (D' ADx)ij = ayjx; 'x;.

b) Montrer que

(2) min (AX). < p(A) < max (AX).

Les matrices A et D)_(lAD x ont méme rayon spectral. Comme la matrice inverse
de Dy est D' = Diag(x', ...,z "), cette matrice est positive. Donc D' ADx
est positive comme produit de trois matrices positives. De plus,

Z( 1ADX ZCLUIJ_ AX)

j=1 i

Les inégalités demandées proviennent alors des inégalités (1) appliquées a la ma-
trice positive D' ADy.

5) Montrer que si A admet un vecteur propre strictement positif, alors la valeur
propre associée est p(A) et

p(A) = sup <min (AX)") — inf <max (AX)") .

0<x \I<i<n 1 0<Xx \1I<i<n 1



Soit V' = (v;) un tel vecteur et soit A la valeur propre associée. Alors AV = AV et

AV);
donc pour tout 1, (4V) = \. Les inégalités (2) appliquées & X = V deviennent
Vi
A < p(A) < Adone p(A) = X done p(A) = minjicp (Ax)i. On en déduit que

AX);
p(A) < max min (4X) :
0<X I<i<n

Mais d’aprés la premiére inégalité de (2), pour tout X strictement positif,

p(A) = min LX)l

Donc

AX);
p(A) > max min ( >l.

0<X I<isn @
Cela prouve la premiére égalité. La seconde se montre de la méme fagon.



