ANNEE UNIVERSITAIRE 2018/2019

Examen premiére session

université | PARCOURS : LIMA 5032  Code UE : 4TTI502U Collége
“BORDEAUX | Epreuve : Mathématiques Sciences et
Date : 18/12/2018 Heure : 14h30 Durée : 3h technologies

Documents : Non autorisés.
Corrigé de I’épreuve

Exercice 1

1 -1 1
1. Soit S =|—-1 5 1| € M3(R). En appliquant la méthode des coefficients indéterminés
1 1 3

Déterminer la décomposition de Cholesky S =*RR (si elle existe).
1 Ti2 T13

Onécrit R=1| 0 199 723 | Alors
0 O 7"3’3
2
™11 11712 11713
t 2 2
RR = | riiriz o+ 73s r1271,3 + 22723

2 2 2
T11T1,3 T1,271,3 F 22723 713+ T3+ 753

On résout alors 'RR = S en choisissant 7;; > 0 pour tout i. Cela donne 7‘%,1 =1,doncr;p =1
1
riar12 = —1 donc 112 = —1. De méme, m13 = 1. 190 = V/b—1 =2, 193 = -(1+1) = 1,

2
r33 =3 —1—1=1. Finalement

2. En déduire det S.
det S = (det R)? = 4.

Exercice 2

Soit A une matrice symétrique définie positive de M,,(R) et soit A ='RR sa décomposition

de Cholesky. On note A = (a;;) et R = (r;;).

1. Pouri e {1,...,n}, exprimer a;; en fonction des coefficients ry; de R.
n %
a;; = Z 7"13,1‘ = Z ri}i puisque 7y ; = 0 quand £ > 1.
k=1 k=1
2. Montrer que
n
det A < H ;.
i=1
n n A n
(1) det A = (det R)? = Hrfl < <Z 7”131> < Ha”
i=1

=1 7

3. Montrer qu’il y a égalité si et seulement si A est diagonale.




Si A est diagonale, det A < [, a;,;-
Réciproquement si det A < []i, a;;, alors toutes les inégalités de (1) sont des égalités. En

particulier, H T (Z ri; |- Comme pour tout i, r7; < (22:1 7"1?;,1')7 si les produits sont
i=1

égaux, C est que pour tout ¢, r Zk 1 r,“, ce qui montre que r;; = 0 dés que k < ¢. Ainsi, R
est diagonale, donc A = tRR est dlagonale

Exercice 3
Soit A = (a; ;) € M,(C). Montrer que

[11Aloc = max D Ja.
i

Pour montrer I'une des inégalités, on pourra utiliser X = (z;) ou

0 si Aiy 5 = 0

T Lo sinon
|ai0,j|
19 étant un entier judicieusement choisi.
Pour tout X = (z;) € M,,1(C) et tout i € [[1,n]], la i-éme coordonnée de AX est (AX), =

n
Zamxj. On considére X tel que || X||o =1
j=1

n

E :az',j%‘

J=1

n
< Z |a; 5

J=1

n n n
o) S WX oo Y iyl < laig] < mgxz |1
=1 =1 =1

Donc pour tout i, [(AX);| < maxy ) 7, |ak |, par conséquent, en prenant le maximum sur les

n
1AX | < max 3" Ja

j=1

n
cela montre que ||| A]||o < max; Z |ai ;-

Si A =0, on déduit tout de suite 1’égalité.

Montrons la seconde inégalité quand A # 0. Soit 4o tel que > 7, |aj, ;| = max; Z |a; ;| et soit

Jj=1
n

X comme dans I'énoncé. (AX);, = D7, |ai, 4], done [|[All|oe > D771 |ai, | = maXiZ |ai j|.
=1

Exercice 4

Soit A € GL,(K). On suppose que pour tout i € [[1,n]], a;; # 0. Soit B € M, ;(R). On utilise
la méthode de relaxation de paramétre w > 0 pour résoudre AX = B. La matrice d’itération
correspondante est donc

A, =(D+wL)((1 —w)D —wU)



avec les notations du cours : D = diag(ai,...,ann), L = (l;;), U = (u;;) de telle sorte que
li,j = Q4 j Sig > j et 0 sinon, Ui = Q44 sit < 7 et 0 sinon.
1. Calculer x4,(0).

Xa,(X) =det(XT — (D +wL) (1 —w)D — wU))

donc
Xa,(0) = det(—(D +wL) (1 —w)D — wU))
=det(—(D +wL) ' det(((1 —w)D — wl))
= det(—D) ' det(—D)(w — 1)"
=(w-—1)"
2. Montrer que p(A,) > |w — 1] (on pourra faire une estimation du produit des valeurs propres
de A,).

Soient A ..., A, les valeurs propres de A,. Alors (=1)" [, \i = x4.(0) = (w —1)". On en
déduit que

o = 1" = T Nl < oA

donc |w — 1| < p(A,).
3. En déduire que si la méthode converge pour tout X, alors 0 < w < 2.
Si la méthode converge pour tout vecteur initial,

lw—1] < p(A,) <1

donc —1 <w —1 < 1, c’est-a-dire 0 < w < 2.

Exercice 5

Soient A € M, (C) une matrice a diagonale strictement dominante et B € M, 1(C). On utilise
la méthode de Gauss-Seidel pour résoudre AX = B. La matrice d’itération correspondante est

donc
G=—-(D+ L)*lU

avec les notations du cours rappelées a I'exercice précédent. On veut montrer que cette méthode
converge pour tout vecteur initial (ce résultat a été énoncé en cours mais n’a pas été démontré).
1. Pourquoi la matrice D est-elle inversible ?
Comme A est a diagonale strictement dominante, |a;;| > 0 pour tout i. Cela montre que D
est inversible.
2. On note ' = D™'L et U' = D™'U. Montrer que G = —(I + L')~'U".
(D+L)'U=(D(I+L))'DU' =T+ L) 'D'DU =(I+ L) 'U.
3. Soit x le polynéme caractéristique de GG. Montrer que

xe =det(X (I + L")+ U").

xg =det(XT+ (I +L)'U")
=det(I + L) det(X (I + L")+ U")
=det(X(I+ L)+ U
4. Soit \ une valeur propre de GG. On suppose par 'absurde que |A\| > 1.



Ak, Ak,

+Za

>k

a) Montrer que pour tout k € [[1,n]], Z [\l < |Al.

j<k

Qg k

)

ak,j

A est a diagonale strictement dominante donc pour tout k, Z < 1 donc

i#k

Qg k

<Al

Ak,j

< |A]. Si A > 1, on obtient

ZIAI

ce qui s’écrit aussi ) ; ;[\l

Z:_i +Zj>k Al apk
DoAY |- Z A
i<k

>k

b) En déduire que det(N(I + L")+ U’) # 0

Cela montre que la matrice A(I+L")+U’ est a diagonale strictement dominante, donc det(A(/+
L)+ U") #£0.

c) Expliquer pourquoi ce résultat est contraire a I’hypothése et conclure.

Si det(A(I 4+ L") +U’) # 0, alors xg(A) # 0. C’est absurde car A est une valeur propre de G.
On en déduit que si A est une valeur propre de G, alors |A| < 1, donc p(G) < 1. Cela montre que
la méthode converge pour tout vecteur initial.

A5 Ok,j a/w A, j

<Al

A,k

7

Exercice 6

1. Soit ) une matrice orthogonale. Rappeler pourquoi det Q € {—1,1}.

Dans ce cas, 'QQ = I donc (det Q)* = 1 donc det Q € {—1,1}.
2. Soit A = (a; j) une matrice de M, (R). On suppose que A = QM ou @ € O,(R) et M € M,(R).
Soient Ay, ..., A, les colonnes de A et My, ..., M, les colonnes de M. Montrer que pour tout j,
| A4;]]2 = HM ||2 (ot || X||2 = VXX pour tout X € M,,1(R)). Pour tout j, A; = Ae; = QMe,; =
QM done || 413 = QM3 = “M,;'QQM; = ‘MM, = ||M; 2.
3. Montrer que

" N 1/2
[det Al <[] (Z |am~|2) .
j=1 \i=1
Dans le cas ou A est inversible, on pourra utiliser la décomposition QR de A.
Si det A = 0, 'inégalité est évidente.
Si det A # 0, il existe @ € O,(R) et R € T 0 F (R) telles que A = QR.

D’aprés la question 1, |det A| = |det R|. Si l'on note R = (r;;), |det A|] < [], 7. On note
Ry..., R, les colonnes de R.

Pour tout j, ||A4;|]2 = ||R;||2 d’aprés la question précédente. Or pour tout j,
i 1/2
Tjg < (Zﬂ%) = [|R;]]2-
i=1

On en déduit que
[det Al < [T 185112 = [T 1141l
j=1 j=1

Cela montre le résultat car pour tout j, ||4;]ls = (D1, |am\2)1/2.



