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Exercice 1 – [Décomposition A = PLU ]

1) Si l’on applique l’algorithme du cours, on trouve P =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

, L =1 0 0
0 1 0
2 0 1

, U =

2 1 3
0 1 3
0 0 −7

 et X =

−11
1


2) detA = (detP )(detU) = 14.

Exercice 2 – [À propos des matrices triangulaires]
1) (A∆)i,j = d−1

i djai,j.
2) Si i > j, (A∆ε)i,j = 0. Si i < j, (A∆ε)i,j = εj−iai,j, donc lim

ε→0
(A∆ε)i,j = 0. Pour

tout i, (A∆ε)i,i = ai,i. On conclut que lim
ε→0

A∆ε = Diag(a1,1, . . . , an,n).

Exercice 3 – [Orthonormalisation, projection orthogonale]
1) Calculons d’abord l’orthogonalisée où la matrice de passage à ses coefficients

diagonaux égaux à 1. f ∗1 = f1 et f ∗2 = f2 −
(f2|f ∗1 )
(f ∗1 |f ∗1 )

f ∗1 = f2 − f ∗1 =


1
0
−1
0

. On

calcule maintenant l’orthonormalisée (f ′1, f ′2) en divisant f ∗1 et f ∗2 par leur norme.
On trouve

f ′1 =


1/2
1/2
1/2
1/2

 et f ′2 =


1/
√
2

0

−1/
√
2

0


2) On note || · || la norme associée au produit scalaire (·|·).

p(x) = (x|f ′1)f ′1 + (x|f ′2)f ′2 =
1

2
f ′1 +

1√
2
f ′2 =


3/4
1/4
−1/4
1/4


Comme (f ′1, f

′
2) est une base orthonormée de F et que les coordonnées de p(x)

dans cette base sont
(
1

2
,
1√
2

)
, on trouve tout de suite ||p(x)|| =

√
1

4
+

1

2
=

√
3

2
.



Première méthode pour d(x, F ). Soient x′ = p(x) et x′′ = x−p(x). Alors x′′ ∈ F⊥

et ||x||2 = ||x′ + x′′||2 = ||x′||2 + ||x′′||2 puisque (x′|x′′) = 0 (c’est le théorème de
Pythagore). Par conséquent, d(x, F )2 = ||x − x′||2 = ||x′′||2 = ||x||2 − ||x′||2 =
1− 3/4 = 1/4. Conclusion : d(x, f) = 1/2.

Seconde méthode. On calcule x′′ = x− p(x) =


1/4
−1/4
1/4
−1/4

. Sa norme vaut
1

2
, donc

d(x, F ) =
1

2
.

Exercice 4 – [Matrices de Gram, distance à un sous-espace]

1) Voir le cours.

2)

detGram(x, f1, . . . , fr) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(x|x) (x|f1) . . . (x|fr)
(f1|x) (f1|f1) . . . (f1|fr)

...
...

...
(fr|x) (fr|f1) . . . (fr|fr)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
(x′ + x′′|x′ + x′′) (x′ + x′′|f1) . . . (x′ + x′′|fr)

(f1|x′ + x′′) (f1|f1) . . . (f1|fr)
...

...
...

(fr|x′ + x′′) (fr|f1) . . . (fr|fr)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Or x′′ ∈ F⊥, donc pour tout i, (x′+x′′|fi) = (x′|fi)+(x′′|fi) = (x′|fi) puisque les fi
appartiennent à F . De plus, comme (x′|x′′) = 0, (x′+x′′|x′+x′′) = (x′|x′)+(x′′|x′′).
On obtient donc

detGram(x, f1, . . . , fr) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(x′|x′) + (x′′|x′′) (x′|f1) . . . (x′|fr)

(f1|x′) (f1|f1) . . . (f1|fr)
...

...
...

(fr|x′) (fr|f1) . . . (fr|fr)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Le résultat provient alors du fait que

(x′|x′) + (x′′|x′′)
(f1|x′)

...
(fr|x′)

 =


(x′|x′)
(f1|x′)

...
(fr|x′)

+


(x′′|x′′)

0
...
0


3) D1 = detGram(x′, f1, . . . , fr) = 0 puisque la famille (x′, f1, . . . , fr) est liée. De
plus, D2 = (x′′|x′′) detGram(f1, . . . , fr). Comme d(x, F ) = (x′′|x′′), on en déduit
le résultat.



4) On trouve

d(x, F ) =

√√√√√√√√√
∣∣∣∣∣∣
1 1 2
1 4 4
2 4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣4 4
4 6

∣∣∣∣ =
1

2


