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Exercice 1 - [DECOMPOSITION A = PLU|

100

1) Si l'on applique l'algorithme du cours, on trouve P = |0 0 1], L =
010

1 00 21 3 -1

01 0,U=101 3 JetX=]1

2 01 00 —7 1

2) det A = (det P)(det U) = 14.

Exercice 2 — [A PROPOS DES MATRICES TRIANGULAIRES]

1) (Aa)ig = d; ' djai.

2) Sic > j, (AA5>i,j =0.51:< j, (AAg)i,j = €j7i(11‘7j, donc hr%(AAg)i,j = 0. Pour
e—

tout 4, (Aa.)i; = a;;. On conclut que hr% Aa. = Diag(ay 1, ..., ann).
E—r

Exercice 3 — [ORTHONORMALISATION, PROJECTION ORTHOGONALE]

1) Calculons d’abord l'orthogonalisée ot la matrice de passage a ses coefficients

1

diagonaux égaux a 1. fi = fi et f5 = fo — (filfl*) ffi=ft—-f= 01 . On
(fE1f7) -

0
calcule maintenant I'orthonormalisée (f], f5) en divisant f; et f; par leur norme.
On trouve

1/2 1/v2
;| 1/2 ;L 0
fl_ 1/2 et f2_ _1/\/5
1/2 0
2) On note || - || la norme associée au produit scalaire (-|-).
3/4
1 1 1/4
) = DS+ sy = 5h+—=h= | 1],
1/4

Comme (ff, f5) est une base orthonormée de F' et que les coordonnées de p(x)

1 1 1 1 3
dans cette base sont (5, E), on trouve tout de suite ||p(z)|| =4/— + = = £

4 2 2



Premiére méthode pour d(z, F). Soient 2’ = p(z) et 2" = x—p(z). Alors 2" € F+

et [|z]|> = |2/ + 2”||* = ||2]|* + [|2”||* puisque (z|z") = 0 (c’est le théoréme de
Pythagore). Par conséquent, d(z, F)? = ||z — 2/||* = ||2"|]* = ||z|]* — ||2/||* =
1 —3/4 =1/4. Conclusion : d(z, f) = 1/2.
1/4
g ) " —1/4 1
econde méthode. On calcule 2" =z —p(z) = 1/4 | Sa norme vaut 5 donc
~1/4

1

Exercice 4 — [MATRICES DE GRAM, DISTANCE A UN SOUS-ESPACE]
1) Voir le cours.

2)

(zlx)  (zlfi) .o (z[fr)

det Gram(z, fi,..., fr) = (f1.|x) (f1!f1) o (fl!fT)

(Flo) (A1) - (FIf)

(JZ/ + IL‘”l:EI + m//) (x/ + xlllfl) o (ZEI + $/I|fr)
_ (filz" + 2") (filfr) (filfr)
Ll +2) (B . (B

Or 2" € F*, donc pour tout 7, (2'+2"| f;) =
appartiennent a F'. De plus, comme (z’|z")
On obtient donc

(@' fi)+(2"[f;) = (2'| i) puisque les f;
=0, (2'+2"|x'+2") = (2/|2")+(z"|z").

(a']2") + (,x”|l“”) @fi) - @If)
det Gram(z, f1,..., f;) = (fl_‘x ) (flvl) o (fl!fr)

T AT R Ar S

Le résultat provient alors du fait que

(2']2") + (/95"|1’") ($I|$'I) (x"(|)$”)
(f1‘|$) (f1.|=’E) N ‘

(fla’) (f]2) 0

3) Dy = det Gram(a', f1, ..., f;) = 0 puisque la famille (2/, fi, ..., f.) est liée. De
plus, Dy = (2"|2") det Gram(fi, ..., f,). Comme d(z, F)) = (2"|2"), on en déduit
le résultat.



4) On trouve

d(z, F)

o — —

e

4 6

O B~ N

4 4]

DO | —



