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Exercice 1

2 =2 1 V2 —V2

1. Soient S=[-2 6 —-3|e€eM;R)etR=] 0 2
1 -3 2

€ M3(R). La factorisation

Sl- L5l

de Cholesky de S est S ='RR.
2. det S = (det R)* = 4.

Exercice 2

n
1. Y; = E ammj.
=1

n n n

2. Pour tout 4, |y;| = |Zamx]~\ < Z |a; ;]|z;] < Z |a; ;| puisque ||z||s = 1 donc |z;| < 1 pour
j=1 j=1 j=1

tout 7. On en déduit que pour tout 7, |y;| < M donc ||V || < M.

3. D’apreés la question précédente, ||AX || < M pour tout X tel que || X||o = 1. On en déduit

que |[|All]oo = sup |21 |[AX]|oc < M.
n

4. |||A]|lc = M Soit i, tel que Z |a;y,;| = M, soit X dans M, ;(C) dont la j-éme coordonnée est

=1
n

z;=0sia;,,;=0etx; = |ai0’j’ sinon. Alors la ig-éme coordonnée de AXj est (AXy);, = Z iyl
aio:j
donc ||AXyl||e > M, ce qui montre que |||A]||o > M.

j=1

Exercice 3

1. Comme N (ad) = |a|N(A) et N((a«A)™) = |a| PN (A7), cond(aA) = cond(A).

2. On suppose que N est la norme subordonnée a || - [|. N(I) = supx; [[/X]|| = 1. Alors
1=N({)=N(AA") <NAN(A) = cond(A).

3. Comme AX = B et A(X + AX) = B+ AB, AAX = AB. Alors AX = A7'AB et donc
|AX]] < [||A7Y|] - ||AB||- De plus, comme AX = B, ||B|| < |||4]]| - ||X]||- En combinant ces
résultats, on obtient

Exercice 4




l.a) J=—|a* 0 a7 '| Oncalcule y; = X(X?—2a"2) donc p(J) = a~ /2.
0 at!' 0
b) La méthode converge pour tout vecteur initial si et seulement si p(J) < 1, c’est-a-dire si et
seulement si a > /2.

2. a) by =1-w. Sii#j, by =wd

n
b) On suppose que w €]0, 1]. Pour tout ¢, Z bij| = |1 —w| + Zw
j=1 i
On a utilisé les deux faits suivants : |1 —w| = 1 — w et comme A est & diagonale strictement

Q4,5

<l—-w+4+w=1.

Qg 5

ai,j
a; i

dominante,
J#i
donc la méthode converge pour tout vecteur initial.

< 1. Comme on sait que p(J) < max; Y |b;;], cela montre que p(J) < 1

Exercice 5

1. Comme MM~ =1, Y(M~1)(*M) =1 donc (‘M)~' =1(M™1).

2. Voir les TD.

3."(A+B) ='A+'B = A+ B. Donc A+ B est symétrique. Pour tout X € M,,1(R), ' X(A+B)X =
EXAX +'XBX > 0.

4. D’abord, '('R™'BR™') ='R7'BR™! donc ‘R"'BR™! est symétrique. Pour tout X € M, ;(R),
EIXCX ='X'RTIBR'X =Y(R'X)B(R™'X) > 0.

5. Si D = diag(dy, ..., d,), det(I, + D) =[], (1 +d;) =1+ ][, d; + s ou s est une somme de
produits positifs ou nuls d;, ...d;, (ot k> 2). On en déduit le résultat.

6. Comme C' est symétrique réelle, il existe U € O, (R) et une matrice réelle diagonale D telles que
'UCU = D. Comme C est positives, les coefficients diagonaux de D sont positifs. Donc d’apreés la
question précédente, det(I, + C) = det(l,, + D) > 1 +det(D) = 1 + det C.

7. B ='RCR et A = 'RR. Alors det(A + B) = (det R)*det(I + C) > (det R)*(1 + det C') =
det A + det B.

1
8. a) Ay est clairement symétrique. Pour tout X € M, ;(R) non nul, *X (A + E) X =tXAX +

]'t
XX > 0.
SXX >0

1
b) |||Ax — All|lee = z tend vers 0 quand k tend vers +oco.

c) D’apreés les questions précédentes, pour tout k, det(Ay + B) > det Ay, +det B. Par continuité
du déterminant, det(A + B) > det A + det B.



