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Exercice 1 - [DECOMPOSITION A = PLU|

2 1 3 2
Soient A=1(4 2 -1 et B=|-3
01 3 4

1) Résoudre 'équation AX = B et écrire A sous la forme A = PLU.

2) En utilisant le résultat précédent, calculer det A.

Exercice 2 - [ORTHONORMALISATION, PROJECTION ORTHOGONALE]
Rappel. Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté (-|-). Soient
(bi)ic[1,n) une base de E et (b)) T'orthogonalisée de Gram Schmidt de la
base (b;) telle que les coefficients diagonaux de la matrice de passage de (b;) a
(bf) sont égaux a 1. Alors pour tout j € [[1,n]],
j—1
" (b;167) , .
=

4
Dans E = R*, on considére le produit scalaire défini par (z|y) = Z z;y; (pour
i=1
x = (T1,%2,23,74) €t Yy = (Y1,Y2, Y3, Ya))-
Soient f1 = (1,1,1,1), fo = (2,1,0,1) et F' = Vect(fi, fa).
1) Calculer 'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base (fi, f2) de F.

2) On note p la projection orthogonale sur F'.
Soit = (1,0,0,0). Déterminer p(z) puis calculer d(z, F') (ou d est la distance
associée au produit scalaire (-|-)).

Exercice 3 — [MATRICES DE GRAM, DISTANCE A UN SOUS-ESPACE]
Soit E, (+|-) un espace euclidien. On note d la distance associée au produit scalaire.
Pour toute famille g = (g1, ..., ¢,) d’éléments de E, on note Gram(gy,...,g.) la
matrice de Gram de g.

On rappelle le résultat du cours suivant.

(i) Si g est lice, alors det Gram(gy,...,g,) = 0.
(ii) Si g est libre, alors det Gram(gy,...,¢g,) > 0.
1) Rappeler la preuve du (i).



2) Soient f = (f1,..., fr) une famille libre d’éléments de E, F' = Vect(f) et x un
élément quelconque de E. On note x = 2’ + 2" ot o' € F et 2” € F+. Montrer
que det Gram(z, f1,..., f,) = D1 + Dy ou

(@) (@[ fr) - @fr) (@"[z") (@' f) .. @If)
(filz") (Alf) - (Alf) 0 (fulfr) - (Al
D, = . ) . et Dy = : ) .
(frl2")  (felf) oo (Felfr) 0 (felfr) o (felf)
Indication. On rappelle que si A, B, C1, ..., Cy,—1 sont des éléments de M,, 1 (R)
(c’est-a-dire des vecteurs colonnes de taille m), alors det (A + B|C4|...|Cp-1) =

det (A|Cl| Ce |Cm_1) + det (B|Ol| Ce |Cm_1).

3) Montrer que
_|det Gram(z, f1,..., f)
dlz, F) = \/ det Gram(fy, ..., f)

4) A l'aide de ce résultat, retrouver la distance d(x, F) de I'exercice 2, question 2.

Exercice 4 — [MATRICES SYMETRIQUES DEFINIES POSITIVES]

Soit A = (a;;) une matrice symétrique définie positive de M,,(R). Il a été vu
en cours que A peut s’écrire A = ‘RR ot R = (ry;) € Th (R) (cest-a-dire
que R est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont strictement
positifs).

1) Pour i € {1,...,n}, exprimer a;; en fonction des coefficients ry; de R.

2) En déduire que
det A < H Q5.

i=1
3) Montrer qu'il y a égalité si et seulement si A est diagonale.



