Université de Bordeaux Licence 3 - Algorithmique algébrique 2
Licences math-info et CMI Année 2020-2021

Devoir a la maison, 4 novembre 2020
Durée 1h30.

Baréme indicatif. Exercice 1 : 4, exercice 2 : 7, exercice 3 : 9.

Exercice 1 - [DECOMPOSITION A = PLU|

2 1 1 3
Soient A= 4 2 -1 et B=13
-2 0 3 1

1) Résoudre I'équation AX = B et écrire A sous la forme A = PLU.

2) En utilisant le résultat précédent, calculer det A.

Correction.
1) On dispose les calculs comme dans le cours

2 1 1 3
4 2 -1 3
-2 0 3 1
2 1 1 3
(2) 0 =3]1|-3 lo<— 12— 20
<_1> 1 4 4 lg(—lg+ll

Les coefficients entre parenthéses et en rouge remplacent des 0 dans la nouvelle
matrice. Ce sont les opposés des multiplicateurs, c¢’est-a-dire les coefficients de la
matrice L. Puis on continue

2 1 1 3
(1) 1 4 || 4
2 1 1 3

(2) (0) -3 -3

On retrouve la matrices U en haut & droite et la matrice L formée d’une diagonale
de 1 et de la partie inférieure gauche (en rouge et entre parenthéses).

2 1 1 100 100
U=|01 4| , L=|-110| , P=Pygy=1001
00 -3 2 0 1 01 0



De plus, I'équation AX = B devient
2:131 + 2To+ 23 = 3
To + 41’3 =4
—3563 =-3

Ce qui donne comme unique solution
1
X=10
1
2) det P9y = €((1,2)) = —1 donc det A = det Pdet U = 6.

Exercice 2 — [ORTHOGONALISATION, DISTANCE A UN SOUS-ESPACE]
Rappel. Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté (-|-). Soient
(bi)ic[n,ny une base de E et (b))cnn I'orthogonalisée de Gram Schmidt de la
base (b;) telle que les coefficients diagonaux de la matrice de passage de (b;) a
(bf) sont égaux a 1. Alors pour tout j € [[1,n]],

Dans E = R[X], (I'ensembles des polynéomes de R[X] de degré inférieur ou
égal a n), on considére le produit scalaire défini par

(PIQ) = / P

On note respectivement || - || et d la norme et la distance définies par ce produit
scalaire.
Attention. Les bornes de l'intégrale sont bien —1 et 1.

1) Montrer qu’il existe une unique base orthogonale (P;)", de R[X], telle que
pour tout i € [[0,n]], P; soit unitaire de degré i.

2) Calculer les polynoémes P; lorsque n = 2.

3) Montrer que || B,||* = (P,|X™).

4) On considére le sous-espace vectoriel R[X],,_; de R[X],. Montrer que
d(X", R[X]n1) = [[P]|

5) Calculer d(X? R[X];).

Correction.



1) Soit (P;)o<i<n une base orthogonale de R[X],,. Pour tout i, le polynéme P; est
unitaire de degré i si et seulement si il existe une famille de réels (a; j)o<i<j<n telle

que
(P():l

P1 =X +a0,1
P2 = X2 + CL172X + Qg2

kPn = X"+ a/nfl,n)(ni1 + al,nX + agpn
c’est-a~dire si et seulement si (P;) est 'orthogonalisée de Gram-Schmidt de la
base b= (1, X, X% ..., X") de type 1, c’est-a-dire telle que la matrice de passage
de b a (P;) appartient a 7, ,(R). On a vu qu'une telle base existe et est unique.
2) Pour tout (i,7) € N2, on calcule
1 .. . .
L —— 811¢ est pair
tz+]+1:| — Z+] 11 +J p
-1

(X'1X7) :/1 tHdt = {

1 i+l 0 si i+ j est impair
D’abord, Py = 1.
(X[H)
P=X- Py=X
' (Po|Py) "
puisque (X|F) = (X]|1) = 0. Enfin
(X2 Po) (X2|P1)
P=X - Py — P
’ (RolPy) " (P[P
2
Or, (X?|Ry) = (X?1) = 3 (Py|Py) =2 et (X?|P)) = (X?X) =0 donc
1
P=X*—=
3

3) Comme P, est unitaire de degré n, on peut écrire P, = X" + @, ot deg ), <
n — 1. Comme P, est orthogonal a Vect(P, ..., P, 1) = Vect(1, X,..., X" 1) =
R[X]n—1,

(Pn’Qn) =0
Ainsi,

|1 Pall? = (Pl Pn)

= (
= (Pa] X" + Q)

= (Pl X™) + (P, Qn)

= (Pl X™)

4) Soit p la projection orthogonale sur R[X], ;. On sait que d(X", R[X],_1) =
d(X™, p(X™)) = || X" — p(X™)]|. Or X" = B, — Q, ou P, € RIX|+ ; et —Q,, €
R[X],-1, donc p(X™) = —Q,. On en déduit que

d(X", R[X 1) = [[X" + Qn| = [| 5]



5) D’aprés la question précédente, d(X? R[X];) = ||P||. On calcule

1
7P = () = (X2 - g |x2)

3
1

=(X2|X2)—§(1!X2)

_2_2_38

5 9 45

On en déduit que d(X?, R[X];) = ——.
it aue d(* Rl = 222

Exercice 3 - [MATRICES A DIAGONALE STRICTEMENT DOMINANTE]
Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice inversible vérifiant les propriétés sui-
vantes.
(1) ay > 0 pour tout i € [[1,n]].
(2) ai; <0 pour tout (i,7) tel que i # j.
(3) Tous les coefficients de A~! sont positifs ou nuls.

Nous allons démontrer que A est semblable & une matrice & diagonale strictement

dominante.
1

On note e = | : | le vecteur de M, ;(R) dont tous les coefficients sont égaux

1
a 1. Soit d = A 'e.

1) Montrer que les coordonnées d; de d sont strictement positives. En déduire
que la matrice D = diag(dy, ..., d,) de M, (R) est inversible.

2) Soit (i,4) € [[1,n]]*. Exprimer le coefficient (i,j) de D' AD en fonction des
coefficients de A et ceux de d.

3) Montrer que pour tout i, (D~*ADe); = d;*. Ainsi, (D~*ADe); > 0.

4) Montrer que D' AD est a diagonale strictement dominante.

5) Soit A = (_32 _11> Que vaut A~'? Comment choisir D dans GLy(R) pour
que la matrice D7'AD soit & diagonale strictement dominante ?

Correction. .

1) Soit A™" = (aj ;)(i)e[1m)2- Alors la i-¢me coordonnée de d est d; = Z a;; =0

j=1
puisque pour tout (7, j), a; ; = 0. Comme det(A™) # 0, la ligne i de A™! n’est
pas nulle, donc il existe jo tel que a;, ; > 0. Donc d; > aj ; > 0.

2) (D_lAD)i’j = d;ldjam.



3) D'ADe = D 'Ad puisque De = d. Or, Ad = e puisque d = A~ 'e, donc
di!

D_lADe — D_le - :

d—l

4) D’aprés la question précédente, (D~'ADe); > 0 pour tout i. D’aprés la ques-

tion 2), cela donne Z d;'dja; ; > 0, donc

i=1
~1
;5 > — Zdz djam
J#
Comme a;; > 0, c’est donc que |a;;| = a;,;. Pour ¢ # j, comme d; > 0, d; > 0 et
a;; < 0, on obtient |d; 'd;a; ;| = —d; 'd;a;; donc
-1
lazal > " d; djai|
J#i

c’est-a-dire
((D7'AD); > ) |(D7'AD),l
J#i
ceci pour tout i € [[1,n]]. C’est donc que D7'AD est a diagonale strictement

dominante. " 1 d b
) a . . N -
5) On rappelle que si ad—bc # 0, (c d) est inversible d’inverse P R (—c a >

(par transposée de la comatrice : ¢’est un cas ou la comatrice est facile a trouver).

Donc
(11
= (3

ses coefficients sont positifs, donc A est semblable & une matrice & diagonale stric-

tement dominante. A~te = (g) donc si D = (3 g), D7'AD est a diagonale

strictement dominante d’apres la question précédente. En effet, on trouve que

D7'AD = (_2/5 _51/2)




