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Barème indicatif. Exercice 1 : 4, exercice 2 : 7, exercice 3 : 9.

Exercice 1 – [Décomposition A = PLU ]

Soient A =

 2 1 1
4 2 −1
−2 0 3

 et B =

3
3
1

 .

1) Résoudre l’équation AX = B et écrire A sous la forme A = PLU .
2) En utilisant le résultat précédent, calculer detA.

Exercice 2 – [Orthogonalisation, distance à un sous-espace]
Rappel. Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté (·|·). Soient
(bi)i∈[[1,n]] une base de E et (b∗i )i∈[[1,n]] l’orthogonalisée de Gram Schmidt de la
base (bi) telle que les coefficients diagonaux de la matrice de passage de (bi) à
(b∗i ) sont égaux à 1. Alors pour tout j ∈ [[1, n]],

b∗j = bj −
j−1∑
i=1

(bj|b∗i )
(b∗i |b∗i )

b∗i

Dans E = R[X]n (l’ensembles des polynômes de R[X] de degré inférieur ou
égal à n), on considère le produit scalaire défini par

(P |Q) =

∫ 1

−1
P (t)Q(t)dt

On note respectivement || · || et d la norme et la distance définies par ce produit
scalaire.
Attention. Les bornes de l’intégrale sont bien −1 et 1.
1) Montrer qu’il existe une unique base orthogonale (Pi)

n
i=0 de R[X]n telle que

pour tout i ∈ [[0, n]], Pi soit unitaire de degré i.
2) Calculer les polynômes Pi lorsque n = 2.
3) Montrer que ||Pn||2 = (Pn|Xn).
4) On considère le sous-espace vectoriel R[X]n−1 de R[X]n. Montrer que

d(Xn,R[X]n−1) = ||Pn||

5) Calculer d(X2,R[X]1).



Exercice 3 – [Matrices à diagonale strictement dominante]
Soit A = (ai,j) ∈ Mn(R) une matrice inversible vérifiant les propriétés sui-

vantes.
(1) aii > 0 pour tout i ∈ [[1, n]].
(2) aij 6 0 pour tout (i, j) tel que i 6= j.
(3) Tous les coefficients de A−1 sont positifs ou nuls.

Nous allons démontrer que A est semblable à une matrice à diagonale strictement
dominante.

On note e =

1
...
1

 le vecteur de Mn,1(R) dont tous les coefficients sont égaux

à 1. Soit d = A−1e.
1) Montrer que les coordonnées di de d sont strictement positives. En déduire
que la matrice D = diag(d1, . . . , dn) de Mn(R) est inversible.
2) Soit (i, j) ∈ [[1, n]]2. Exprimer le coefficient (i, j) de D−1AD en fonction des
coefficients de A et ceux de d.
3) Montrer que pour tout i, (D−1ADe)i = d−1i . Ainsi, (D−1ADe)i > 0.
4) Montrer que D−1AD est à diagonale strictement dominante.

5) Soit A =

(
3 −1
−2 1

)
. Que vaut A−1 ? Comment choisir D dans GL2(R) pour

que la matrice D−1AD soit à diagonale strictement dominante ?


