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Exercice 1 – Soient A =


2 1 1 −1
4 2 1 1
6 3 3 2
−2 3 1 1

 et B =


3
2
4
−5

 .

1) Résoudre AX = B, déterminer une matrice de permutation P telle que PA
puisse s’écrire sous la forme PA = LU et expliciter cette décomposition.
2) Calculer detA.

Exercice 2 – Soit M = (mi,j) ∈ Mn(R). On dit que M est une L-matrice si
mii > 0 pour tout i, et si mij 6 0 pour tout (i, j) tel que i 6= j.

Soit A une L-matrice inversible telle que tous les coefficients de A−1 sont positifs
ou nuls. On note e = t(1, 1, . . . , 1) et d = A−1e.
1) Montrer que les coordonnées di de d sont strictement positives. En déduire
que ∆ = diag(d1, . . . , dn) est inversible.
2) Soit (i, j) ∈ [[1, n]]2. Calculer le coefficient (i, j) de ∆−1A∆.
3) Montrer que ∆−1A∆ est à diagonale strictement dominante (on pourra consi-
dérer le vecteur ∆−1A∆e).

Exercice 3 – Dans cet exercice, on note ||.|| la norme ||.||2 de Mn,1(R) et la
norme qu’elle induit surMn(R). Soit A ∈Mn(R).
1) Soit y une solution de l’équation différentielle
(1) Y ′(t) = AY (t)

a) Rappeler l’expression de la solution générale de (1).
b) Soient t et t′ deux réels. Montrer que y(t + t′) = exp(t′A)y(t).
c) Montrer que d

dt
||y(t)||2 = 2 ty(t)Ay(t).

2) On suppose que pour tout t ∈ R+, || exp(tA)|| 6 1. Montrer que pour toute
solution y de (1), l’application de R+ dans R+ qui à t associe ||y(t)|| est décrois-
sante. En déduire que pour tout x ∈ Mn,1(R), txAx 6 0 (on pourra pour cela
considérer une solution de (1) telle que y(0) = x).
3) Réciproquement, on suppose que pour tout x ∈Mn,1(R), txAx 6 0.

a) Soit t ∈ R+. Montrer que pour tout x ∈Mn,1(R), || exp(tA)x|| 6 ||x||.
b) Montrer que pour tout ε > 0, il existe x ∈Mn,1(R) r {0} tel que

|| exp(tA)x||
||x||

> || exp(tA)|| − ε.

c) En déduire que || exp(tA)|| 6 1.


