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Exercice 1 – Soit A =

a 1 0
1 a 1
0 1 a

 où a ∈ R. On rappelle que les itérations

des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel (pour la résolution d’une équation du
type AX = B) sont respectivement X(k+1) = −D−1(L + U)X(k) + D−1B et
X(k+1) = −(D + L)−1UX(k) + (D + L)−1B, avec les notations du cours.
1) Discuter en fonction de a la convergence pour tout X(0) de la méthode de
Jacobi.
2) Même question pour la méthode de Gauss-Seidel.

Exercice 2 – Soit n > 2 un entier. Soit

S =



1 −1 0 · · · 0 0

−1 2 −1 . . . 0

0 −1 2
. . . . . . ...

...
...

... . . . ... 0
0 · · · −1 2 −1
0 0 · · · 0 −1 2


∈Mn(R).

Montrer que S est symétrique définie positive et déterminer sa décomposition de
Cholesky. En déduire S−1.

Exercice 3 – Soit A ∈ On(R). On note ai,j le coefficient (i, j) de A.
1) Soit X = t(1, 1, . . . , 1) ∈ Mn,1(R). Pour i ∈ [[1, n]], exprimer la i-ème coor-
donnée de AX en fonction des coefficients de A.
2) Montrer que |

∑
i,j aij| 6 n.

Exercice 4 –
1) Montrer que l’espace vectoriel engendré par S++

n (R) est égal à Sn(R).
2) Soient A1, A2, . . . , Ar des éléments de S++

n (R) et λ1, . . . , λr des nombres réels.
On pose

A =
r∑

i=1

λiAi et B =
r∑

i=1

|λi|Ai.

a) Montrer que s’il existe i ∈ [[1, r]] tel que λi 6= 0, alors B ∈ S++
n (R).

b) Montrer que pour tout X ∈Mn,1(R), |tXAX| 6 tXBX.
c) Montrer qu’il existe C ∈ S++

n (R) tel que B = C2.
d) Soit A′ = C−1AC−1. Montrer que A′ ∈ Sn(R), et que |tXA′X| 6 tXX.
e) Montrer que | detA′| 6 1, et en déduire que | detA| 6 detB.


