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Notations. On note S,(R) ensemble des matrices symétriques de M, (R) et 7', (R) Iensemble
des matrices triangulaires supérieures de M,,(R) dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1.

Exercice 1

a
Soient a et b deux nombres réels tels que a # 0. Soit A = [ b . On décompose A =

D+ L+ U, ou D est diagonale, L triangulaire inférieure, U triangulaire supérieure et ou les
coefficients diagonaux de L et de U sont nuls. On rappelle que les matrices d’itération pour
la méthode de Jacobi et de Gauss-Seidel sont respectivement égales & J = —D YL + U) et
G=—-(D+L)"'U.

1. Calculer le rayon spectral des matrices J et GG en fonction de a et b.

2. Imaginons qu’on veuille appliquer une méthode itérative a la résolution d’un systéme AX = B.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que la méthode de Jacobi converge
pour tout vecteur initial. Méme question pour la méthode de Gauss Seidel.

Exercice 2

Rappel. Soit E un espace euclidien, dont le produit scalaire est noté < -, - >. Soient (b;);c[p1,») une
base de E et (b;)ic , I'orthogonalisée de Gram Schmidt de la base (b;) telle que les coefficients
diagonaux de la matrice de passage de (b;) a (b;)* sont égaux a 1. Alors pour tout j € [[1,n]],

7j—1

bj_b]_z<bi* b=

i=1 LR

Soit E = Rs[z] 'ensemble des polynéomes de R[z] de degré inférieur ou égal a 3. Pour P et @
dans E, on note

< PQ>= /1 P(t)Q(t)dt.

1

1. Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur .

2. Calculer la matrice de Gram M de la base (1, z, 2%, x3) pour < -, >.

3. Montrer qu’il existe une unique base orthogonale (P, Py, P, P3) pour < -,- > de E telle que
pour tout i € [[0, 3]], le polynéme FP; est unitaire de degré i. Calculer les polynémes P;.

4. Calculer la matrice de Gram de (Fy, Py, P2, P3) pour < -, - >.

5. Calculer la matrice de passage de la base (P;);eqo,3) & la base (2");ejo,3 (¢’est-a-dire la matrice

dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées des x* exprimés dans la base (F)).
6. Ecrire M sous la forme

M ='UDU
ot D est diagonale et ou U € T, (R).




Exercice 3

1. Soient n nombres réels o, aq, ..., a,_1. On définit
1 0 - 0 o
0 1 : :
M=1.: - - 0 :
o --- 0 1 ay
al ... o .. a/n,—l a

a) Déterminer U € T, (R) et D € M,(R) diagonale telles que M =‘UDU.

b) En déduire que que M est définie positive si et seulement si det M > 0.

c) Calculer l'inverse de M dansle casouta=neta; =---=a,_1 = —1.
2. Soit A = (a;;) € S,(R). Rappeler pourquoi si A est définie positive, alors det A > 0. Donner
un exemple ot A n’est pas positive et ot det A > 0.
3. Pour k € [[1,n]], on note Aj la matrice de My(R) dont le coefficient (i, j) est égal & a;; pour
tout (i,7) € [[1, k]]?. Autrement dit, Ay, est la sous-matrice carrée de taille k de A située en haut
a gauche de cette matrice.

Montrer que si A est définie positive, alors det A, > 0 pour tout k € [[1,n]].
4. On suppose que A,_; est définie positive. Montrer qu'il existe € GL,,_1(R), C € M,,_11(R)

et a € R tels que
A= tQ Onfl,l [nfl C Q Onfl,l
01,n—1 1 [C o« Ol,n—l 1

ott 01,1 et 0,—1,1 sont le vecteur ligne nul et le vecteur colonne nul de taille n — 1 et ou I,,_; est
la matrice identité de M,,_;(R).

5. Montrer que si det Ay, > 0 pour tout k& € {1,...,n}, alors A est définie positive (on pourra
procéder par récurrence en utilisant les questions 4 et 1.b)).

Exercice 4
Dans cet exercice, on dit qu’une matrice est positive si tous ses coefficients sont positifs
ou nuls.

On note I la matrice identité de M,,(R).
1. Soit M € M, (R) telle que p(M) < 1. Montrer que la série >~ , M* est convergente. Montrer
que I — M est inversible d’inverse

(I—-M)"= i M*,
k=0

Soit A = (a;;) € M,(R). On suppose que A vérifie les propriétés suivantes.
(i) ai; > 0 pour tout ¢ et a;; < 0 pour tout (7,7) tel que ¢ # j.
(ii) Il existe une matrice diagonale positive D = Diag(dy,...,d,) € M,(R) telle que la matrice
B = D7'AD soit a diagonale strictement dominante.

Soit A = Diag(a1,...,a,). On définit C' = I — A™'B et on note ¢;; le coefficient (4, j) de C.
. Pourquoi les matrices B et A sont elles inversibles ?
. Montrer que ¢; = 0 pour tout i € [[1, n]].
. Pour tout (4,7) € [[1,n]]? tel que i # j, exprimer ¢;; en fonction de a;;, a;, d; et d;.
. Montrer que |||C|||s < 1. En déduire que p(C) < 1.
. Montrer que B™' = (I — C)"'A™! et que cette matrice est positive.
. En déduire que A™! est positive.
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