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Exercice 1– [PSEUDO-INVERSE]
Soit

A=





1 2
0 −1
1 0





1) DécomposerA en valeurs singulières, puis calculer la pseudo-inverseA† deA.

2) Soit π : M3,1(R) −→ M3,1(R) la projection orthogonale sur Im(A). Quelle est la matrice deπ dans la base canonique de
M3,1(R) ?

3) Soit B= t(1,1,2). DéterminerX0 ∈ M2,1(R) tel que||AX0−B||2 soit minimale.

Exercice 2– [POLYNÔMES ORTHOGONAUX]
Pour tout(P,Q) ∈ R[x]2, on pose

< P,Q>=
∫ 1

−1
P(x)Q(x)(1−x2)dx.

1) Montrer que l’application(P,Q) 7→< P,Q> est un produit scalaire surR[x].

2) Pour toutn∈ N, on pose

Qn(x) =
1

1−x2

dn

dxn

(

(1−x2)n+1)
.

Montrer queQn est un polynôme de degrén et calculer son coefficient dominantdn.

3) Soit (Pn) la suite de polynômes orthogonaux associée à< ., . >. Montrer que pour toutn,

Pn =
1
dn

Qn.

4) On rappelle que sif etg sont deux fonctions réellesn fois dérivables, la dérivéen-ème def g est donnée par l’expression

( f g)(n) =
n

∑
k=0

(

n
k

)

f (k)g(n−k)
.

Pour toutn, on poseSn = (1−x2)Qn. En utilisant l’égalitédn+2

dxn+2

(

(1−x2)n+2
)

= dn+2

dxn+2

(

(1−x2)(1−x2)n+1
)

, montrer que

dn+2

dxn+2

(

(1−x2)n+2)= (1−x2)S′′n(x)−2(n+2)xS′n(x)− (n+2)(n+1)Sn(x).

En utilisant l’égalité dn+2

dxn+2

(

(1−x2)n+2
)

= dn+1

dxn+1

(

d
dx(1−x2)n+2

)

, montrer que

dn+2

dxn+2

(

(1−x2)n+2)=−2(n+2)
(

xS′n(x)+(n+1)Sn(x)
)

.

T.S.V.P.



5) En déduire que pour toutn, le polynômePn est solution de l’équation différentielle

(1−x2)y′′−4xy′+n(n+3)y= 0.

Exercice 3– [DÉCOMPOSITION DECHOLESKY]
Soit A une matrice symétrique définie positive deMn(R) et soitA= tRRsa décomposition de Cholesky. On noteA= (ai j )i, j et
R= (r i j )i, j .

1) Pouri ∈ {1, . . . ,n}, exprimeraii en fonction des coefficientsrkl deR.

2) Montrer que

detA6

n

∏
i=1

aii .

3) Montrer qu’il y a égalité si et seulement siA est diagonale.

Exercice 4– [NORME, CONDITIONNEMENT]
Soit ||.|| une norme surMn,1(K). On note également||.|| la norme qu’elle induit surMn(K).

1) Soit F ∈ Mn(K) telle que||F ||< 1. Montrer queI +F est inversible.

2) On noteE = (I +F)−1. Montrer que
||E||(1−||F||)6 1.

En déduire que

||(I +F)−1||6
1

1−||F||
.

3) SoitA∈ GLn(K). SoitF ∈Mn(K) telle que||F ||< 1. On noteA′ = A(I +F). SoientB etX ∈ Mn,1(K) tels queAX = B. Soit
enfin∆X ∈ Mn,1(K) tel queA′(X+∆X) = B.

a) Montrer que
||∆X||

||X||
6 ||A

′−1(A−A′)||.

En déduire que
||∆X||

||X||
6

||F ||

1−||F||
.

b) Montrer que

||F||6 Cond(A)
||A′−A||
||A||

.

En déduire que
||∆X||

||X||
6

Cond(A)

1−Cond(A) ||A
′−A||
||A||

||A′−A||
||A||

.
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