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Exercice 1– [EXPONENTIELLE DE MATRICE]

1) Soit A ∈ Mn(C). On suppose que le polynôme minimal deA est égal àm(x) = (x− a)2, où a est un nombre complexe
quelconque. Pour tout nombre réelt, montrer que exp(At) = eat ((1−at)In+At).

2) Soit

A=









4 1 1 1
1 4 1 1
1 1 4 1
−3 −3 −3 0









.

Calculer(A−3I4)2, puis résoudre le système différentielY′ = AY avec la condition initiale :Y(0) = t(2,−1,1,−1).

Exercice 2– [PSEUDO-INVERSE]
Soit

A=





1 0
0 −1
1 1





1) DécomposerA en valeurs singulières, puis calculer la pseudo-inverseA† deA.

2) Soit B= t(1,1,1). DéterminerX0 ∈R2 tel que||AX0−B||2 soit minimale. Calculer alors||AX0−B||2.

Exercice 3– [POLYNÔMES ORTHOGONAUX]
Soient]a,b[ un intervalle ouvert non vide deR et ω une fonction continue non nulle de]a,b[ dansR+ telle que pour toutk∈ N,
l’intégrale

∫ b
a ω(t)tkdt converge. Soit alors

< P,Q>=
∫ b

a
ω(t)P(t)Q(t)dt

le produit scalaire surR[x] défini parω . On note(Pk)k∈N la suite des polynômes orthogonaux associée à ce produit scalaire.
Soit n un entier naturel non nul, et soientx1,x2, . . . ,xn les racines dePn. On noteA la matrice deMn(R) dont le coefficient

(i, j) est égal àPi−1(x j) pour(i, j) ∈ {1, . . . ,n}.

A=







P0(x1) . . . P0(xn)
...

...
Pn−1(x1) . . . Pn−1(xn)







1) On souhaite montrer queA est inversible. Pour cela, on raisonne par l’absurde : supposons donc queA n’est pas inversible.
a) Montrer qu’il existe un vecteur colonne non nulC=t (c1, . . . ,cn) de taillen tel que tAC= 0.
b) Soit alors

Q(x) =
n−1

∑
i=0

ciPi(x).

Montrer queQ= 0, expliquer pourquoi ce résultat est absurde, et conclure queA est inversible.

T.S.V.P.



2) Soit B= t(< P0,P0 >,0, . . . ,0). On noteW = t(w1, . . . ,wn) l’unique solution de l’équationAX = B.
a) SoitP∈R2n−1[X] (l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à 2n−1). SoitR le reste de la division euclidienne

deP parPn. Montrer qu’il existe un unique élément(r0, r1, . . . , rn−1) deRn tel que

R=
n−1

∑
i=0

r iPi .

b) Montrer que
∫ b

a
w(t)P(t)dt =

n

∑
i=1

wiP(xi)

(on pourra pour cela démontrer que chacun des deux membres decette égalité est égal au réelr0 < P0,P0 >).

Exercice 4– [MATRICES SYMÉTRIQUES, NORME, CONDITIONNEMENT]
On considèreRn muni de la norme||.||= ||.||2 etMn(R) muni de la norme induite par||.||, encore notée||.||. Le conditionnement
relatif à cette norme est noté cond. SoitA une matrice symétrique définie positive. On rappelle qu’il existe une matriceR= (r i j )
triangulaire supérieure aux éléments diagonaux strictement positifs telle queA= tRR.

1) Montrer que||A||= ||R||2 et que||A−1||= ||R−1||2.

2) Montrer que||A||> r2
ii pour touti ∈ {1, . . . ,n}.

3) Montrer que pour toutM ∈ GLn(R),
1

||M−1||
= min

x6=0

||Mx||
||x||

.

4) Montrer que pour touti ∈ {1, . . . ,n},

r2
ii > min

x6=0

txtRRx
txx

=
1

||R−1||2

(pour démontrer l’inégalité, on pourra commencer par écrireR= DU , oùD = diag(r11, . . . , rnn), et oùU est une matrice triangu-
laire supérieure dont les coefficients diagonaux sont égauxà 1).

5) Déduire de tout cela que

cond(A)> max
16i, j6n

(

r i,i

r j , j

)2

.

FIN


