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Exercice 1— [EXPONENTIELLE DE MATRICE]

2

1) Soit A € .#,(C). On suppose que le polyndbme minimal Aeest égal an(x) = (x — a)<, ou a est un nombre complexe

quelconque. Pour tout nombre régmontrer que ex@t) = e ((1— at)ln+ At).

2) Soit
4 1 1 1
1 4 1 1
A=11 1 4 1
-3 -3 -3 0

Calculer(A— 3l4)?, puis résoudre le systéme différentiél= AY avec la condition initiale Y (0) =(2,—1,1, —1).

Exercice 2— [PSEUDO-INVERSE]

Soit
1 0
A=|0 -1
1 1

1) DécomposeA en valeurs singuliéres, puis calculer la pseudo-invatsie A.
2) SoitB="'(1,1,1). DéterminetXy € R? tel que||AXy — B||2 soit minimale. Calculer alor$AX, — B||,.

Exercice 3— [POLYNOMES ORTHOGONAUX
Soient]a, b[ un intervalle ouvert non vide de et w une fonction continue non nulle da b dansR . telle que pour touk € N,
I'intégralef;’ w(t)tkdt converge. Soit alors

b
<PQ>= [ wOPHQ:

le produit scalaire suR[x] défini parcw. On note(F)ken la suite des polyndmes orthogonaux associée a ce prodlairsca
Soitn un entier naturel non nul, et soiext Xz, ..., %, les racines d&,. On noteA la matrice de#,(RR) dont le coefficient
(i,j) estégal &_1(xj) pour(i,j) € {1,...,n}.

Po(x1) ...  Po(Xn)
A=| :
Pn,l(Xl) e Pn,l(Xn)

1) On souhaite montrer quest inversible. Pour cela, on raisonne par I'absurde : sspppdonc qué n'est pas inversible.

a) Montrer qu'il existe un vecteur colonne non &=t (cy,...,cy) de taillen tel que 'AC = 0.

b) Soit alors
n-1

Q) = 3 aR(X.

Montrer queQ = 0, expliquer pourquoi ce résultat est absurde, et conclued\est inversible.

T.S.V.P.



2) SoitB="'(< Py,Py >,0,...,0). On noteW = (wy, ..., w,) 'unique solution de I'équatioAX = B.
a) SoitP € Ryn_1[X] ('ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égalaD). SoitR le reste de la division euclidienne
deP parPR,. Montrer qu'il existe un unique élémefrip,r1,...,rn_1) deR" tel que

n-1
R= i;l’iH.

/ "w(t)P(t)dt = _iwi P(x)

(on pourra pour cela démontrer que chacun des deux membeestde&galité est égal au régl< Py, Py >).

b) Montrer que

Exercice 4— [MATRICES SYMETRIQUES NORME, CONDITIONNEMENT]

On consider®" muni de la norméd).|| = ||.||2 etMn(R) muni de la norme induite pdf||, encore notég.||. Le conditionnement
relatif & cette norme est noté cond. Shitne matrice symétrique définie positive. On rappelle quige une matric® = (r;)
triangulaire supérieure aux éléments diagonaux striatepusitifs telle queA = '‘RR

1) Montrer quel|Al| = [|R||? et quel|A~Y|| = [|[R 1|2
2) Montrer quel|A|| > rZ pour touti € {1,...,n}.
3) Montrer que pour touvl € GLy(R),

4) Montrer que pour toute {1,...,n},
Y RRx 1
2 .
rs > min =
"0 txx o ||RTY)?

(pour démontrer I'inégalité, on pourra commencer par é&ti= DU, ouD = diag(r1s,...,rnn), €t 0UU est une matrice triangu-
laire supérieure dont les coefficients diagonaux sont égdi)x

5) Déduire de tout cela que

N2
condA) > max <£> .

1<iji<n \ T
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