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Exercice 1– [DÉCOMPOSITIONLU ]
Soit

A =
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





∈ Mn(R).

On noteEn = t(0, . . . ,0,1) ∈ R
n. Déterminer la décompositionLU deA, résoudre le systèmeAX = En et calculer detA.

Exercice 2– [PSEUDO-INVERSE]
Soit

A =





1 2
−1 0
0 1





1) DécomposerA en valeurs singulières, puis calculer la pseudo-inverseA† deA.

2) Soit B = t(1,0,1). DéterminerX0 ∈ R
2 tel que||AX0−B||2 soit minimale.

Exercice 3– [CONDITIONNEMENT]
On considèreRn muni de la norme||.||= ||.||2 etMn(R) muni de la norme induite par||.||, encore notée||.||. Le conditionnement
relatif à cette norme est noté cond. Les éléments deR

n considérés ici sont tous des vecteurs colonnes.
SoitA∈ GLn(R) et soitA = UDtV une décomposition en valeurs singulières deA, oùD = Diag(µ1, . . . ,µn) est telle que

µ1 > µ2 > · · · > µn > 0.

1) Exprimer||A||, ||A−1|| et cond(A) en fonction desµi .

2) Un vecteurB ∈ R
n

r {0} étant donné, soitX une solution du systèmeAX = B. On suppose queB est perturbé par∆B ∈
R

n
r{0}. Soit alors∆X ∈ R

n tel queA(X + ∆X) = B+ ∆B, c’est-à-dire :A∆X = ∆B. Comme on l’a vu en cours, les inégalités
||∆X|| 6 ||A−1||.||∆B|| et ||B|| 6 ||A||.||X|| donnent

||∆X||

||X||
6 cond(A)

||∆B||
||B||

.

Déterminer en fonction deU des vecteurs non nulsB et∆B tels que||B||= ||A||.||X|| et ||∆X||= ||A−1||.||∆B||, et vérifier qu’alors

||∆X||

||X||
= cond(A)

||∆B||
||B||

.

3) Déterminer en fonction deU un vecteur non nulB∈ R
n tel que pour tout∆B dansRn,

||∆X||

||X||
6

||∆B||
||B||

(on pourra pour cela chercherB tel que||A−1||.||B|| = ||X||).

T.S.V.P.



Exercice 4– [POLYNÔMES ORTHOGONAUX]
Soientα etβ deux éléments deR∪{±∞} tels queα < β . On poseI =]α,β [. Soienta∈ R2[x] etb∈ R1[x] deux polynômes que
l’on écrit a(x) = a2x2+a1x+a0 etb(x) = b1x+b0 oùa0,a1,a2,b0 etb1 sont des réels. On suppose quea(x) > 0 pour toutx dans
I et quea2k+b1 6= 0 pour tout entier naturelk. On considère l’applicationϕ deR[x] dansR[x] définie par

ϕ(P) = aP′′ +bP′.

1) Montrer queϕ est un endomorphisme deR[x], qui pour tout entier natureln induit un endomorphismeϕn deRn[x] (en posant
ϕn(P) = ϕ(P)).

2) Soit A une primitive de(b−a′)/a, et soitω la fonction deI dansR définie parω(x) = eA(x). Montrer queω est dérivable et
prend ses valeurs dans(R+)∗.

3) Montrer que pour toutP dansR[x],

ϕ(P) =
1
ω

(aωP′)′.

4) On suppose que pour tout entier natureln, l’intégrale

∫ β

α
ω(t)tndt converge.

On peut alors définir l’application deR[x]2 dansR qui à(P,Q) associe

< P,Q >=
∫ β

α
ω(t)P(t)Q(t)dt

et on sait que cette application est un produit scalaire surR[x]. On suppose aussi que

lim
x→α

aω(x) = lim
x→β

aω(x) = 0.

Montrer que pour tout(P,Q) deR[x]2,
< ϕ(P),Q >=< P,ϕ(Q) > .

5) On considère l’espace euclidienRn[x] muni du produit scalaire< ., . >. Montrer que pour tout entier natureln, l’endomor-
phismeϕn deRn[x] est diagonalisable dans une base orthogonale(B0, . . . ,Bn) deRn[x] telle que pour touti dans{0, . . . ,n}, le
degré deBi est égal ài.

6) Soit (Pn)n∈N la suite des polynômes orthogonaux unitaires associée àω . Montrer que pour tout entier natureln, il existe un
réel non nulcn tel quePn = cnBn.

7) À titre d’exemple, considérons la fonctionω de R dansR qui à x associee−x2/2. Soit (Hn)n∈N la suite des polynômes
orthogonaux unitaires associée àω (ce sont les polynômes d’Hermite). Montrer que pour tout entier natureln, le polynômeHn

est solution de l’équation différentielle
y′′−xy′ +ny= 0.

8) On pose

Hn(x) =
n

∑
k=0

hkx
k, où hn = 1.

Pour tout entierk de [0,n−2], exprimerhk en fonction dehk+2. Soitk un entier de[0,n]. Montrer que Sik est impair,hn−k = 0
et que sik est pair,

hn−k =
(−1)k/2

2k/2

n!
(n−k)!(k/2)!

.
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