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Exercice 1- [DECOMPOSITIONLU]

Soit
1 0 0 0 1
-1 1 0 0 1
A -1 -1 1 . : e Ma(R).
: S .0 1
-1 -1 ... -1 1 1
-1 -1 ... ... -1 1

On noteE, =1(0,...,0,1) € R". Déterminer la décompositidiJ deA, résoudre le systémeX = E, et calculer deh.

Exercice 2— [PSEUDO-INVERSE]

Soit
1 2
A=|-1 0
0 1

1) DécomposeA en valeurs singuliéres, puis calculer la pseudo-invatsie A.
2) SoitB ="'(1,0,1). DéterminerXy € R? tel que||AXy — BJ|2 soit minimale.

Exercice 3—[CONDITIONNEMENT]
On consider®" muni de la norméd.|| = ||.||2 et Mn(R) muni de la norme induite pd[||, encore notég.||. Le conditionnement
relatif a cette norme est noté cond. Les élémenfRteonsidérés ici sont tous des vecteurs colonnes.

SoitA € GLy(R) et soitA = UD'V une décomposition en valeurs singuliéregdet D = Diag(y, . .., Hn) est telle que

Hi> M2 =+ 2> Un>0.
1) Exprimer||A||, ||[A1|| et condA) en fonction deg;.
2) Un vecteurB € R" \ {0} étant donné, soiX une solution du systema&X = B. On suppose quB est perturbé pafB €

R"\ {0}. Soit alorsAX € R" tel queA(X +AX) = B+ AB, c’est-a-dire AAX = AB. Comme on I'a vu en cours, les inégalités
[[8X|] < [|A~]].|a8]| et||B]| < ||AJl.]IX|| donnent

[18X]| [1AB]]
——— < condA)—.
X Bl
Déterminer en fonction dé des vecteurs non nusetAB tels que||B|| = ||A|].||X]|| et||AX]| = [|A~Y||.||AB]], et vérifier qu'alors
[18X]| [1AB]]

—— =condA)———.
X)) = condA) g

3) Déterminer en fonction dg un vecteur non nuB € R" tel que pour touAB dansR",

[1aX]|_ ||AB]]
IEINE]
(on pourra pour cela cherchettel que||A~2||.||B|| = ||X]]).

T.S.V.P.



Exercice 4— [POLYNOMES ORTHOGONAUX

Soienta et 3 deux éléments d& U {+} tels quea < 3. On posd =]a, B[. Soienta € Ry[X] etb € R4 [x] deux polyndmes que
l'on écrita(x) = aX2 + a1x+ag etb(x) = byx+ bg oliag,as,ap, by etb; sont des réels. On suppose @(r) > 0 pour toutx dans

| et queayk+ by # 0 pour tout entier naturdd On considere I'applicatiofh deR[x] dansR[x] définie par

¢ (P) =aP’ +bP.

1) Montrer queg est un endomorphisme @dx], qui pour tout entier naturelinduit un endomorphismé, deRR,[x] (en posant
¢n(P) = ¢(P)).

2) Soit A une primitive de(b —a')/a, et soitw la fonction del dansR définie parw(x) = A¥. Montrer quew est dérivable et
prend ses valeurs da&™)*.

3) Montrer que pour touP dansR|[x],
_1 /
B(P) = = (awP')".

4) On suppose que pour tout entier naturdlintégrale
B
/ w(t)t"dt converge.
a
On peut alors définir 'application de[x]? dansR qui a(P,Q) associe

B
<PQ >=/ w(t)P(1)Q()dt

a

et on sait que cette application est un produit scalair®&jr On suppose aussi que

)I(m{ aw(x) = )I(TI]} aw(x) = 0.

Montrer que pour toutP, Q) deR[X]?,

<¢(P),Q>=<P¢(Q) >.
5) On considére I'espace euclidi@n[x] muni du produit scalaire< .,. >. Montrer que pour tout entier natunel 'endomor-
phismeg¢, de R,[x] est diagonalisable dans une base orthogofBye ..,Bn) deRq[X telle que pour tout dans{0,...,n}, le
degré deB; est égal a.
6) Soit (Ph)nen la suite des polyndmes orthogonaux unitaires associéeNontrer que pour tout entier natunelil existe un
réel non nuk;, tel queR, = ¢,B.

7) A titre d’exemple, considérons la fonctian de R dansR qui a x associee /2. Soit (Hn)nen la suite des polyndmes
orthogonaux unitaires associéevdce sont les polyndbmes d’Hermite). Montrer que pour touieemiatureln, le polynémeH,
est solution de I'équation différentielle

y'—xy +ny=0.
8) On pose

n
Ha(x) = § ho®, ol hy=1.
2,

Pour tout entiek de [0,n— 2], exprimerhy en fonction deh,». Soitk un entier dg0, n]. Montrer que Sk est impairh,_x =0
et que sk est pair,
(—1)k/2 n!

2k/2 (n—k)!'(k/2)!"

hn—k =

FIN



