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Exercice 1
Dans cet exercice, il est conseillé d'utiliser sage pour certains calculs. Pour chacun de ces calculs,
il est demandé d’écrire sur votre copie les commandes utilisées et les résultats obtenus.

Dans Qlz, y], on considére les polyndmes suivants.

fi=2®+y° —3zy—1
fo=a®+y*—4

1. En utilisant une base de Grébner (calculée a 1'aide de sage), déterminer 'ensemble des (z,y) €
R? tels que

fi(z,y) = folz,y) = 0.

Indiquez sur votre copie I'ordre sur les mon6émes choisi, la base de Grébner obtenue et le raison-
nement utilisé.

2. Donner une base du Q-espace vectoriel Q[z,y|/I.

3. Soit I I'idéal de Q[z,y] engendré par f; et fo. Le polynome f = x°®+y® — 28 appartient-il a I ?
4. Ecrire sur votre fichier sage un programme qui étant donnés une liste [ de polynémes de Q[z, v
et un polyndéme g de Q[z,y] indique si g appartient ou non a l'idéal de Q[z,y] engendré par les
éléments de (.

Exercice 2
On rappelle qu’un entier n est appelé nombre de Carmichael s’il est composé et si pour tout entier
a premier a n,

a"'=1 mod n.

Commentaire. Dans les questions 1 et 2 de cet exercice, on démontre le critére de Korselt, qui
affirme qu’un nombre entier composé n est de Carmichael si et seulement s’il est sans facteur carré
et si pour tout diviseur premier p de n, I’entier p — 1 divise n — 1.

1. Soit p un nombre premier et m un entier naturel non nul. Soit n = p?m.
a) Montrer que 1 + pm est premier a n.
b) Montrer que
(14+pm)" ' #1 mod n.

c) En déduire que tout nombre de Carmichael est sans facteurs carrés.
2. On rappelle que si p est premier, (Z/pZ)* est cyclique. Soit n un entier composé sans facteur
carré.

a) On suppose que pour tout nombre premier p divisant n, 'entier p — 1 divise n — 1. Soit a
un entier premier a n. Montrer que

a" '=1 modn.

En déduire que n est de Carmichael.




b) On suppose que n est de Carmichael. Soit p un diviseur premier de n. Soit ¢ un entier dont
la classe modulo p engendre (Z/pZ)*. Montrer qu’il existe un entier a premier a n tel que a = g
mod p. Quel est 'ordre de a mod p? Montrer que p — 1 divise n — 1.
3. Montrer que tout nombre de Carmichael est impair.
4. Montrer que tout nombre de Carmichael posséde au moins trois diviseurs premiers.
5. Soit n un nombre de Carmichael. On pose n — 1 = 2°¢, ol ¢ est impair. Soit a un entier premier
a n. On suppose que a est un témoin de Rabin-Miller pour n, c¢’est-a-dire que

a’#1 modn et a*7#—1Viel[0,e—1]].

a) Montrer que E = {i € N : a9 =1 mod n} est non vide.
b) Soit m = min E. Montrer que m > 1 et que pgcd(anflq — 1,n) est un facteur non trivial
de n.

Exercice 3

On rappelle 'algorithme de Cantor-Zassenhaus en caractéristique impaire.

Algorithme de Cantor-Zassenhaus en caractéristique impaire.
Entrées. ¢ = p*, ol p est un nombre premier impair, ) € F,[z] de degré n, produit de polynomes
irréductibles deux a deux distincts de degré d.
Sortie. Un diviseur non trivial de ), ou bien “Echec”.
Tirer au hasard A € F,[z] de degré strictement inférieur a n.
Calculer D = pged(A, Q). Si D # 1, sortir D.
Calculer B = A4'~1/2 _ 1 mod Q
Calculer D = pged(B, Q)
Si D # 1 et degD # deg @, sortir D. Sinon, sortir “Echec”.

1. Soit m > 1, et soit
Tp=2""" +2 4+ 42+ 2>+ 12 € Fyfa).

a) Montrer que T,, (T}, + 1) = 22" + .

b) En déduire que si a € Fom, alors T, () € Fs.

c) Montrer que 'application o — T},,(«) de Fom dans Fy est une application linéaire de Fo-
espaces vectoriels. En déduire que

Card{a € Fom : Tp,(a) =0} = Card{a € Fom : Tp(a) =1} =21

2. Soient maintenant ¢ = 2% et Q € F,[z] de degré n. On suppose que @ est produit de r
polynomes irréductibles sur F, qu'on note P, ..., P, deux a deux distincts et tous de méme degré
d. On note R =F,[z]/(Q), R; = F,[z]/(P;) et ¢; I'application canonique de R dans R, définie par
¢;(P mod Q) = P mod P,.

a) Soit A € R. Montrer que ¢;(Tq4(A)) € Fy pour tout i et que si A est choisi au hasard dans
R avec probabilité uniforme, Tyq(A) appartient a Fy avec probabilité 217

b) En déduire un algorithme pour factoriser ) qui s’inspire de 1’algorithme de Cantor-Zassenhaus
ci-dessus, et dont la probabilité d’échec est inférieure a 1/2.

c) Ecrire cet algorithme sur votre fichier sage, dans le cas particulier ott ¢ = 2. On prendra
soin de minimiser le temps de calcul. Pour tester votre fonction, vous pourrez d’abord utiliser
des exemples simples, comme Q = 22 + z et d = 1, puis des exemples plus difficiles, comme
Q=@"+2+1)/(z"+z+1) et d=12.



