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Exercice 1 [Bases de Grobner]
Soit C la courbe de R? définie par le paramétrage

y(t) =

1. Soient f = x(t*+1)—t et g = y(t*+1)—t3 dans Q[t, z, y] et I I'idéal de Q[t, z, y] engendré par f et
g. En utilisant la base de Grébner réduite de I (que vous calculerez avec sage) correspondant a un
ordre monomial bien choisi, déterminer un polynéme P € Q|x,y] tel que Q[z,y] N I = PQlz,y].
Vous indiquerez sur votre copie les commandes utilisées (donc en particulier 'ordre monomial
choisi) et la base de Grobner obtenue.

2. Montrer que C = {(x,y) € R? : P(z,y) =0}.

tt+1

Exercice 2 |Factorisation en degrés distincts, Factorisation en degrés par intervalles|
Soit p un nombre premier. Soit f un polynéme non nul de F,[z]. Pour tout entier naturel non
nul d et toute partie I de N\ {0}, on définit les ensembles suivants.
Irr(f) : Pensemble des facteurs irréductibles unitaires de f dans IF,[z].
D¢(d) : I'ensemble des éléments de Irr(f) dont le degré divise d.
E¢(d) : 'ensemble des éléments de Irr(f) de degré d.
Dy(I) : 'ensemble des éléments de Irr(f) dont le degré divise un élément de 1.
E¢(I) : V'ensemble des éléments de Irr(f) dont le degré appartient a 1.
On rappelle que pour tout entier naturel non nul d,

pged(a” —z.f) = [[ @

QEDf (d

Soient P et () deux polynomes de F,[z| et soit n un entier naturel. Pour calculer rapidement P
mod @, utiliser la commande power_mod (P,n,Q).

1. Dans tout l’exercice, on suppose que pged(f, f’) = 1. Montrer que f est sans facteurs carrés.
2. On définit les suites de polynomes (g;) et (f;) en posant go = 1, fo = f, et pour tout ¢ € Nx\ {0},

le

i

9i = ngd(l’pz —x, fii1) et fi=
Montrer que pour tout entier naturel ¢ non nul,

= II @

Qe&s(4)




3. a) Soit s = max{deg@ : Q € Irr(f)}. Ecrire sur votre ficher .sage une fonction DegDist
qui en entrée prend un nombre premier p et un polynéme f € F,[z] sans facteurs carrés, et qui
en sortie rend la liste [go, g1, . .., gs]. Cette liste est appelée factorisation en degrés distincts de f.
On s’efforcera de minimiser le temps de calcul. On pourra essayer cette fonction DegDist sur les
polynomes f; =2 +z+ 1 et fo = 2% + 2% + 2 — 1 de F3[z] (cela ne doit pas prendre plus de
quelques secondes). On ne demande pas le résultat de ces calculs.

b) Ecrire sur votre fichier .sage une fonction DegDistDeg qui avec les mémes entrées rend la
liste [[7,deg g;] : g; # 1].

c) Sachant que DegDistDeg, appliquée a fi (resp. fo) donne [[1,1],[3,3],]6,6]] (resp. [[3,3],
10, 201,90, 90], [488, 488]]), décider si la fonction DegDist donne ou pas la factorisation compléte
de fi (resp. f2).

4. Ecrire sur votre fichier . sage une fonction Suite qui en entrée prend un entier naturel non nul
n et en sortie rend la liste [1,2,4,...,2!1 n] ou ¢ est lentier tel que 2871 < n < 2%
5. Soit I un intervalle fini de N~ {0}. Montrer que

d
pged (H (o~ 2) ,f> - II ¢
del QeDy(I)
6. Soit (a;);en une suite strictement croissante d’entiers. Pour tout ¢ € N, on pose

[i = [[ai, i1 — 1“ et hi = H Q

Qe&s(1;)

Montrer que si a > deg f, alors hy, = 1 (on rappelle quun produit vide est égal a 1).
7. On suppose que ag = 1. On définit les suites (H;);>—1 et (F})i>—1 enposant H_ 1 =1, F. 1= f

et pour tout € N
F;_
H; = pged (H (xpd - $> an‘—1> et F;= Hl-l

del;

Montrer que H; = h; pour tout ¢z € N.
8. Ecrire sur votre fichier .sage une fonction DegInter qui en entrée prend un nombre premier
p, un polynoéme sans facteurs carrés f et une liste [ag,...,a;] ou 1 =ag < a3 < --- < a; et en
sortie rend la liste [hg, ..., h;—1] correspondante. On s’efforcera de minimiser le temps de calcul.
On pourra essayer cette fonction sur la suite (2°);cy (en utilisant votre fonction Suite) et les
polynomes f3 = 22+ 2%+ 2 —1, puis f; = 219+ 2 — 1 de F3[x] (cela ne doit prendre que quelques
secondes).
9. a) Pour i € N, on pose a; = 2%, et on considére les h; correspondants. Montrer que h; est
irréductible si et seulement si deg h; € I; (on I; = [[27, 271 — 1]]).

b) Quelle est la liste [[i,degh;] : h; # 1] correspondant au polynéme f3 (resp. fy)? Déduire
de cette liste si DegInter donne la factorisation compléte de f3 (resp. f4) ou non.

Exercice 3 [A propos du théoréme de Rabin-Miller]|

On rappelle I’énoncé de ce théoréme.
Théoréme (Rabin-Miller). Soit n un nombre premier impair. Soit (e, q) € N? le couple d’entiers
tel quen —1 =2 et ¢ =1 mod 2. Soit a un entier premier a n, alors

(i) soit a? =1 mod n,

(i) soit il existe i € [[0,e — 1]] tel que a*¢ = —1 mod n.



On rappelle aussi qu'un entier n est appelé nombre de Carmichael s’il est composé et si pour
tout entier a premier & n, "' = 1 mod n. Nous avons vu qu’un tel nombre est sans facteur
carre.

Soit n un entier impair composé. Pour tout entier a, on note [al,, la classe de @ modulo n. Si a
est un entier qui ne vérifie aucune des condition (i) ou (#¢) du théoréme, on dit que a et [a],, sont
des témoins de non primalité pour n. S’il vérifie I'une de ces conditions, on dit que a et [a], sont
des faux témoins de primalité pour n. Nous allons démontrer le résultat suivant (nous avons vu
un résultat plus fort en cours mais avec une preuve différente, et plus difficile).

Théoréme. Soit M(n) I'ensemble des faux témoins de primalité pour n de Z/nZ. Alors
CardM (n) < @
ol ¢ = card(Z/n7Z)* désigne I'indicatrice d’Euler.
1. Soit F'(n) ={a € (Z/nZ)* : a™ ' =1}.
a) Montrer que F'(n) est un sous-groupe de (Z/nZ)* qui contient M (n).
b) En déduire que si n n’est pas un nombre de Carmichael, alors

CardM (n) < cardF'(n) < @

On suppose maintenant que n est un nombre de Carmichael.
2. Soit [ = {z cl0,¢]] : u=1VYue (Z/nZ)*}.

a) Montrer que e € [ et que 0 & 1.
b) Montrer que sii € I N[[0,e —1]], alors i+ 1 € .

3. Soient | = max{i € [[0,e —1]] : i ¢ [} et G = {u € (Z/nZ)* : u9e {1, 1}} .

a) Montrer que G est un sous-groupe de (Z/nZ)* qui contient M (n).

b) Montrer qu’il existe un diviseur premier p de n et un entier b premier a n tels que b2'a #1
mod p.

c) Montrer qu'il existe un entier ¢ tel que c=b mod p et c=1 mod n/p.
d) Montrer que [c], € (Z/nZ)* \ G. En déduire que

CardM(TL) S CardG S @



