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FEUILLE D’EXERCICES n° 14
Bases de Grobner

Exercice 1 — On cherche a résoudre dans R le systéme

P y+z=1
(S) : {a+y’+z=1
rH+y+2=1

Soient fi = 2> +y+z2—1, fo=ax+y>+z2z—1et f3 = 27y + 2% — 1. Soit
I =< f1, fa, f3 >. On munit Q[xz,y, 2] de l'ordre lexicographique <==., tel que
x >y > z. La base de Grobner réduite de I est alors G' = (g1, 92, g3, g4) oU

g=r+y+2°—1
p=y -y -2tz
2 A 2
g3 =yz"+2°/2 —2°/2
gs =25 — 42" +42° — 2 =22 - 1)?(2* + 22— 1)
Résoudre le systéme (S).
Exercice 2 — On considére R = K[X},...,X,] muni de l'ordre lexicographique

< tel que
X=Xy =X,.

Soit I un idéal de R. Pour tout [ € [1,n], on note [; = K[X;11,..., X,] NI
1) Montrer que [; est un idéal de K[X;11,..., X,]

On veut démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 1. Soit G une base de Grobner de I. Alors Gy = K[X41,..., X,]NG
est une base de Grobner de I.

2) Soit f € I;. Montrer qu’il existe g € G tel que lt(g) divise lt(f). Montrer alors
que lt(g) € K[Xi41,...,X,]. Montrer enfin que g € G;.

3) En déduire que < 1t(];) >C< It(Gy) >.

4) Terminer la démonstration du théoréme.



