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Exercice 1 [Bases de Gröbner et systèmes polynomiaux]

1. Comme on veut faire de l’élimination, on choisit l’ordre lexicographique. On trouve la base
de Gröbner réduite G = (g0, g1, g2) où g0 = X2 + Y 2 − 4, g1 = Y (X + Y 3 + Y 2 − 3Y − 2), et
g3 = Y 2(Y +2)(Y 2−2). Comme on a choisi l’ordre lexicographique, on a vu que G∩Q[Y ] engendre
I ∩Q[Y ]. Ainsi, I ∩Q[Y ] = Y 2(Y + 2)(Y 2 − 2).
2. Le système f1(x, y) = f2(x, y) = 0. est équivalent au système g0(x, y) = g1(x, y) = g2(x, y) = 0.
La factorisation de g2 montre que pour toute solution (x, y), y ∈ {0,−2,
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√

2}. On vérifie que
(2, 0) et (−2, 0) sont solutions telles que y = 0. On continue ainsi et on trouve comme ensemble
de solutions Sol = {(−2, 0), (2, 0), (0,−2), (

√
2,
√

2), (−
√

2,−
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2)}.

Exercice 2 [Test de Pocklington-Lehmer]
1. Voir le fichier sage.
2. Comme n est premier, le groupe ((Z/nZ)∗,×) est cyclique d’ordre n − 1. Soit g un entier tel
que [g]p engendre ce groupe. Alors pour tout nombre premier p divisant n − 1, gn−1 ≡ 1 mod n
et g(n−1)/p 6≡ 1 mod n. Ce dernier fait signifie que n ne divise pas g(n−1)/p − 1, c’est-à-dire que
pgcd(n, g(n−1)/p − 1) = 1 puisque n est premier.

De même, comme F divise n− 1 et F 6= n− 1, gF 6≡ 1 mod n et donc pgcd(n, gF − 1) = 1.
3. a) Soit x = [ap]

(n−1)/pvp
l ∈ (Z/lZ)∗). Alors xpvp = 1 et xpvp−1 6= 1. On en déduit que l’ordre de

x est égal à pvp et donc que pvp divise l − 1 puisque l − 1 = |(Z/lZ)∗|.
b) Soit F l’ensemble des nombres premiers qui divisent F . Donc F =

∏
p∈F p

vp . Comme pour
tout p ∈ F , pvp divise l − 1, F = ppcm{pvp : p ∈ F} divise l − 1.
4. a) Comme [a]n−1l = 1, c’est que l’ordre ω de [a]l divise n− 1. Comme pgcd(aF − 1, n) = 1, l ne
divise pas aF − 1 donc [a]Fl 6= 1, ce qui montre que ω ne divise pas F .

b) Supposons par l’absurde que pgcd(ω, U) 6= 1. Comme FU = n − 1, ω divise FU . donc ω
divise F (puisqu’il est supposé premier à U). C’est absurde d’après la question précédente.

c) Comme t divise ω et ω divise n− 1, on déduit que t divise l − 1.
5. Comme t et F divisent l − 1 et sont premiers entre eux, tF divise l − 1.
6. Comme t divise U , t ≥ B donc

√
n ≤ BF ≤ tF ≤ l − 1 < l. Comme l est le plus petit nombre

premier qui divise n, on en déduit que n = l est premier.
7. Voir le fichier sage.
8. Soit n = 1020 + 207. On calcule F = 2× 32 × 811× 1531 = 22349538. Un autre calcul sur sage
montre que (1532 × F )2 − n > 0. L’entier F vérifie donc bien les hypothèses du théorème et on
peut appliquer TEST2. Ce test montre que n est premier.

Exercice 3 [Facteurs irréductibles des polynômes cyclotomiques dans Fq[X]]

1. 32 ≡ 9 6≡ 1 mod 16 et 34 ≡ 1 mod 16) donc [3]16 est d’ordre 4 : les facteurs irréductibles de
Φ16 sont de degré 4. Il y en a donc ϕ(16)/4 = 2. On vérifie sur sage : dans F3[X],

Φ16 = (X4 +X2 + 2)(X4 + 2X2 + 2)



2. a) α est une racine de f , donc de Φn. Cela veut dire que α est d’ordre n. Comme α ∈ Fq[α]∗,
on en déduit que n divise Card(Fq[α]∗) = qd

′ − 1 donc que qd′ ≡ 1 mod n.
b) Comme d est l’ordre de [q]n, on en déduit que d divise d′.

3. Comme d est l’ordre multipicatif de [q]n, il existe k dans Z tel que qd = 1 + kn, donc

αqd = α1+kn = ααkn = α

puisque αn = 1. Cela montre que α ∈ Fqd et donc Fq[α] ⊂ Fqd . Comme Fq[α] = Fqd′ , on en déduit
que d′ divise d.


