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A la fin de I’épreuve, votre fichier “votre_nomDS.sage” ou “votre_nomDS.sws”
est & envoyer a ’adresse : arnaud. jehanne@u-bordeaux.fr

Exercice 1 — [INTERPOLATION D’HERMITE]
On rappelle que si P est un polynéme de Q[X| de degré d, pour tout a € Q,

d o)
X) =2, P = K )

On cherche a trouver le polynéme P de Q[z] de degré minimal tel que P(1) = —2
P'(1) = =3, P"(1) = 4, P"(1) = 24, P(2) = 2 et P'(2) = 17.

1) Sur votre copie, traduire ces contraintes en termes de probléme de restes
chinois.

Y

2) Résoudre le probléme en utilisant sage (par exemple la commande crt). Sur
votre copie ou votre fichier; écrire la commande utilisée et le résultat obtenu.

Exercice 2 - [APPROXIMANTS DE PADE]
On rappelle I'algorithme d’Euclide étendu appliqué a deux polynémes P et )
de K[X] ou K est un corps commutatif.

Algorithme 1. Algorithme d’Euclide étendu

Entrées: P, Q € K[X]
Sorties: pgcd(P Q) et A, B € K[X] tels que AP + BQ =pgecd(P, Q)
1: A0<—1 BO(—O Ry« P
2: A1<—O, Bl(—]_, R1<—Q
3: 1< 1 {indtialisations}
4: tantque R; # 0 faire
5. (g, Rit1) < quotient et reste de la division de R;_; par R;
6
7
8

Aip1 < A1 — qAi, Biy1 < Biog — qB;
14—1+1
: Retourner le dernier R; non nul ainsi que les A; et B; correspondants

A; B;
Aiy1 Bin
1) On suppose que deg P > deg @. Pour tout i, on note n;, = deg R;. Montrer
que pour tout 7 > 0

On rappelle aussi que pour tout i > 0, A;P + B;Q = R; et = (—1)".

deg Bz = MNgog — N;—1



Soit F' € K[X]~ {0}. On note F = 3" f;X". Soit (m,n) € N2, On appelle
approzimant de Padé de type (m,n) de F un élément (U, V) € K[X]? vérifiant

V#0,degU <metdegV <n
VF —U=WXmn+tl ou W e K[X].

2) Pour k € N, on pose Fj, = Zf:o fiX" (ou f; =0sii> N). Dans lalgorithme 1
appliqué a (X™ 1 F ), on note i le plus petit entier tel que deg R; < m.
Montrer que (R;, B;) est un approximant de Padé de type (m,n) de F.

3) Soient (Uy, Vp) et (U, V) deux approximants de Padé de type (m,n) de F.
Uo
U
b) En déduire que si Wy et W vérifient

‘/()Fm—f—n - M/O)(m—i_n—’—1 - UO
et VE, , — WX™ =1

alors il existe Z € K(X) tel que (U, V,W) = (Uy, Vo, Wy)Z (on pourra démontrer
par 'absurde que les vecteurs (Vo, Wy) et (V, W) de K(X)? sont liés, en s’aidant
éventuellement du rappel sur les systémes de Cramer donné en fin d’énoncé).

¢) Montrer que si (Up, Vp) est égal au (R;, B;) de la question 2, alors Z € K[X].
4) En utilisant la méthode suggérée par la question 2, écrire une fonction Pade de
complexité algébrique en O((m +n + 1)?) qui étant donnés F, m et n calcule un
approximant de Padé (U, V) de type (m,n) de F' (si par exemple FF = X + X2+
3X3 € Q[X], m = 1et n =2, on doit trouver un multiple de (X, —2X? — X +1)).
5) Soit (uy,)nen une suite non nulle d’éléments de K satisfaisant une relation de
récurrence

a) Montrer que deg “//0 <m+ n.

(1) Uptk = Q1 Uptk—1 +* + AUy

ou les a; sont des éléments inconnus de K. On suppose connaitre les 2k premiers

termes de (uy,).
k

N
a) Soient pour N € N les polynomes A = 1 — ZaiXi et Iy = ZuzXl
, —

Montrer qu’il existe un polynome B tel que deg BZ 7<1 k —1 et tel que pzc;ur tout
N,
AFy —B=0 mod XVN*!

b) Soit (U, V) le résultat de Pade(Fyo,_1,k — 1, k). Montrer que V' (0) # 0.

¢) Programmer une fonction Recurrence utilisant Pade qui étant donnée la liste
[ug . .., ugk_1], rend une liste [ay, ..., a] vérifiant (1) (justifier votre réponse).
6) Essayer avec k = 2 et une suite d’entiers commengant par (3,5,8,13), puis
k = 3 et une suite d’entiers commengant par (0,1,1,—2,4,1).



Quelques commandes sage.
On peut définir Q[z] par Qx.<x>=PolynomialRing(QQ)
Soient A et B sont deux polynomes de Q[z] tels que B # 0.
A.quo_rem(B) donne le quotient et le reste de la division de A par B.
A % B donne le reste de la division de A par B.
A[i] est le coefficient de z* dans A.
A.degree() donne le degré de A.
Si u est une liste, len(u) donne la taille de wu.

Rappel sur les systémes de Cramer. Soit

ar+by=e
(2) _
cx+dy=f
un systéme d’équations ou a, b, ¢, d, e, f appartiennent & un corps commutatif L.
Si Z Z # 0, le systéme (2) a une solution unique
e b a e
d c f
r = y =
a b "o b
c d c d




