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Corrigé

Exercice 1 — [INTERPOLATION D’HERMITE]
On rappelle que si P est un polynome de Q[ X| de degré d, pour tout a € Q,

d k
P(X) = Zp(ﬂ(@%
k=0 '

On cherche a trouver un polynéme P de Q[x] de degré inférieur ou égal a 4 tel
que P(1) = =2, P'(1) = =3, P"(1) =4, P"(1) =24, P(2) =2 et P'(2) = 17.

1) Sur votre copie, traduire ces contraintes en termes de probléme de restes
chinois.
Ces contraintes sont équivalentes au systéme de congruences suivant.

—1)? —1)3
S P I C. 5 PG - )
P=2+4+17(x —2)

2) Résoudre le probléme en utilisant sage (par exemple la commande crt). Sur
votre copie ou votre fichier, écrire la commande utilisée et le résultat obtenu.

Voir le fichier.

Exercice 2 - [APPROXIMANTS DE PADE]
On rappelle ici I'algorithme d’Euclide étendu appliqué a deux polynémes F et
G € K[X] ou K est un corps commutatif.

Algorithme 1. Algorithme d’Euclide étendu

Entrées: P, Q € K[X]
Sorties: pged(P,Q) et A, B € K|[X] tels que AP + BQ =pgcd(P, Q)
1: A0<—1, B()(—O, Ry« P
22 A1+ 0,Bi+ 1, R < Q
3: 141 {initialisations}
4: tantque R; # 0 faire

5. (q, Ri+1) < quotient et reste de la division de R;_1 par R;
6:  Aipr < Aic1 — qAi, Biyy < Bio1 — ¢B;
7 14— 1+1

8: Retourner le dernier R; non nul ainsi que les A; et B; correspondants

A; B;

On rappelle que pour tout i > 0, A;P + B;QQ = R; et
A1 Bip

= (-1)\.




1) Pour tout i, on note n; = deg R;. Montrer que pour tout i > 0

deg Bz = MNg — Nj—1

On proceéde par récurrence.
t=1:degB; =degl =0=mng—nyg.
i=2:By=By— @Bl =—qlB, donc deg By = degq; = ny — ny (puisque ¢
est le quotient de Ry par Ry).
Soit ¢ > 2. On suppose que pour j < 4, deg B; = ng—n,;_1. Biy1 = Bi_1 — ¢, B;.
Comme deg B;_; < deg B;, a fortiori, deg B;_; < deg(¢;B;) donc
deg Bi11 = deg(¢;B;) = (ni—1 —n;) + (no —ni—1) =ng — ny
Soit F € K[X]~ {0}. On note F = 3. f;X". Soit (m,n) € N2, On appelle
approzimant de Padé de type (m,n) de F un élément (U, V) € K[X|? vérifiant
V#£0,degU <m etdegV < n
VEF —U=X"""G, on G € K[X].
2) Pour k € N, on pose F, = > f;X? (ou f; = 0 sii > N). Dans l'algorithme I
appliqué a (X™™ 1 F, ..), on note i le plus petit entier tel que deg R; < m.
Montrer que (R;, B;) est un approximant de Padé de type (m,n) de F.
L’hypothése sur ¢ signifie que deg R; < m et degR;,_1 > m + 1, donc n;_; >
m+1. De plus, ng = m+n+1 donc deg B; = ng—n;—1 < m+n+1—(m+1) =n.
Les polynémes R; et B; vérifient bien les contraintes de degrés imposées, ainsi
que Dégalité R; = B;F + A; X™ "+ donc

(1) B;F — R; = —A; X™tt!
3) Soient (Uy, Vo) et (U, V) deux approximants de Padé de type (m,n) de F.
a) Montrer que deg “‘//b [[59‘ <m + n.

Cela vient du fait que deg(UVy) = degU + degVy < m + n et deg(UpyV) =
deg Uy + deg V' < m + n. Donc

deg(UVy — UpV') < max{deg(UVy),deg(UyV)} < m+n
b) En déduire que si

et VFEyp, — X™ W =U
alors il existe Z € K(X) tel que (U, V,W) = Z(Uy, Vo, Wy).
Si (Vo, W) et (V, W) sont linéairement indépendants sur K (X)), alors vi

{ VoFpin — X W, = U

0. On considére le systéme

Voxr + Woy = U,
2) {

Ve+Wy=U



C’est un systéme de déterminant non nul. Il admet donc une unique solution. Or,
on connait déja cette solution : c’est (x,y) = (Fpyn, —X™ 1) donc

Vo Uo
_Xm+n+1: vV u
Vo Wo
VW

C’est absurde puisque deg“‘//b (é)‘ < m + n. On en déduit que (Vp, Wy) et

(V, W) sont liés, c’est-a-dire qu’il existe Z € K(X) tel que (V,W) = Z(V,, Wp)
(puisque (Vg, W) # (0,0)). Donc U = ZU, a cause des égalités (2) et finalement
(U, V.W) = Z(Us, Vo, Wo).

¢) Montrer que si (Uy, Vp) est égal au (R;, B;) de la question 2, alors Z € K[X].
On écrit Z = P/Q ou pged(P,Q) = 1. Alors (U, V,W)Q = (Uy, Vo, Wp)P. On
en déduit que V@ = VoP et WQ = WyP donc @ divise Vy et Wy. Or dans
lalgorithme d’Euclide étendu appliqué & X™™ ! et F,,,,, Vo = B; et Wy = A;

A Bl (—1)". On en déduit

qui sont premiers entre eux d’apres 'égalité
Aiv1 Bin

que Q € K*.

4) Ecrire une fonction Pade de complexité algébrique en O((m + n + 1)) qui
étant donnés F', m et n calcule un approximant de Padé (U, V') de type (m,n) de
F de telle sorte que U soit unitaire (si par exemple F = X + X2 +3X3 m =1
et n = 2, on doit trouver (X, —2X%— X +1)).

Comme l'algorithme d’Euclide est de complexité quadratique, la complexité
algébrique de Pade est bien en O((m +n + 1)?).

5) Soit (u,) une suite satisfaisant une relation de récurrence
(3) Up ik = Q1Unik—1+* + Ay

otl les a; sont des éléments inconnus de K. On suppose connaitre les 2k premiers

termes de (uy,).
k

N
a) Soient pour N € N les polynémes A = 1 — ZaiXi et Fy = Zule
i=1 1=0
Montrer qu’il existe un polynéme B tel que deg B < k — 1 et tel que pour tout
N, AFy — B=0 mod XVt
Faisons le produit AFy en regroupant les puissances de X.

AFy =ug + (uy — ajuo) X + (ug — ajuy — agug) X?

+...
(4) + (Ug—1 — G Up—g — -+ — ak—1uo)Xk71
N—k
- Z(U"Jrk — U Uit — - — apup) X mod XN

n=0



Comme pour tout n, U,sr — AG1Up1p—1 — -+ — axux = 0, on obtient

k-1 i
AFN = ug + Z <uZ — Zaiuj_i) X' mod XN+
=1 =1

b) Soit (U,V) le résultat de Pade(Fy;_1,k — 1,k). Montrer que V(0) # 0.
D’aprés la question 3.c, il existe Z € K[X] tel que A = UV. Comme A(0) = 1,
V(0) # 0.

¢) Programmer une fonction Recurrence utilisant Pade qui étant donnée la liste
[ug . .., usk—_1], rend une liste [ay, ..., a] vérifiant (3) (justifier votre réponse).

On applique Pade & (Fy_1,k — 1, k). On trouve (U, V) tels que degU < k — 1,
degV < ket FV —U = 0 mod X?*. Soient A = V/V(0) et B = U/V(0).
On obtient I'égalité AFby,_; — B = 0 mod X?* et A(0) = 1. On note A =

1—a; X — -+ —apX"*. Dans le cas o N = 2k — 1, la congruence (4) devient
AFQk_l =Ug + (Ul — a1u0)X + (UQ — aituy — G,QUQ)XQ

+ ...

+ (U1 — QU — -+ — ag_qug) XFT
k—1

+ Z(un+k — A Upgp1 — - — apur) X" mod X%
n=0

=B mod X%

On obtient donc que w1 = a1ty g1 + -+ + agu, Vn € [[0, k — 1]].
6) Essayer avec k = 2 et une suite d’entiers commengant par (3,5,8,13), puis
k = 3 et une suite d’entiers commengant par (0,1,1,—2,4,1).

On trouve les relations suivantes : u, 12 = u,+1 + u, (suite de Fibonacci), puis
Up+3 = —Upt2 — Upt1 + 3un.



