Mesures de Patterson-Sullivan
en rang supérieur

J.-F. Quint

Résumé

Soient G un groupe de Lie semi-simple de centre fini et I' un sous-
groupe discret Zariski dense de GG. Nous utilisons ici I'indicateur de
croissance de I'; introduit dans [19], pour construire des analogues des
mesures de Patterson-Sullivan utilisées en R-rang 1.

1 Introduction

Soient GG un groupe de Lie semi-simple de centre fini, K un sous-groupe
compact maximal et I un sous-groupe discret Zariski dense de G.

Soient X l'espace symétrique de G, muni d’'une métrique riemannienne
G-invariante, p le point fixe de K dans X, 0X le bord visuel de X et b :
X x 0X — R la fonction de Buseman avec la normalisation b(p,.) = 0.

1.1 Mesures de Patterson sur 0X

On note 7 'exposant de convergence de la série de Dirichlet

S et (1 R).

yerl’

C’est un réel > 0.

Si G est de R-rang 1, 0X est un espace homogene sous G dans lequel
I' possede un plus petit fermé invariant non vide, appelé ensemble limite de
I'. Dans [16], S.-J. Patterson a construit des probabilités v concentrées sur
I'ensemble limite de I et telles que, pour v dans I, v,v = e 0Py, Dans
[20], D. Sullivan a montré que, si, pour un réel 3, une probabilité v sur 0X
vérifiait v, = e 0Py pour tout v dans I', on avait 8 > 7. Les mesures
de Patterson sont présentes dans de nombreux problemes liés a ’étude des
propriétés asymptotiques de I'.

Dans le cas général, 0X n’est plus un espace homogene des que le R-
rang de G est > 2. Cependant, les G-orbites a 'infini sont compactes. Dans



chacune d’elle, I" possede un plus petit fermé invariant non vide. La réunion
de ces fermés est appelée ensemble limite géométrique de I'. Dans [1], P.
Albuquerque a construit, par un procédé analogue a celui de Patterson, des
probabilités v concentrées sur I’ensemble limite géométrique de I' et telles
que, pour v dans T, v, = e 0Py 11 a montré que, si 'une de ces proba-
bilités était concentrée sur la réunion des orbites réguliere a I'infini, elle était
concentrée sur une seule orbite.

1.2 Mesures de Patterson sur la variété des drapeaux

Nous allons a présent exposer nos résultats : il s’agit d’une généralisation
au rang supérieur des théoremes de Patterson et Sullivan cités ci-dessus, avec
un point de vue légerement différent de celui d’Albuquerque.

Soit a un sous-espace de Cartan de l'algebre de Lie de G tel que p soit
contenu dans le plat maximal stable par expa dans X. On choisit dans a
une chambre de Weyl positive a®™. On dispose alors de la décomposition de
Cartan G = K(expa™)K et de la projection associée p: G — at.

On appelle cone limite de I' et on note [ le cone asymptote a l'en-
semble u(I") dans a. Dans [4, 4], Y. Benoist a montré que I était convexe et
d’intérieur non vide. Intéressons-nous a présent a I’étude de la divergence ex-
ponentielle de 'ensemble x(I"). Fixons un moment une norme ||.|| sur a. Rap-
pelons que, si cette norme est la norme euclidienne provenant de la métrique
riemannienne G-invariante de X, pour tout g dans G, on a d(p, gp) = ||u(g)]]-
Pour tout cone ouvert C de a, on note 7¢ 'exposant de convergence de la série

de Dirichlet :
Z q—tl\u(v)ll (t € R)

vel
u(v)ec

et, pour x dans a, on pose :
Yr(z) = ||z inf 7c,

la borne inférieure étant prise sur ’ensemble des cones ouverts C de a qui
contiennent x. La fonction ¢r ne dépend pas de la norme choisie. On appelle
cette fonction homogene indicateur de croissance de I' : dans notre esprit, il
généralise a la situation de rang supérieur la notion d’exposant de conver-
gence. Dans [19], on montre que cette fonction est concave semi-continue
supérieurement, qu’elle est > —oo exactement sur le cone limite de I' et
qu’elle est positive sur [r et strictement positive en son intérieur.



Soit P la variété des drapeaux de G, c’est-a-dire 'ensemble des sous-
groupes paraboliques minimaux de G. C’est un espace homogene compact
sur lequel K agit transitivement. Les G-orbites régulieres dans X sont G-
isomorphes a P. D’apres [4], " posséde dans P un plus petit fermé invariant
non vide, qu’on appelle ensemble limite de I'. On note P le sous-groupe para-
bolique minimal de G associé au choix de a™. Le groupe P est le stabilisateur
d’un point de &, de P. Soit U le radical unipotent de G. Alors, P = (exp a)U
et on a la décomposition d'Iwasawa G = K P = K (expa)U. Soient g dans G
et £ dans P tel que & = k& avec k dans K. On note o(g, ) 'unique élément
x de a tel que gk € K(expz)U : il ne dépend que de g et de £. L’application
o vérifie la relation de cocycle :

Vg,he G Y, e€P o(gh,§) =oc(g,h&) +a(h,§).

Etant donnée une forme linéaire @ sur a, nous dirons qu’'une probabilité
v sur P est une (I', ¢)-mesure de Patterson si et seulement si, pour v dans I,
on a YV = e~y Dans cet article, nous allons donner dans ce cadre
des généralisations des résultats de Patterson et de Sullivan. Au paragraphe
8.1, nous prouverons :

Théoréme. Soit ¢ une forme linéaire de a. S’il existe une (I', p)-mesure de
Patterson sur P, on a ¢ > Yr.

Au paragraphe 8.2, la concavité de ¥r nous permettra de construire des
mesures de Patterson :

Théoreme. Soit p une forme linéaire de a tangente a Yr en une direction
intérieure a at. Alors, il existe une (T, ¢)-mesure de Patterson sur P.

Enfin, au paragraphe 8.3, nous montrerons comment la concavité de ¥r
permet de se passer de 'hypothese de régularité d’Albuquerque dans son
résultat sur le support des mesures de Patterson. Munissons a de la norme
euclidienne provenant de la métrique riemanienne G-invariante de X. On
aura :

Proposition. Soit v une probabilité sur 0X construite par le procédé de Pat-

terson, comme dans [1]. Soit u le vecteur unitaire porté par lunique direction
Yr(z)

[l
sur l'orbite de lim;_, . (exp tu)p.

de a dans laquelle x — atteint son mazimum. Alors v est concentrée



1.3 Structure des démonstration

Esquissons a présent les idées des démonstrations de nos théoremes. Dans
les deux cas on suit les plans des preuves des théoremes de Patterson et de
Sullivan.

Le premier théoréeme repose sur un analogue du lemme des ombres de
Sullivan. On définit, pour g dans G, une partie B; de P telle que gB; joue
le role de I'ombre de g. En particulier, on démontre un analogue du lemme
des ombres, la proposition 5.4, qui permet de controler la fibre de certains
recouvrement de P par des ombres, au lemme 8.3. Comme, pour une -
mesure de Patterson, on a une estimation de la mesure des ombres, le lemme
8.2, on peut alors conclure en raisonnant comme Sullivan dans [20].

Pour prouver le second théoreme on montre, dans le corollaire 5.2, que si
Vo est la probabilité K-invariante de P, si g est un élément de g tel que p(g)
soit loin des murs de a™, alors la mesure g,1q est proche d’une masse de Dirac.
Par aileurs, si ¢ est une forme linéaire tangente a ¢r en une direction R,z
intérieure & a*, grace a la concavité de 1r, le lemme 8.6 permet de trouver
une fonction F' sur a telle que la série de Dirichlet Zwer g Fe@N=trMI a1t
pour exposant de convergence 0 et que, pour tout cone ouvert C 3 x, la série

S ser g PO ait un exposant de convergence < 0. On forme alors
n(y)¢C
des sommes de Patterson s qu(,}(F))fﬂm(w” nyel“ g~ Fe@) =ty 1o et on

en prend des valeurs d’adhérence en 0 : alors, ne comptent dans ces sommes
que les v tels que u(7y) soit proche de z en direction, ce qui permet alors de
conclure avec des raisonnements analogues a ceux de Patterson dans [16].

1.4 Corps locaux

Comme cela est fait dans [4] et [19], nous démontrerons des analogues
des résultats ci-dessus pour les groupes semi-simples définis sur un corps
valué localement compact. Nous utiliserons les analogues des décomposition
de Cartan et d’Iwasawa pour ces groupes, établis par F. Bruhat et J. Tits
dans [8] et [9]. Nous renvoyons le lecteur a [22], pour un résumé de cette
théorie.

Je tiens a remercier Yves Benoist : ses remarques et suggestions m’ont
aidé tout au long de ’élaboration de ce travail.



2 Propriétés de contraction des endomor-
phismes

Soit K un corps local : K est soit R ou C, soit une extension finie de Q,,
pour un entier premier p, soit le corps des fractions F [[T, 7] de 'anneau
des séries formelles sur le corps fini a g éléments.

Si K est R ou C, on le munit de la valeur absolue usuelle et on pose ¢ = e,
u=e"! et pour tout z # 0 dans K, w(x) = —log|z|.

Si K est non-archimédien, on note O 'anneau de valuation de K, m 1'idéal
maximal de O, k = O/m le corps résiduel de K, ¢ le cardinal de k et u une
uniformisante de K, i.e. un élément de m\m?; on note w la valuation de K
telle que w(u) = 1 et on munit K de la valeur absolue z +— ¢~“®).

Etant donnée une extension algébrique de K, on la munit de l'unique
valeur absolue prolongeant celle de K.

Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout € > 0, pour toute partie Y de
X, on note :

bYie)={x € X|d(z,Y) <e} et B(Y,e) ={z € X|d(x,Y) > ¢}.
Pour toutes parties Y et Z de z, on note :

dY,Z)= inf d(y,z)et o(Y,Z)=supd(y, Z).

(y,2) €Y xZ yeY

Si ¢ est un nombre réel, on note [t] sa partie entiere.

Nous allons montrer ici un certain nombre de résultats d’algebre linéaire
qui seront ensuite réinterprétés dans les groupes réductifs a travers leurs
représentations linéaires.

2.1 Bonnes normes et bonnes sommes directes

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie m. On munit P (V') de la
topologie quotient de celle de V\{0} : c’est un espace topologique compact.
Une norme sur V' est une application ||.|| : V — R, vérifiant les axiomes
usuels :

(i) VoeV |u||=0&v=0.
(it) VAe K YoeV | M| =M.
(i1i) Yo,w eV |v+w| < ||v]| + ||w].
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Si K est R (resp. C), on dit qu'une norme sur V' est une bonne norme
si et seulement si elle est induite par un produit scalaire euclidien (resp. un
produit scalaire hermitien). Si V' est muni d’une bonne norme, on dit qu'une
somme directe V = V; @ V5 est une bonne somme directe si et seulement si
elle est orthogonale pour le produit scalaire.

Si K est non archimédien, on dit qu'une norme sur V est une bonne
norme si et seulement si elle est ultramétrique, c’est-a-dire si et seulement
si, pour tous v,w dans V', on a ||[v 4+ w| < max(||v]|,||w|). Si V est muni
d’une bonne norme, on dit qu'une somme directe V = V; @ V; est une bonne
somme directe si et seulement si, pour tout v = vy + v, dans V', avec v; dans
Vi et vy dans V5, on a :

[0l = max(flvy [}, [lvz])-

Supposons dorénavant V' muni d’une bonne norme. Donnons une ca-
ractérisation des bonnes sommes directes ; ¢’est une généralisation d’un exer-
cice classique de géométrie euclidienne :

Lemme 2.1. Soit V =V} & V5 une somme directe dans V. Elle est bonne si
et seulement si ses projecteurs sont de norme 1.

Démonstration. Soit p le projecteur sur V; parallelement a V5. Si la somme
directe est bonne, on a ||p|| = 1. Réciproquement, supposons que p est de
norme 1.

Supposons que K est R ou C. Soit v dans Vi*. Soit w = v — p(v). Alors
v et w sont orthogonaux et p(v) = v — w. Par conséquent, on a :

2 2
[oll = lp() [l = /[0l + [lw]” = o]

et, donc, ||p(v)]| = ||v||, ou encore w = 0. Il vient V;* C V; et, comme ces
deux espaces ont méme dimension, V- = Vi, ce qu’il fallait démontrer.

Supposons que K est non-archimédien. Remarquons que 1'on a [|[1 — p|| <
max(1, [|p||) < 1. Pour tout v dans V, il vient :

[o]l = llp(v) + (1 = p)(v)[| < max([[p()[[, [[(1 = p)(W)[| < o]

et, donc, ||v|| = max(|[p(v)], |[[(1 —p)(v)||), ce qu’il fallait démontrer. ]



Corollaire 2.2. Soit p un projecteur dans une bonne somme directe. Pour
tout élément g de L(V'), on a :

lgpll = ||9imp]| -

Il existe une unique bonne norme sur A2V telle que, pour toute bonne
somme directe Vi &V, C V 1la somme directe (A2V))®(ViAVR)®(A2V,) C A2V
soit bonne et que, pour v,w dans V, si Kv et Kw sont en bonne somme

directe, on ait ||v A w|| = ||v|| ||w]]. Alors, application
(V\{0})* — R,
oy o2 0
’ [o] fJwl]

factorise a travers une distance sur P (V'), qui y induit sa topologie usuelle.
C’est un résultat classique si K est R ou C. Le cas général est traité dans
[17]. On munira toujours 'espace projectif d’un espace vectoriel bien normé
de cette distance. Si le dual V* de V' est muni de la bonne norme duale de
celle de V', pour tous v # 0 dans P (V') et ¢ # 0 dans P(V*), on a :

oot = |90("U)| _ ul
Ao, 07) = J oo = e

Nous utiliserons :

Lemme 2.3. Soit ¢ > 0. Soient V = V; & V5 une bonne somme directe

et p le projecteur sur Vi parallelement a Vo. Pour tout v dans V\{0} avec
d(Kv,P (V3)) > €, on a [[p(v)]| = e|lv]|.

Démonstration. On peut, bien sur, supposer v ¢ V;. Alors, soient vy et vy les
composantes de v sur V; et V5. On a d(Kv, Kvy) > . Or

_ Al flon Avefl  flud]

d(Kv, Kvy) = = = 7
[olllozll (ol ozl o]l

d’ou le résultat. (I

2.2 Semi-similitudes

Nous étudions ici une classe particuliere d’endomorphismes d’un K-espace
vectoriel bien normé.



On dit qu'un endomorphisme f de V' est une similitude si et seulement
si il existe un réel A > 0 tel que, pour tout v dans V', on ait :

LF)F = Aol

On dit alors que A est le rapport de f. On dit que f est une semi-similitude si
et seulement si il existe une bonne somme directe V=V, @ ... DV} telle que,
pour tout ¢ dans [1, k], f stabilise V; et y induise une similitude de rapport
A;. Dans ce cas, on peut supposer que 'on a :

AL> > A

On a alors, pour tout v dans V', A ||v|| < [[fv]| < Av]|v||. En particulier, A\
est a la fois la norme et le rayon spectral de f.

Si K est R ou C, une semi-similitude est simplement un endomorphisme
normal de V.

Soit f une semi-similitude. D’apres [19], il existe un plus grand sous-
espace vectoriel f-stable ot f induise une similitude de rapport ||f|| : on le
note VfM . I possede un unique supplémentaire f-stable, qu'on note V{". La
somme directe V' = VfM @® V" est bonne. Si VfM est une droite, on dit que f
est proximale.

Remarquons que beaucoup de vecteurs permettent d’estimer la norme
d’une semi-similitude :

Lemme 2.4. Soient f une semi-similitude de V' et € > 0. Pour tout vecteur
non nul v de V, si d (Ko, P (V{")) > e, alors on a || fo]| > || f|| ||v]].

Démonstration. Ecrivons v = v, +v9 avec v; dans VM et vy dans V™. D’apres
f f
le lemme 2.3, on a ||v1]| > ¢||v] et, donc,

Lol = Lfoull = [[fHodll = e [l

Nous nous intéressons a présent a l’action d’une semi-similitude f sur
P (V) quand la norme de f est grande devant les autres rapports de f. Les
résultats que nous démontrons seront utilisés pour la construction de me-
sures de Patterson a la section 8, apres leur réinterprétation dans les groupes
réductifs aux sections 5 et 6.



Lemme 2.5. Soit € > 0. Il existe un réel C' > 1 tel que, pour toute semi-
similitude f dans L(V'), si HfWJ;nH < C7Yfll, alors on a :

fB (B (V") e) (Vi e)
et, si f est proximale, la restriction de fa B (IF’ (me) ,8) est e-lipschitzienne.

Démonstration. Soient f une semi-similitude et v dans V\V}™. Ecrivons v =
v1 + vy avec vy dans VfM et vy dans me. Alors, on a :

el _ vzl el _ [z
7T S AT S T A

d’ou la premiere partie du lemme. De méme, on montre que, si dim VfM =1,
pour tous v, w dans V\V{", on a :

d(Kf(v), Kf(v1)) =

v, P (me))_l,

AR ) Ki(w) < H T

ce qui prouve la seconde partie du lemme.[]

d(Ko,P (Vi) Hd(Kw, P (V")) d(Ko, Kw),

On peut aussi donner une version plus générale du corollaire 2.2 :

Lemme 2.6. Pour tout endomorphisme g de V', pour tout € > 0, il existe un
réel C' > 1 tel que, pour toute semi-similitude f # 0, prozimale dans P (V'),
si tous les rapports de f dans Vi" sont de module < C7HfI, alors, pour
tout v dans V*\{0}, on a :

lg@Ill _ Nlgfll
ol =T =

o)l

< 9T

Démonstration. Pour toute semi-similitude f, notons f l'unique endomor-
phisme de V tel que, pour tout v dans VfM, f(w) = f(v) et que, pour tout v

dans V", f(w)=0;o0na:
-1 o -7

et, d’apres le corollaire 2.2, pour tout endomorphisme g de V,

Hgf

= 1171 || gy

Y

d’ou le résultat.[]



3 Groupes réductifs

Nous introduisons ici le vocabulaire général sur les groupes réductifs que
nous emploierons. Le lecteur trouvera plus de précisions, pour la théorie
générale des groupes réductifs, dans [6] et [14], pour la théorie sur R ou C,
dans [12] et [13] et, pour la théorie sur des corps non-archimédiens, dans [8],
9] et [22].

On fixe un K-groupe réductif connexe G. On note G le groupe de ses
K-points.

3.1 Systeme de racines et chambre de Weyl

Pour tout K-groupe H, on note X(H) le groupe de ses caracteres ration-
nels.

On note r le K-rang de G. On fixe un tore K-déployé maximal A de G et
on note A le groupe de ses K-points. On note Z le centralisateur de A dans
G et Z le groupe de ses K-points. Le groupe X(A) est un groupe abélien libre
de rang r. L’homomorphisme de restriction identifie X(Z) a un sous-groupe
d’indice fini de X(A). On note E* le R-espace vectoriel R ®7 X(A) et E son
dual. Pour tout x dans X(A), on note x“ la forme linéaire associée sur FE.

Soit g l'algebre de Lie de G. Soit X I’ensemble des racines de A dans g.
Alors > est un systeme de racines dans E*. On choisit dans ¥ un systeme
de racines positives X et on note II la base de X associée & ce choix. On
note (wy)aen les poids fondamentaux de II.

On note Et et E*7 les chambres de Weyl positive et strictement positive
de X" dans E. On munit F de lordre associé & E™ : si x et y sont deux
vecteurs de F, on a x > y si et seulement si z — y appartient a E*. Plus
généralement, pour tous x,y dans E, pour tout C' > 0, on note x >¢ y si et
seulement si

Vaell o“(x—y)>—-C.

On note W le groupe de Weyl de X : il s’identifie au quotient du normali-
sateur de A dans G par Z. Pour tout o dans ¥, on note o, € W la réflexion
associée. On note wy le plus long élément de W : ¢’est 'unique élément de
W qui envoie ET sur —E™. On appelle ¢« = —w, 'involution d’opposition de
E*. On note Eg I'unique supplémentaire W-stable de I'espace EY des points
fixes de W dans F.
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Pour tout z dans Z, on note v(z) 'unique vecteur de E tel que, pour tout
x dans X(Z), on ait :
X“(v(2)) = —w(x(2))

L’application v est un homomorphisme de groupes de Z dans E. Si K est R
ou C, l'application v est surjective. Si K est non-archimédien, 'image de v
est un réseau stable par I'action de W dans E. On note Z* = v (ET).

Pour tout « dans ¥, il existe un unique K-sous-groupe unipotent de G
d’algebre de Lie g, @ go, normalisé par A. On le note U, et on note U, le
groupe de ses K-points. 11 existe un isomorphisme de K-groupes de U, /Uy,
sur go. On note my, la dimension de g,. On pose p = [[ s @™

Dorénavant, on considerera tout caractere rationnel de Z comme une
forme linéaire sur E. On fixe une partie X de X(Z) qui engendre (E*)"

On fixe un produit scalaire W-invariant (.,.) sur £. On note ||.|| la norme
euclidienne associée.

3.2 Facettes

On note Py le K-sous-groupe parabolique minimal de G associé au choix
de A et de X7.

Soit @ C II. On note 0° le complémentaire de 6 dans II.

On note

Ey= () kera, Ej = EgNE* et Ef" = Ef\ (U Ej) :
ache TGO

Les (Ej )ocn sont les facettes du cone polyhédral ET.

On note Wy le fixateur de Ey dans W : c¢’est le sous-groupe de W engendré
par les réflexions associées aux éléments de #¢. On note py I'unique projecteur
Wy-invariant de E dans Ep. On note (0) ensemble des éléments de Xt qui
sont sommes d’éléments de 0 et py = Zae (0) Max. Nous aurons a utiliser les
formules :

Lemme 3.1. On a :
p=popg+ poe.

Pour tout x dans E, pour tout y dans Ey, on a :

(po(z) = y) & (Vx € Xoc U{ma|a €0} x(z) = x(y)).

11



Démonstration. Nous utilisons ici librement les résultats de [7, 1.10].

Pour tout w dans W, pour tout a dans ¥, on a my,, = my. Or, si « est
dans IT, on a 0, (X" \{e, 2a}) = ¥7\{a, 2a} et, donc,

Tap = p — 2(My + 2may ) ar.

Il vient, pour tout o dans II,

ou encore :

p=2 Z(ma + 2Miag ) Wa.-
a€ll
Soient alors gg = Idg — pg et pj et ¢; les adjoints de py et de gy. Les
projecteurs pj et g sont orthogonaux et l'on a :

@Ra = ker p; = imqj.

aeche

D’une part, on a :

(@ Ra) = P Rw. @ ()Y,

a€fe a€el

d’ou la seconde formule. D’autre part, les (g;wq)acoe sont exactement les
poids fondamentaux de la base 0° du systeme de racines (6¢) U —(6¢) et I'on
a:
qpp =2 Z(ma + 2M2a)qp@a = poe,
aglhe

¢’est-a-dire la premiere formule. [

On note Ay la composante Zariski connexe de ﬂaEH\@ ker o dans A. Soit
Ly le centralisateur de Ay dans G : c’est un K-groupe réductif connexe. On
note Ly le groupe de ses K-points. On note Py le K-groupe LyPp et Py le
groupe de ses K-points. De méme, on note P} le K-sous-groupe parabolique
de G opposé a Py par rapport a A et P, le groupe de ses K-points.

On note Uy et Uy les radicaux unipotents de Py et de Py et Uy et Uy
les groupes des K-points de Uy et de Uy. On a la décomposition de Levi
Py = LyU,.
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3.3 Représentations de G

Soit (p, V') une représentation rationnelle irréductible de dimension finie
de G.

On appelle poids restreints de p les poids rationnels de la représentation
pia- D’apres [21, 7.2], 'ensemble des poids restreints possede un plus grand
élément y pour 'ordre associé a II sur X. On dit que y est le plus haut poids
restreint de p. Les autres poids restreints sont de la forme y — Y .y nac
avec, pour tout « dans II, n, € N. On note V}j I'espace poids associé & x et
VT T'unique supplémentaire A-stable de Vi .

Soit 6, I'ensemble des o dans IT tels que x — « soit un poids restreint de
p : c’est le plus petit 6 C II tel que PyVjf C Vif. Pour tout z dans Z*, si,
pour tout a dans 6, a(v(z)) >0, alors VI, = Vi et V&, = V.

p(2)
D’apres [21], on a :

Proposition 3.2 (Tits). Il existe une famille de représentations rationnelles
irréductibles (pa, Va)aen de G telles que, pour tout o dans 11, le plus haut
poids restreint xo de (pa, Vo) soit un multiple du poids fondamental associé
a a et que dim V' = 1.

Dorénavant, on fixe une telle famille de représentations. D’apres le lemme
3.1, on a:

Lemme 3.3. Pour tout 6 C II, pour tous x dans E ety dans Ey, on a :

(po(r) = y) & (Vx € Xe U{xala € 0} x(x) = x(y))-

Pour tout « dans II, on note X, la droite V, ,,, et V. son unique supplé-
mentaire A-stable. Tous les poids de A dans V= sont de la forme

NP S

Bell

avec, pour tout 3 dans II, ng € N.

4 Composante de Cartan

Nous rappelons ici la décomposition de Cartan de G, puis nous l'in-
terprétons en termes de représentations linéaires.
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4.1 Décomposition de Cartan

Soit, K un bon sous-groupe compact maximal de G relativement a A, ¢’est
a dire tel que le normalisateur de A dans K contienne des représentants de
tous les éléments de W.

Si K est R ou C, K est 'ensemble des points fixes d’une involution de
Cartan 7 de G telle que, pour tout a dans A, 7(a) = a™'.

On a G = KZ*TK. De plus, pour tous z1, 2 dans Z1, z, appartient &
Kz K si et seulement si v(z1) = v(z2). En particulier, on a kerv = K N Z.
Il existe donc une unique application p : G — E™ telle que, pour tous g1, go
dans G, go appartienne a K¢, K si et seulement si pu(g1) = wp(ge) et que
Hz+ = Vjz+. L’application p est propre. Elle est R-analytique si K est R ou
C et localement constante si K est non-archimédien. Pour tout g dans G, on

a (g™ = u(u(g))-

4.2 Représentations et composante de Cartan

Soit (p, V') une représentation rationnelle irréductible de dimension finie
de G, de plus haut poids restreint y.

Si K est R (resp. C), on peut choisir un produit scalaire (resp. un produit
scalaire hermitien) sur V' pour lequel les éléments de p(K) sont orthogonaux
(resp. unitaires) et ceux de p(A) symétriques (resp. hermitiens). On munit V'
de la norme associée. Les (VK)%X( A) sont en bonne somme directe et, pour
tout z dans Z, pour tout k£ dans X(A), p(z) induit sur V,; une similitude de
rapport e®(*(2)

Si K est non-archimédien, on peut trouver, d’apres [18, 6], une norme ul-
tramétrique K-invariante sur V telle que les (V,{)HGX( A) sont en bonne somme
directe et que, pour tout z dans Z, pour tout £ dans X(A), p(z) induise sur
V,. une similitude de rapport ¢"(*)).

Dans les deux cas, on dira qu’une norme sur V ayant ces propriétés est
(p, A, K)-bonne. Pour une norme (p, A, K)-bonne, les éléments de p(K') sont
des isométries et ceux de p(z) des semi-similitudes. Pour tout ¢g dans G, la
décomposition de Cartan permet donc d’écrire p(g) comme le produit d’'une
isométrie et d'une semi-similitude. En particulier, on a :

lp(g)] = @),

Dorénavant, on munit, pour tout a dans II, V, d’'une norme (p,, A, K)-
bonne et P (V,,) de la distance associée. Rappelons un résultat de Y. Benoist :
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Lemme 4.1 (Benoist, [3, 5.1]). Pour toute partie compacte L de G, il existe
une partie compacte M de E telle que, pour tout g dans G, on ait :

p(LgL) C p(g) + M.

Démonstration. Soit L une partie compacte de G. Soient g dans G et [ et [y
dans L. D’une part, pour tout o dans II, on a :

a7 oa(@) |00 (l) 7 < llpallighs)] < llpat)] 10a(9)] 1pa ()]

d’otl, par conséquent,
Xo(p(9)) = 2max xa (1(17")) < Xa(p(hgla)) < xa(2(9)) + 2max xa(p(l))
et, d’autre part, pour tout y dans X¢, on a :

x(p(lglz)) = x(u(lr)) + x(u(g)) + x(u(l2))

d’ou

x(rllagle)) = x(r(g)] < 2max|x(u(l))] -

Le résultat en découle, d’apres le lemme 3.3. [

4.3 Action dans les représentations

Dorénavant, on fixe, pour tout élément g de G, un élément z, de Z* et
des éléments k, et [, de K tels que g = kgz4l,.

Soit (p, V') une représentation rationnelle irréductible de dimension finie
de G munie d’une norme (p, A, K)-bonne. On munit P (V) de la distance
associée. Rappelons que, pour tout z dans Z7*, si, pour tout a dans 6,
a(v(z)) > 0, p(z) est une semi-similitude avec ijg) =V et Vi, = Vi

Par exemple, si g est un élément de G, pour tout v dans V' tel que p(g)v
appartienne a k,Vj{, on a :

lp(g)oll = llp( lvfl -

Pour tous € > 0 et g dans G, on note :

VY =k Vi et V=1V
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ainsi que :
B, =B (P(V)),e).
Pour o dans II, on notera Vaj‘/f}, Vet B, pour VM VT et BS

Si K est R ou C et si, pour tout o dans 6, a(u(g)) > 0, VMp et V' n
dépendent pas des k, et [, choisis.
En appliquant le lemme 2.4 aux représentations de G, on obtient :

Lemme 4.2. Soit (p, V) une représentation rationnelle irréductible de di-
mension finie de G munie d’une norme (p, A, K)-bonne. Pour tous 0 < e <
1, pour tout g dans G,

v e V\{0} (Kve B;,) = (lgvl > < llog)l IIv]).

Démonstration. Comme K agit par isométries sur V', il suffit de démontrer
ce résultat quand g est dans ZT. Alors, p(g) est une semi-similitude et Vi
est contenu dans V7. Le résultat est alors une conséquence du lemme 2.4.00

Du lemme 2.5, on déduit tout de suite :

Lemme 4.3. Pour tout € > 0, il existe C' > 0 tel que, pour tout g dans G,
si, pour tout o dans 8,, a(u(g)) > C, alors

9B, C bV e)

P9’

et, si dim Vi{ = 1, la restriction de g B; , est e-lipschitzienne.

g

Démonstration. C’est une conséquence du fait que les éléments de p(Z) sont
des semi-similitudes et ceux de p(K) des isométries de V' et du lemme 2.5.0]

5 Variétés drapeaux
Nous définissons ici les variété drapeaux : c¢’est sur ces espaces que nous

allons construire des mesures de Patterson. Nous démontrons aussi notre
généralisation du lemme des ombres.
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5.1 Sous-groupes paraboliques

Soit & C II. On note Py 'ensemble des K-sous-groupes paraboliques
conjugués a Py de G. L’application

G — 7)9
g gPog™"

identifie Py et G/ Py : on peut ainsi voir Py comme une variété K-analytique.
Comme l'action de K sur Py est transitive, cette variété analytique est com-
pacte. On note vy I'unique probabilité borélienne K-invariante de Py.

On note &y le sous-groupe Py vu comme un point de Py et Q, la sous-
variété fermée Py\ P)'&y = Pp\ P&y de Po.

Pour tout « dans 0, GX, est une sous-variété K-analytique fermée de
P (V,). En particulier, le G-entrelacement

Po— [[P(Va)

ael

qui, a un sous-groupe parabolique de type 6, associe la famille de ses uniques
points fixes dans les V,,, a € 6, est une immersion fermée. Il identifie &,
avec (Xo)aco €t Qp avec le complémentaire de l'intersection de son image et
de [[,co (P (Vo) \P (V). Pour tout & dans Py, on note (£,)acs son image
par cette application. On munit Py de la distance induite par la distance
produit de [ [, P (Vi). Alors, K agit par isométries et G par transformations
lipschitziennes sur Py.

Soit g dans G. Alors g est f-proximal si et seulement si il possede un
point fixe attracteur dans Py. On note alors 537 , ce point fixe : il sidentifie a

+
(Va,mg)) et

Soit L C Py une partie bornée. L’ensemble |, ,+ 27 Lz est encore borné.
De méme, si L C Py est une partie bornée, 'ensemble J, . ,+ 2Lz~ est encore
borné. Pour tout £ > 0, on pose :

By ={(ePyNaeb &, € BP(VS),e)}

Il existe une partie compacte L de P telle que Bj C Lé&.
Pour tous g dans G et € > 0, on note

o = koS et By, = 1" Bj.

On a une généralisation du lemme 4.3 :
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Lemme 5.1. Pour tout € > 0, il existe C' > 0 tel que, pour tout g dans G,
si, pour tout o dans 0, a(u(g)) > C, alors

9B, C b(&".€)

€

0.y €St e-lipschitzienne.

et la restriction de g a B
Démonstration. C’est une conséquence du lemme 4.3, appliqué simultané-
ment aux représentations (pa, Va)acg ou bien, plus simplement, du fait qu’il
existe une partie compacte L de P avec By C L&y.[J

Pour tout ensemble X et pour tout z dans X, on note d, la mesure de
Dirac en z. Si X un espace topologique compact, on identifie ’ensemble des
mesures de Radon de X, M(X), et le dual topologique de 1’espace vectoriel
des fonctions continues sur X. En particulier, on munit cet ensemble de sa
topologie duale faible : c¢’est la topologie la moins fine sur M(X) rendant
continues les évaluations en les fonctions continues. L’ensemble des mesures
de probabilité sur X est alors une partie compacte de M(X). Du lemme,
précédent, on déduit ce corollaire qui nous sera utile pour la construction de
mesures de Patterson au paragraphe 8.2 :

Corollaire 5.2. Soit v une probabilité borélienne sur Py telle que, pour tout

g dans G, v(gQ, ) = 0. Alors,

gV — 5561)\/1 0.

9 mingeg a(u(g))—oo

5.2 Un lemme des ombres

Soit toujours 6 C II. Pour tout C' > 0, on note
Ef ={z € EfVa € alr)<C}

et Z§ = v 1(EY).

Dans [1, 3.5], P. Albuquerque démontrait une généralisation du lemme des
ombres de Sullivan. Le lemme suivant est la contraposée de ce résultat : a
partir d’une information sur les actions d’un élément k£ de K et d’un élément
z de Z sur une variété drapeau, il permet de controler la distance entre z et

kz.
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Lemme 5.3. Pour tout C > 0 et pour toute partie compacte L de Py, il
existe une partie compacte M de G telle que, pour tout z dans Z§ , pour tout
k dans K,

(k& € 2L&) = (2 'kz € M) .

Démonstration. Donnons-nous C' et L comme dans I’énoncé. On peut suppo-
ser que, pour tout z dans Z+, zLz"' C L.

Pour tout z dans Z* et pour tout p dans L, choisissons k(z,p) dans
K et q(z,p) dans Py tels que zp = k(z,p)q(z,p), i.e. k(z,p)q(z,p) est une
décomposition d’'Iwasawa de zp.

Pour z dans Z* et p dans L, on a : q(z,p)z~ ' = k(z,p) t2pz~! € KL et,
donc, la partie de P

L' ={qz,p)z" iz € Z",pe L}
est bornée. Par conséquent,

L' ={z"q(z,p)lze Z*,peL}Cc | »'L'»

z2€Z+
est bornée. Or, pour tout z dans Z*, pour tout p dans L,
2 k(z,p)z = 2 (2palz,p) )z = p(a(z,p) 7t € LL)
Par ailleurs, ’ensemble

L" = U 2 Ky

ZGZGC

est borné.
Soient alors k dans K et z dans Z$ tels que k& € zL&y. Ecrivons k& =
zpé&y avec p dans L. On a :

k& = k(z,p)&
i.e. k € k(z,p) Ky et, donc,

2 kz € (27 k(2,p)2) (27 Kpz) € L(L") L.
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Nous en déduisons une nouvelle version généralisée du lemme des ombres,
qui nous permettra de controler la fibre de certains recouvrement des variétés
drapeaux au paragraphe 8.1 :

Proposition 5.4. Pour tout ¢ > 0, il existe une partie compacte M de G
telle que, pour tout & dans Py, si & = k& avec k dans K, pour tout g dans
G, on ait :

(Ee€gB;,) = (g€ (kLek™") M).

Si K est R et si G est de R-rang 1, I’énoncé signifie que, si 'ombre d’un
élément g de G contient un point ¢ du bord a linfini de G/K, gK est a
distance bornée du rayon géodésique d’extrémité & issu de K.

Nous aurons a utiliser :

Lemme 5.5. Pour tous g,h dans G, on a :
(98 = h&o) & (3m € My gmén = hén) -
Démonstration. Soient g et h dans G tels que g& = h&y. Ecrivons
9 'h=kp

avec k dans K et p dans Pr. Alors, k appartient a Ky et, donc, il existe m
dans My et u dans Uy tels que k = mu. Il vient :

gmé&n = hém.
Il

Démonstration de la proposition 5.4. Soit € > 0. Soit M une partie compacte
de Py telle que I'on ait :
Bg C Mé&y.

D’apres le lemme 5.5, pour tous k& dans K et z dans Z*, on a :
(kép € 2Bg) = (3m € My  kmény € zM&n).

D’apres le lemme 5.3, il existe une partie compacte M’ de G, telle que, pour
tous k dans K et z dans ZT, on ait :

(kén € zMén) = (2 'kz € M').
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Soient alors & = k&y dans Py, avec k dans K, et g dans GG ; supposons que
I'on a :
§€ygBy,
Il vient :
k& € ]{ngng
ou encore :

kg_lk‘fg € z,B;.

Par conséquent, il existe un élément m de My tel que

k;lkmgn € zgMén.

On a alors :
2k, kmzg € M
d’ou
g tkmz, € KM’
Il vient :
g €kmzy (M) 'K C (kLek™ K (M) ' K.
]

6 Cocycle de Buseman

La décomposition d’Iwasawa permet de définir un cocycle a valeurs vecto-
rielles sur P qui jouera dans la suite le role tenu en rang 1 par la fonction de
Buseman. Nous interprétons ce cocycle en termes de représentations linéaires
et nous faisons le lien avec la composante de Cartan.

6.1 Décomposition d’Iwasawa

On a la décomposition d’'Iwasawa G = KZUy. Plus précisément, pour
tous z1, 2o dans Z, zy appartient a KzUy si et seulement si v(z1) = v(29).

Soient g dans G et & dans Pry. Soit k dans K tel que £ = k&pp. Si gk = lzu
avec [ dans K, z dans Z et u dans Uy, on pose oq(g,&) = v(z). Il ne dépend
que de g et de £. L’application oy ainsi construite est R-analytique si K est
R ou C et localement constante si K est non-archimédien.
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Lemme 6.1. Pour tout 8 C 11, ’application py o oy factorise a travers une
application :
G x P@ — Eg.

On note oy cette application.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tous z dans Z, u dans Uy et
m dans Mp on a :

polon(zu, mén)) = po(v(2))-

Soient donc z dans Z, u dans Up et m dans M. Il existe v’ dans Ha€<gc> U,

et u” dans Uy tels que u = v/v”. Comme U, est distingué dans Py, on a

m~'u"m € Uy. On a alors :
zum = (zu'm)(m™u""m)

et, donc, pg(omn(zu, mén)) est exactement la composante sur Ey de la décom-
position d’Iwasawa de zu'm dans Lyg. Comme Ay est la composante K-
déployée maximale du centre connexe du K-groupe réductif connexe Ly, il
ne dépend pas de m, ce qu’il fallait démontrer. []

Lemme 6.2. Pour tout 0 C 11, l'application og vérifie la relation de cocycle :
Vg,h e G V¢ € Py ay(gh, &) = ao(g, h) + aa(h, §).

On appelle gy le f-cocycle de Buseman. Le lien avec le cocycle géométrique
sera expliqué a la section 8.3.

Démonstration. 11 suffit clairement de démontrer cette relation pour 6 = II
et & = &pp. Soient alors g, h dans G et z,t dans Z avec

on(g, hén) = v(z) et on(h,&n) = v(t).

On a:
h € KtUy et g € KhzUgh™.

Il vient, par conséquent,
g € KtUpzUph™' C KtzUph™*

ou encore
gh € KtzUp,

ce qu’il fallait démontrer.[]
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Le lemme suivant permet d’établir un lien entre ce cocycle et les mesures
sur Py. Il ne sera pas utilisé dans la suite du texte.

Lemme 6.3. Soit 0 C II. Pour tout g dans G, la mesure g,vy est absolument
continue par rapport a vy et, pour tout & dans Py, on a :

dg.vy (&) = qu(ve(g‘l,ﬁ))‘

dV@

Démonstration. Si 0 = 11, le résultat est la conséquence de la formule d’inté-
gration pour la décomposition d'Iwasawa (cf. [13, 1.5.1] si K est R ou C et
22, 3.3.1] et [15, 5.3.10] si K est non-archimédien).

Soit donc @ C II. Soit mp : Pn — Pp, la surjection canonique. On a
Tpvn = V. Réciproquement, soit vg, la probabilité Ky-invariante sur Pyép.
Pour tout § dans Py, si & = k&, avec k dans K, notons v¢ la probabilité
k.vg, : elle ne dépend pas de k; c’est la probabilité kKyk™!-invariante sur
7,1 (€). Alors, pour toute fonction ¢ € C°(Pr), on a :

o ¢dvn = /Pe (/Pn qﬁdl/g) duy(€).

Soient g dans G et ¢ une fonction dans C°(P,). On a :

od(g.vs) = / 6 o 7o (gum)

Po Pn

= [ o(me(n))g o D dpy ()
P

:/739 (&) </7>n q_P(UH(Qlan))dyg(n>) avale).

I1 suffit donc de montrer que, pour tous g dans G et £ dans Py, on a :

/ q—p(ﬂn(gfl,n))dyé(n) — q—p(ae(g’l,é))'
Pn

On peut bien sur supposer, dans cette derniere formule, que & = &. Mais
alors, comme on peut multiplier g a droite par un élément de K et a gauche
par un élément de Uy, il suffit de montrer que, pour tout [ dans Ly, on a :

/ g P )y () = g0,
Poén

23



Soit donc [ dans Ly. Pour tout n dans Pyéy, on a :

polon(l™',n)) = ao(l™", &)

et, donc, d’apres le lemme 3.1,

p(ou(l™,n)) = p(oe(I™", &) + poc(ou(l™",n)).
11 vient :
/ g )y () = gPlrol ) / g e ().
Pyén Pyén

Or, comme Fyé est la variété des K-sous-groupes paraboliques minimaux
du K-groupe réductif connexe Ly et que v¢, est sa probabilité My-invariante,

on a :
—pgc (o -1
/ g e (om(l ,n))d,jge(n) :/ d(lave,) =1,
Poéry Pyém

ce qu’il fallait démontrer. [

6.2 Représentations et cocycle de Buseman

Comme pour la composante de Cartan, on peut estimer le cocycle de
Buseman grace aux représentations de G :

Lemme 6.4. Soit g dans G.

(i) Soit (p, V') une représentation rationnelle irréductible de dimension
finie de G de plus haut poids restreint x munie d’une norme (p, A, K)-
bonne. Alors, pour tout & dans Pr, si W est le plus petit sous-espace
vectoriel non nul de V' stable par le sous-groupe parabolique associé a
& ona:

gv o
Vv € W\{0} H||U||H = gx(on(9),

(i1) Soient § C 11 et o € O Alors, pour tout § dans Py, si X est 'unique
droite de V,, stable par le sous-groupe parabolique associé a &, on a :

gu o
v € X\{0} HIIvIIH s
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Démonstration. Démontrons la premiere assertion, la seconde en est une
conséquence.

Soient ¢ dans Ppy et k dans K tels que & = k&pp. Soit W le plus petit sous-
espace vectoriel non nul de V' stable par le sous-groupe parabolique associé
a ¢ Alors, on a W = kV;f. Soient [ dans K, z dans Z et u dans Uy tels que
gk =lzu : on a on(g,&) = v(z). Soit alors v dans W. On a :

lgoll = [lgk (~"v) |
= [tz (k7 0)]]

=[]z (k") |
— qx(V(Z)) kalvu
_ qx(crn(g,ﬁ)) ||v|| ’

ce qu’il fallait démontrer.[]

On peut alors estimer oy en beaucoup de points de Py. Nous utiliserons
ce résultat au paragraphe 8.1 pour estimer la valeur de la mesure des ombres
pour les mesures de Patterson.

Lemme 6.5. Pour tout 0 < ¢ < 1, il existe k > 0 tel que, pour tout 6 dans
I, pour tout g dans G, pour tout § dans B ,, on ait :

loa(g,€) — po(u(9))ll < k.

Démonstration. D’apres les lemmes 3.3 et 6.4, c’est 'application aux représen-
tations (pa, Va)aco du lemme 4.2.7

Grace au lemme 2.6, on a une seconde relation entre le cocycle de Buse-
man et la composante de Cartan. Elle sera utilisée pour la construction des
mesures de Patterson, au paragraphe 8.2.

Lemme 6.6. Pour tout g dans G, on a :

po(ulgh) — u(h)) — o9 (9,655 0.

mingeg a(p(h))—o0

Ce résultat sera utilisé, en particulier, pour la construction de mesures de
Patterson. C’est un analogue de la définition de la fonction de Buseman en
K-rang 1.
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Démonstration. Pour tout x dans X¢, pour tous g, h dans G et pour tout &
dans P, on a :

x(u(gh) — u(h)) = x(u(g)) = x(ou(g,§)).

Par ailleurs, d’apres les lemmes 2.6 et 6.4, pour tous g dans G et ¢ > 0, il
existe C' > 0, tel que, pour tout h dans G, si, pour tout « dans 0, a(p(h)) >
C, alors on a, pour tout « dans 6,

1 < grelnom—nm—o(s84)) < 1 4 ¢

d’ou le résultat, d’apres le lemme 3.3. [

7 Sous-groupes discrets

Nous rappelons ici une partie des résultats de [4], [5] et [19].

7.1 Cone limite, ensemble limite

Soit P C E. On appelle cone asymptote a P ’ensemble des vecteurs x
dans E pour lesquels il existe une suite de vecteurs (x,),eny dans P et une
suite de réels positifs (¢,),en tendant vers 0 telles que t,x, —— x.

n

—00
Soit I' un sous-groupe Zariski dense de G. On appelle cone limite de I et
on note [r le cone asymptote a 'ensemble p(T).

Théoréme 7.1 (Benoist, [4]). Le cone Ir est conveze et, si K est R, son
intersection avec Eg est d’intérieur non vide dans Fg. L’ensemble (L") reste
a distance bornée de lr.

On appelle type de I' et on note O 'unique partie 6 de IT telle que Ir C E,
et que [r N E;Jr # (). Si K est R, 6 = II. L’ensemble 6 est stable par ¢ et,
si I est discret, Op # (.

Soit 6 C 6p. On appelle ensemble limite de I' dans Py et on note Agr
I’ensemble des points & de Py pour lesquels il existe une suite d’éléments
(Vn)nen de T telle que

(,YTL)*VQ m 55
On note Ar pour Ap.r. On a :

Théoréme 7.2 (Benoist, [4, 3.6], Guivarc’h [11, 2.5]). Pour tout 6 inclus
dans Or, Uensemble Agr est un fermé Zariski dense de Py. C’est le plus petit
fermé I'-stable non vide de Py.
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7.2 Indicateur de croissance

Soit v une mesure de Radon sur E. Soit /N, une norme sur E. Pour tout
cone ouvert C de E, on note 7¢ I'exposant de convergence de I'intégrale de
Dirichlet :

/c—fN Jdv(z) (€ R)

et, pour x dans E, on pose :
¥, (x) = N(x)inf 7¢,

la borne inférieure étant prise sur I’ensemble des cones ouverts C de E qui
contiennent z. La fonction ¢, ne dépend pas de la norme choisie. On I’appelle
indicateur de croissance de v.

Pour toute norme N sur E, I'intégrale de Dirichlet :

/ —tN(@ dy( ) (te€R)
E
a pour exposant de convergence

sup ().

zeE
N(z)=1

Plus précisément, d’apres [19, 5.2 :

Proposition 7.3. Soit 6 : E — R une fonction homogéne et continue.
Si, pour tout x dans E\{0}, 0(z) > 1, (x), alors on a :

/E e N@dy(z) < oo.

S’il existe un x dans E\{0} tel que 0(x) < ¢,(x), alors on a :

/E“V Jdv(z) = 0.

Corollaire 7.4. Soit 8 : E — R une fonction homogene et continue. On a

%91/ = % +0.

Enfin, on a :
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Lemme 7.5. Soient v et v/ des mesures de Radon sur E. S’il existe une
partie compacte M de E et un réel w > 0 tels que, pour tout borélien B de
E, V' (B) <wv(B+ M), alors 1, < 1b,.

SiI' est un sous-groupe fermé de GG, on note v 'image par p d’'une mesure
de Haar de G et ¢r la fonction loLzbyr. On sait calculer cette fonction pour
gq
les sous-groupes de Levi :

Lemme 7.6. Pour tout 0 C 11, on a ¢, = pge.

Dans le cas des sous-groupes discrets, on a le théoreme suivant, qui est
prouvé dans [19] :

Théoreme 7.7. Soit I un sous-groupe discret Zariski dense de G. La fonc-
tion Yr est majorée par p. Elle est concave et semi-continue supérieurement.
L’ensemble

{z € ElYr(r) > —oc}

est exactement le cone limite de I'. De plus, Yr est positive sur le cone limite
de ' et strictement positive sur son intérieur relatif.

8 Mesures de Patterson de I

Soit I' un sous-groupe de G. Soient # C II et ¢ une forme linéaire sur
Ey. On dit qu'une probabilité borélienne v sur Py est une (I, p)-mesure de
Patterson si et seulement si 'action de I' sur Py est absolument continue par
rapport a v et si, pour tout v dans I', pour tout & dans Py, on a :

dy,v
dv

Par exemple, d’apres le lemme 6.3 pour tout  C II, la probabilité vy est
une (G, pjg, )-mesure de Patterson.

Dans cette section, on fixe dorénavant un sous-groupe discret Zariski
dense I' de G.

Nous relions les mesures de Patterson a la fonction ¢¥r comme dans la
situation de K-rang 1. Nous commengons par montrer un analogue de la mi-
noration de D. Sullivan dans [20], par une méthode semblable, a 'aide de
notre seconde généralisation du lemme des ombres, la proposition 5.4. Grace
a la concavité de ¥r, nous généralisons ensuite la construction de S.-J. Patter-
son dans [16]. Enfin, nous généralisons le théoreme de P. Albuquerque dans
[1] sur le support des mesures qu’il construit par un procédé géométrique.

(&) = q—so(oe(v‘lé))'
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8.1 Mesures de Patterson et enveloppe concave de ¢r

Soit @ C II. Nous pouvons relier les mesures de Patterson et la fonction

Yr
Théoréme 8.1. Soit ¢ une forme linéaire sur Ey et v une (T, p)-mesure de
Patterson sur Py. Alors, on a :

Yr < @ © pg + poe.

Remarquons, que vy est une (G, pg, )-mesure de Patterson et que I'on a,
d’apres les lemmes 7.6 et 3.1, )¢ = p = p o pg + poe.

Comme dans [20], le principe de la démonstration est d’estimer la “mesure
des ombres”, ce que nous ferons a l'aide, en particulier, du corollaire 6.5,
puis de controler les fibres de recouvrements de Py par ces mémes ombres,
en utilisant la proposition 5.4.

Lemme 8.2. Soit ¢ une forme linéaire sur Ey et v une (I, )-mesure de
Patterson. Alors il existe n > 0 ayant la propriété suivante : pour tout 0 <
e <mn, il existe c > 1 tel que, pour tout v dans I, on ait :

L metmateon) < (4 B;.) < cq oottt
; < ) <

Démonstration. Soit S le support de v. L’ensemble S est une partie I'-
invariante non vide de Py. Comme I est Zariski dense dans G, S est Zariski
dense dans Py. En particulier, pour tout £ dans K, on a :

v(Pp\kQy) >0
et, donc, il existe des réels n > 0 et 0 < ¢ < 1 tels que, pour tout g dans G,
v(B(9Q0,1m)) > c.

Soit alors 0 < € < 7. D’apres le corollaire 6.5, il existe un réel x > 0 tel
que, pour tout g dans G avec, pour tout  dans Bj , on ait :

loo(g,€) — po(pe(g))|l < k-

Soit v dans I" tel que, pour tout « dans 6, a(pu(y)) > 0. On a :

v (055,) = [ O

0,y
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et donc,
cq el g=ewo) < 4 (73577) < gilell g=ewo (k)

]

Choisissons une mesure de Haar gy sur Ly. La proposition 5.4 permet de
majorer la fibre des recouvrements de Py par des “ombres” :

Lemme 8.3. Pour tout € > 0, il existe une partie compacte M de E et un
réel w > 0 tels que, pour tout & dans Py, pour toute partie B de E, on ait :

card {7y € I'|u(y) € Bet { € vB5., b < wlp09)(B+ M).

Démonstration. Soit ¢ > 0. D’apres la proposition 5.4, il existe un partie
compacte L de G telle que, pour tout & dans Py, si & = k&g avec k dans K,
pour tout g dans G, on ait :

(EegB;,) = (g€ (kLek™") M).

Le résultat est alors une conséquence du caractere discret de I' et du lemme
4.1. O

Nous pouvons a présent conclure :

Démonstration du théoréeme 8.1. D’apres le lemme 8.2, il existe € > 0 et
¢ > 1 tels que, pour tout v dans I', on ait :

q—so(pe(u(v))) < cv (7357) )

D’apres le lemme 8.3, il existe une partie compacte M de E et un réel w > 0
tels que, pour tout & dans Py, pour toute partie B de F, on ait :

card {7 €T |u(y) € B et € € vB5,,} < w(p.00)(B + M).

Or, comme v(Py) = 1, pour toute partie de B de E, on a :

Z v (yBgﬂ) < sup card {7 el ’,u(v) €Bet e 735’7}
vyel §€Py
p(v)EB
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et, donc,

vyel
w(v)EB

D’apres le corollaire 7.4 et le lemme 7.5, il vient :
1

Yr §¢0P9+1
ogq

w#* 06

Or, d’apres le lemme, on a : ¢, ,, = (log q)pge, d’ott le résultat. O

8.2 Existence de mesures de Patterson

Soit ¢ : E — R U {—o00} une fonction homogene concave semi-continue
supérieurement et x un vecteur non nul de E. On dit qu’une forme linéaire
¢ de E est tangente a 1) en x si et seulement si p > 1) et si p(x) = (x). Six
est un point intérieur du support de v, il existe des formes linéaires tangentes
a1 en x.

La concavité de ¢r nous permet de généraliser la construction de S.-J.
Patterson dans [16] et de P. Albuquerque dans [1] :

Théoréme 8.4. Soit p dans Ej. une forme linéaire tangente a r en une
direction de E;’;’. Alors il existe sur Py. une (I',)-mesure de Patterson
concentrée sur Ar.

L’idée de la démonstration est de choisir 2 dans Ej ™ tel que ¢r(z) = ¢(x)
est de prendre une valeur d’adhérence en 0 de la famille de mesures :

1 — F ()l
— — q Ay 124%4 ’Y*VG
(Zwepq F) el 7; r

ou F est une fonction homogene strictement convexe > ¢ telle que F(x) =
(z), de sorte que, puisque ¢r est concave, les v € I' qui jouent un role dans
la sommation sont ceux pour lesquels p(7y) est proche de x en direction.

Pour rendre les séries divergentes en leur exposant critique, nous utilise-
rons, toujours comme Patterson,

t>0

Lemme 8.5. Soit v une mesure de Radon sur R, , d’exposant de convergence
7 € R. Alors, il existe une fonction croissante h : Ry — R ayant les
Propriétés suivantes :
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(i) on a
/]R+ h(s)e ™ dv(s) = oc.

(i1) pour tout € > 0, il existe sg > 0 tel que, pour toust > 0 et s > sg,
l'on ait :

h(t + s) < e h(s).

En particulier, la mesure de Radon hv est d’exposant de convergence T.

Démonstration. Choisissons une suite (g,),en de réels > 0, tendant vers 0
en décroissant. Nous allons construire par récurrence une suite strictement
croissante de réels (s, )nen avec so = 0 et une fonction h : Ry — R? telle que,
pour tout n dans N, le logarithme de h soit affine de pente &, sur [s,, Sy11]
et que

/ h(s)e ™ dv(s) > 1.
[5n75n+1[

Une telle fonction vérifiera clairement les conclusions du lemme.

Soit donc n dans N et supposons construits s < ... < s, et h : [sg, s,] —
R* comme ci-dessus. Soit A, : [s,,00[— R* la fonction logarithmiquement
affine de pente ¢, telle que h,(s,) = h(s,). Comme

/ e T3y (s) = oo,
R4

/ hp(s)e”™dv(s) = oo
[8"7 [

et, dongc, il existe un réel s,,1 > s, tel que 'on ait :

on a :

/ hn(s)e” ™ dv(s) > 1.
[sn73n+1[

On pose alors, pour tout s dans |s,, Su+1], h(s) = h,(s) et la construction
peut se poursuivre par récurrence.[]

Le lemme suivant nous permettra de trouver les fonctions F' dont il a été
question ci-dessus :
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Lemme 8.6. Soient x un vecteur non nul de E et ¢ une forme linéaire sur
E. Alors il existe une fonction F : E — R continue, homogéne strictement
convexe et C* en dehors de 0 telle que F' > ¢ et que F(x) = ().

Démonstration. 11 suffit de démontrer ce résultat quand ¢ = 0. Alors, choi-
sissons un produit scalaire (.,.) sur F et notons N la norme associée. La
fonction N est continue, homogene strictement convexe et C* en dehors de
0. Pour tout y dans E, on a, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Par conséquent, la fonction N — < Ng(”x), > convient.[]

Nous utiliserons encore :

Lemme 8.7. Soit F : E — R une fonction homogene continue et C* en
dehors de 0. Soient N une norme sur E et M une partie compacte de E.

(i) Pour tout € > 0, il existe un réel a > 0 tel que, pour tout x dans E
avec N(x) > a et pour tout y dans M, on ait :

|F(z +y) - Flz) - dF(z)(y)| <e.

(i1) 1l existe un réel k > 0 tel que, pour tout x dans E et pour tout y
dans M, on ait :
|F(z+y) — F(z)| <&

Démonstration. Comme F' est homogene, pour tout x # 0 dans E et pour
tout ¢ # 0 dans R, on a dF'(tx) = dF(x). La premiere partie résulte alors de
I'uniforme continuité de dF sur la sphere de E. La seconde partie résulte de
la seconde et du fait que dF est uniformément bornée sur E\{0}. O

Nous pouvons a présent démontrer le théoreme d’existence :
Démonstration du théoréeme 8.4. On prolonge ¢ a E tout entier en posant
¢(z) = 0 pour tout z dans Ej-, de fagon a ce que ¢ o pg. = ¢.

Soit 2 dans E; " tel que p(x) = ¢r(x). Choisissons, comme dans le lemme
8.6, une fonction F': E — R continue, homogene strictement convexe, C* en
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dehors de 0 telle que F' > ¢ et que F'(z) = ¢(z). Comme, d’apres le théoreme
7.7, Yr est concave, pour tout y dans E\R x, on a :

Yr(y) < F(y).

En particulier, d’apres les corollaires 7.3, la série de Dirichlet
Z g FuOD=teOl (¢ e R)

vel’

a pour exposant de convergence 0 et, pour tout cone ouvert C de E contenant
x, la série de Dirichlet

Z g FHoD=teOl (¢ e R)

yel’
r(v)¢c

a un exposant de convergence < 0.
En appliquant alors le lemme 8.5 a la mesure de Radon sur R

-F
> EOy0,
yel’
on peut trouver une fonction croissante h : R, — R telle que
> h(lu() g = oo

~vel

et que, pour tout € > 0, il existe sy > 0 tel que, pour tous £t > 0 et s > s,
I'on ait :
Wt +s) < ¢*'h(s).

Bien stir, quand > ¢ ") = o0, on prendra h = 1.
Notons, pour tout ¢t > 0,

d(t) = Z h(|| ()| g~ FEeN sl

vyerl

Pour tout cone ouvert C dans E contenant x, on a :

1
— h —F(p()=tlu0) ;
5 2 Mk 0

n(v)gc
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et, pour tout @ > 0, on a :

1

) h([|(y)[[)g~ FHED =IO —, o,
Q(t) 'YXEI; t—0
le()]I<a

En particulier, comme x appartient & E; ", pour tout C' >0, on a :

1

—F(p(y)—tlpO)
~yel
Ja€lr a(p(y))<C
Soit, pour tout ¢t > 0, v; la probabilité sur Py, :
1 )=t
vy = @Zh(ﬂﬂ( e~ H v
vyer
Soit vy dans I'. Montrons que l'on a :
e p—
En effet, on a, pour tout ¢ > 0,
—1
(Yo)ats = 1 Z A (0 ’V)H)q—«F(u(vglv))HHu(vo ) |D—(F ) +luM))
o) 2z Al

Al () D g —F(u(y)— tHu(v)II%VeF_

D’apreés le lemme 4.1, la quantité ||4(vg ') — p(7)|| est bornée uniformément
en v € T. Ainsi, d’apres le lemme 8.7, les quantités F(u(y,'7y)) — F(u(y)) et
|70 )| = ll#(7)]| sont bornée uniformément en ~ € T'. De méme, on a :

h(|| (v ) ||)

1.
h(llpNI) oo
Par conséquent :
1 1
_ —(F(u(vg )= F(u(7))) —F(p(y)—tlp)ll
(70)-v4 0 ;q 0 h(lle()1)g el
2l
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Pour la méme raison, d’apres le lemme 8.7, on a :

F(u(vg ') = F(u(y) — dF (u(7)) (u(vg ') — () —— 0

Y00

d’ou
(Yo Zq—dF M ((vy ') —1))

h(ll(y) g ¢y, v — 0.

Mais alors, comme on peut effectuer la somme sur des cones ouverts aussi
petits que 'on veut contenant x et que dF(z) = ¢ = @ o py,., il vient :

(por (45 1) =) =l
()<t — Zq rlo hlle(n)lDa™ Yop = 0.

D’apres le lemme 6.6 et le corollaire 5.2, on a :

Por (10 ) = (7)) = o6 (0 - €0 0

ming egp a(p(y))—o0

et
0.

)
TeVor T O, mingeqp. a(u(y))—o0

On en déduit :

1 —_ o *1761\/1
(Y0)+vt — @;q #(7or (50" 800) (| () ) g~ F D) 10gyr —>0
Y

ou encore :

1 - -1 _
(o) st — @q w(oon (7o ,.))Zh(Hu(ﬁy)H)q F(pu(y)—tllply |I5 e —>t_>0 0.

vyel

De méme, on montre :

1 _ .
v, — 0 Z h(|| () ) g~ F oD tHu(”/)ll(ggM —0.

(I)( or,y t—0
vyel

On a donc bien :

(70) 14 —q_(p(agr(wo_l”))yt t—0 0.

Le théoreme en découle, puisque toutes les valeurs d’adhérence de (1)~
quand t — 0 sont des (I', ¢)-mesures de Patterson, concentréees sur l'en-
semble limite de I" par construction. []
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On a prouvé, dans la démonstration :

Corollaire 8.8. L’ensemble limite Ar est exactement l'ensemble des valeurs
d’adhérence de

(&' el VYaed au()=>C}

quand C' — oo.

Ce résultat pourrait, bien sur, se démontrer directement, pour tout sous-
groupe Zariski dense de G.

8.3 Support des mesures de Patterson

Nous supposons ici que G est semi-simple.

Si K est R ou C, on note X l'espace symétrique de G et x le point fixe de
K dans X. On identifie E et I'unique plat maximal de X stable par A par
I'unique application qui, pour tout z dans Z envoie v(z) sur zz. On munit
X de la métrique riemannienne G-invariante associée au produit scalaire W -
invariant de F.

Si K est non-archimédien, on note X lI'immeuble de G et z le point fixe
de K dans X. Le point z est un sommet spécial de toutes les chambres de
X qui le contiennent. On identifie £ et 'unique appartement de X stable
par A par I'unique application affine qui, pour tout z dans Z, envoie v(z)
sur zz. On munit X de la distance G-invariante associée au produit scalaire
W-invariant de E.

On note 0X le bord visuel de X. L’espace X U dX est compact. L’ap-
plication qui, & un vecteur non nul u de E*, associe Glimy_ o tu C 90X
induit une bijection entre ’ensemble des directions de ET et les G-orbites
dans 0X. Pour tout ) # 6 C II, pour tout u dans E; ", il existe un unique
G-homéomorphisme ¢, de Py dans la G-orbite de lim;_ ., tu : il envoie & sur
limy o tu (cf. [10, 2.17] dans le cas ou K est R ou C).

Soit b : X x 0X — R, la fonction de Buseman, avec la normalisation
b(x,.) =0.

Lemme 8.9. Soient ) # 0 C II et u un vecteur unitaire de E,*. Pour tout
g dans G et pour tout & dans Py, on a :

b(gx, du(€)) = (u,00 (974,€)) -
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Démonstration. Remarquons que, si K est non-archimédien, ’ensemble v/(Z2)
est un réseau de F et que Ej est engendré par son intersection avec ce réseau.
En particulier, par continuité, il suffit de démontrer cette formule quand la
demi-droite R¥ u rencontre v(2).

Soient alors g dans G et & dans Py. Soit k£ dans K tel que £ = k&. On a
(cf. 2, 11.2.5]) :

bla, 6,(€)) = lim (d(ga, k(tu) — 1)
Soit z dans Z tel que v(z) appartienne a R* w. Il vient :
by, 6u(€) = lim (dlge, b2"s) — d(z. k2"0)
= tim (g™ k") ~ k"))
= lim (u, p(g™"k2") — p(kz")),

la derniere égalité étant une conséquence du lemme 4.1 et du lemme 8.7
appliqué a la fonction F' = ||.||. Par conséquent, comme py est le projecteur
orthogonal sur Ejy,

g, 6,(€)) = lim (u,py(u(a™ k=") — p(k=")).
On a bien, d’apres le lemme 6.6,

b(gz, du(€)) = (u,00(g~", ))-

Notons 7 'exposant de convergence Tﬁ'” et supposons, pour simplifier, que

l'on a :
Z q—THM(v)II — 0.

yel

Proposition 8.10. Soit u l’'unique vecteur unitaire de lp tel que

¢F(U) = Sglp ¢r(v)-
Jell=1

Soit v une valeur d’adhérence en T de la famille de probabilités sur X U0X :

1 t
- - =t §
=t Z 9 W) '
(Z'ye]—‘ q tor

yel’
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Alors v est concentrée sur la G-orbite associée a u dans 0X et elle y induit
une (u,.)-mesure de Patterson.

Ce résultat avait été établi par P. Albuquerque dans [1, 1] sous 1'hy-
pothese supplémentaire que les valeurs d’adhérence de cette famille de me-
sures n’étaient pas concentrées sur I’ensemble des points singuliers de 0.X,
c’est-a-dire sur la réunion des G-orbites associées a des vecteurs unitaires u
de ET\E*T.

On pourrait, bien stir, se passer de I’hypothese de divergence de la série
de Poincaré en employant une fonction A comme dans le lemme 8.5.

Démonstration. Comme Ewer ¢TI = 50, la mesure v est concentrée sur
0X. Le raisonnement usuel de [16] et de [20], analogue a celui fait dans la
démonstration du théoreme 8.4, montre que, pour tout v dans I, on a

Vil = e~ )y,

D’apres le lemme 8.9, il suffit donc de montrer que la mesure v est concent-
rée sur une seule G-orbite. D’apres le théoreme 7.7, la fonction ¢r est concave
et, donc, il existe un unique vecteur unitaire u dans I tel que

¢F(U) = Slellp ¢F(U)-
Jell=1

Par conséquent, d’apres le corollaire 7.3, pour tout cone ouvert C de E conte-

nant u, on a :
S er q—tllu(w)H
() ¢C 0
zwer g el e

Donc, pour tout cone C de ce type,

vl U euPe) | =0

veB* Jlu]|=1
vgC

ce qu’il fallait démontrer.[]
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