Groupes convexes cocompacts
en rang supérieur

J.-F. Quint

Résumé

Nous exhibons une obstruction a la généralisation aux groupes de
Lie semi-simples de rang supérieur de la notion de sous-groupe discret
convexe cocompact.

1 Introduction

Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple.

Si G est de R-rang 1, il est, a un revétement pres, la composante neutre
du groupe des isométries d'une variété riemannienne X simplement connexe
a courbure strictement négative pincée. Soit I' un sous-groupe discret de G
qui soit non élémentaire, c’est-a-dire qui ne stabilise pas de partie finie dans
le compactifié géométrique X U 0X de X. On dit alors que I' est convexe
cocompact si et seulement si ’ensemble conservatif du flot géodésique de
[\ X est compact. Cette définition générale est donnée dans [9]. La termino-
logie provient du fait que, si X est H", pour un certain n > 2, c’est-a-dire
si G est localement isomorphe a SOg(1,n), I' est convexe cocompact si et
seulement si 'enveloppe convexe dans X de son ensemble limite dans 0.X est
['-cocompacte.

Dans cet article, nous exhibons une obstruction a la généralisation naive
de cette notion au rang supérieur.

Donnons-nous donc un sous-groupe discret Zariski dense I' de G. Si P
est la variété des drapeaux de G, c¢’est-a-dire la frontiere de Fiirstenberg de
G, d’apres un théoreme de Y. Guivarc’h, généralisé par Y. Benoist dans [1,
3.6], T possede dans P un plus petit fermé invariant non vide. On 'appelle
ensemble limite de I" et on le note Ar. Soient A I'exponentielle d'un sous-
espace de Cartan de 'algebre de Lie de GG, Z son centralisateur dans G et M
le plus grand sous-groupe compact de Z, de sorte que Z = M A. Le groupe G
possede une unique orbite ouverte dans P x P : c’est 'ensemble des couples
de drapeaux en position générale. Le stabilisateur d'un tel couple dans G est



conjugué a Z. Choisissons une fois pour toutes un tel couple (£,7) fixé par
Z et identifions, via I'application orbitale g — ¢(&, 1), 'ensemble des couples
de drapeaux en position générale a G/Z : si G est de R-rang 1, il s’agit de la
paramétrisation de Hopf de '’ensemble des géodésiques orientées de 1’espace
symétrique de G.

La trace sur G/Z de l'ensemble Ar x Ar est non-vide. C’est un fermé
[-invariant de G/Z. On lui associe un fermé A-invariant Er dans ['\G/M.
Si AT et A" sont les chambres de Weyl fermée et ouverte de A associée
au choix de ¢, il résulte d’un résultat de Y. Benoist dans [1, 3.6] que Er est
'adhérence de I'ensemble des points fixes des éléments de AT+ dans I'\G/M.

Si G est de R-rang 1, 'ensemble I'\G/M est le fibré unitaire tangent
de Torbifold quotient de l'espace symétrique de G par I', 'action de A*T+
y induit le flot géodésique et '’ensemble FEr est 'adhérence de la réunion
de I’ensemble des géodésiques fermées. Par définition, le groupe I' est alors
convexe cocompact si et seulement si Fr est compact. Dans ce cas, la classe
des groupes convexes cocompacts est beaucoup plus grande que celle des
sous-groupes cocompacts. Hélas, en rang supérieur, la situation ou FEr est
compact ne produit pas beaucoup de nouveaux exemples. Plus précisément,
le résultat principal de cet article s’énonce :

Théoreme. Soit I' un sous-groupe discret Zariski dense de G tel que
Er soit compact. Alors, il ewviste des sous-groupes distingués connezes
Go, G, ...,Gq de G et des sous-groupes discrets Zariski denses I'g,I'y, ..., Iy
de Go, G, ...,Gq ayant les propriétés suivantes :

(1) les Go, Gy, ..., G, sont deux a deux distincts et on a la décomposition
en presque produit G = GoGy ... Gy,

(ii) Ty est un réseau cocompact de Gy.

(11i) pour tout 1 < i < q, G; est R-simple de R-rang 1 et T'; est un
sous-groupe conveze cocompact de G;.

(iv) T' est comensurable au produit T'yI'y ... T,.

Nous prouverons également un analogue de ce théoreme sur le corps Q,,
pour tout entier premier p. Je tiens a remercier D. Ferte dont les questions
m’ont permis d’en améliorer notamment la formulation.

La démonstration proprement dite de ce résultat sera donnée a la section
4. Elle passe par une étude de ’ensemble limite du groupe I'. Cette étude
utilise une propriété technique des variétés de drapeaux qui est démontrée a



la section 3, en utilisant un résultat préliminaire, dont la preuve occupe la
section 2.

Apres la rédaction de cet article, j'ai appris l'existence de résultats an-
terieurs proches par B. Kleiner et B. Leeb, qui ont eu I'amabilité de me
communiquer leur intéressante prépublication [6], ou ils étudient les stabili-
sateurs des parties convexes des espaces symétriques de rang supérieur. Bien
que différant beaucoup dans leur formulation, nos résultats sont a peu pres
équivalents, a ceci pres que Kleiner et Leeb étendent certains des leurs au
cas ou les sous-groupes discrets qu’ils considerent ne sont pas Zariski denses
mais seulement d’adhérence de Zariski réductive. En particulier, I’énoncé [6,
Theorem 3.1], qui me semble étre le point clef de leur article, est a rapprocher
de la proposition 3.1, autour de lasquelle s’articule le notre. A la section 5,
nous expliquerons rapidement les liens entre nos travaux et ceux de Kleiner
et Leeb. Je remercie F. Paulin de m’avoir fait remarquer ces liens.

La lettre K désigne le corps R des nombres réels ou le corps Q, des
nombres p-adiques pour un certain entier premier p. Dans tout l'article, on
note G un K-groupe semi-simple et G le groupe de ses K-points. Nous utili-
serons le vocabulaire de la théorie générale des groupes affines semi-simples
développé dans [2].

2 Une propriété de rang 1

Nous démontrons ici un résultat préliminaire qui sera utilisé a la section
suivante.

Soient P l'ensemble des K-sous-groupes paraboliques minimaux de G.
Dans ce paragraphe, on suppose que G est K-simple de K-rang 1. Nous
allons montrer la

Proposition 2.1. Soit A un fermé Zariski dense de P. On suppose que, pour
tout point £ de A, le groupe des éléments unipotents u de G tels que ué = &
et u(A) = A agit transitivement sur A\{&}. Alors A =P.

Remarque 2.1. Ce résultat est faux si I'on suppose que K est un corps
local quelconque (penser a P}, C P).



Démonstration. Soit I" le stabilisateur de A dans G : il agit transitivement sur
A. Soit H la composante neutre de I'adhérence de Zariski de I'. Comme H(K)
contient des éléments unipotents, H n’est pas anisotrope. Soit @ C P l'en-
semble des K-sous-groupes paraboliques minimaux de H. Pour tout élément
unipotent non trivial v de I', 'unique point fixe de u dans P appartient a
Q. Comme, par hypothese, tout point de A est le point fixe d'un élément
unipotent non trivial de I', on a A C ©. Comme A est Zariski dense, il vient
Q =P et, donc, H = G. En d’autres termes, I' est Zariski dense dans G.

Comme A est fermé, I' est fermé pour la topologie analytique. Comme K
est R ou Q,, pour un entier premier p, d’apres [3, § 8, TH. 2], I" est un sous-
groupe K-analytique de G. Soit h son algebre de Lie : comme I' est Zariski
dense dans G, h est un idéal de I'algebre de Lie de G qui est simple et, donc,
I' est ouvert ou discret dans G.

Montrons que I' n’est pas discret. Comme A est infini, il possede un point
non isolé 7 (et donc tout point de A est non isolé). Soient £ dans A, £ # 7,
et (1,) une suite d’éléments de A\{{, n} convergeant vers 7. Pour tout n, on
note u, 'unique élément unipotent de G' qui fixe & et tel que u,n = n, : il
appartient a I'. La suite (u,,) tend vers e par valeurs différentes de e et, donc,
I' n’est pas discret.

Le groupe I' est ouvert dans G. Si K est R, il contient la composante
neutre de GG, qui agit transitivement sur P, et la proposition en découle.

Dans le cas général, donnons-nous un point ¢ de A. Remarquons que
A = T¢ est ouvert dans P. Comme & est non isolé, il existe une suite (u,)
d’éléments unipotents de I' fixant & et tels que u,, —— oo dans G. Alors,

n—oo

pour tout n dans P, on a u,n —— & et, en particulier, pour n suffisament
n—oo

grand, u,n appartient a A. Comme u,, est dans I',  appartient a A. Il vient

A=P. O

3 Une propriété de rang > 2

Dans cette section, on établit un énoncé technique concernant certaines
parties des variétés de drapeaux qui, appliqué aux ensembles limites des
groupes que nous avons a étudier, sera 'argument clef conduisant a la dé-
monstration de notre théoreme principal.

On dit que deux drapeaux £ et 1) sont en position générale si et seulement
si 'intersection des sous-groupes paraboliques associés est le centralisateur
d'un K-tore déployé maximal de G, qu’on notera alors Z ,y. On dit sinon
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qu’ils sont en position spéciale. Si G est de K-rang 1, deux drapeaux sont en
position générale si et seulement s’ils sont différents.

Notons Z C P x P l'ensemble des couples de drapeaux en position
générale : c’est 'unique G-orbite ouverte dans P x P. Soit ({,n) € Z. On
appelle W-orbite de (£,7) I'ensemble (fini) des points fixes de Z ) dans Z.
On dit qu’'une partie F' de Z est W-stable si et seulement si elle contient la
W-orbite de chacun de ses points. On dit qu’'une partie A de P est W-stable
si et seulement si 'ensemble (A x A) N Z est W-stable. Notons que cette
notion est vide si G est de K-rang 1.

Dans cette section, nous démontrons la

Proposition 3.1. Soient Gq le produit des facteurs de K-rang > 2 de G
et Gi,..., Gy les facteurs K-simples de K-rang 1 de G. Pour 0 < i < ¢,
soit P; la variété des drapeauz de G;, de sorte que P s’identifie au produit
Po x P1 x ... x P,. Alors, si A est une partie fermée W-stable et Zariski
dense de P, il existe des parties (fermées et Zariski denses) Ay, ..., A, de
Pi,..., Py telles que l'on ait :

A=Py x Ay x ... x A,

La démonstration de cette proposition nécessite ’emploi du vocabulaire
des décompositions de Bruhat de G. Pour le lecteur ne souhaitant pas s’im-
merger dans cet univers technique, nous commencgons donc par traiter rapi-
dement les cas ou G est SL3 ou Sp,.

Démonstration dans le cas ou G est SLs. Ici, 'espace P est 'ensemble des
couples (P, D) ou P est un point de P% et D une droite contenant P. Deux
drapeaux (Py, D) et (P, Ds) sont en position générale si et seulement si on
a Py & Dyet Py¢ Dy,

La donnée de deux drapeaux en position générale détermine six drapeaux :
dans la figure 1, on a représenté deux drapeaux en position générale (les deux
points noirs sur les deux lignes pleines) ; le fixateur de ces deux drapeaux dans
SL3(K) stabilise la ligne en pointillés et le point ajouré. Il fixe donc les six
drapeaux qu’on peut construire avec ces trois droites et ces trois points. Une
partie A de P est W-stable si et seulement si, pour tous &,7n en position
générale dans A, les six drapeaux associés appartiennent a A.

Donnons-nous donc A une partie fermée, Zariski dense et WW-stable de P
et montrons que A = P. Notons II (resp. A) la projection de A sur I’ensemble
des points (resp. des droites) de PZ. On vérifie sans peine que la W-stabilité
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F1G. 1 — Drapeaux en position générale et W-orbite dans SL3(K)

de A se traduit par le fait que la droite engendrée par deux points distincts
de IT appartient a A et que le point d’intersection de deux droites distinctes
de A appartient a II. En particulier, si D est une droite de A et P un point
de I, la projection sur D issue de P envoie IT\{P} sur [IN D et, donc, [IN D
est Zariski dense dans D. De méme, I’ensemble des droites de A passant par
P est Zariski dense dans I’ensemble des droites de PZ passant par P.

Soit D dans A. Nous allons montrer que D C II. Par dualité, on aura aussi
que toute droite passant par un point de II appartient a A : la proposition
découle clairement de ces deux faits. Pour ce faire, nous allons montrer que
DNII vérifie les hypotheses de la proposition 2.1. Soient P, P, P, dans DNII,
avec P # Py et P # P,. Donnons nous deux droites distinctes de A, Dy et
D,, passant par P et différentes de D. Enfin, choisissons un point P; # P
dans Dy N1I, et notons Py (resp. Ps) le point d’intersection de (P P3) (resp.
de (P,Ps3)) avec Dy. On pourra se réferer a la figure 2.

Définissons une transformation de D. Soit Fy un point de D. La droite
(PyPy) coupe Dy en un point Bj. La droite (F;Ps) coupe D en un point . La
transformation Py — P est clairement une homographie de D. Elle envoie
Py sur P, et on vérifie que P est son unique point fixe. Par conséquent, cette
homographie est unipotente. La partie DNII de D vérifie bien les hypotheses



Fia. 2 — Construction d’unipotents dans SL3(K)



de la proposition 2.1, ce qu’il fallait démontrer. [
Passons a une situation un peu plus compliquée :

Démonstration dans le cas ot G est Sp,. L’espace K* étant muni de sa
forme symplectique standard, I’espace P est I’ensemble des couples (P, D)
olt P est un point de P¥ et D une droite contenant P et provenant d’un plan
vectoriel totalement isotrope de K*. Dans les figures, on dessinera aussi le
plan projectif provenant de 'orthogonal P+ de P dans K*. Deux drapeaux
(Py, Dy) et (P, Dy) sont en position générale si et seulement si P et P, ne
sont pas orthogonaux et si Dy et Dy ne sont pas coplanaires. Leur W-orbite
consiste alors en les huit drapeaux représentés sur la figure 3.

Donnons-nous encore une partie A fermée, Zariski dense et W -stable de P
et montrons que A = P. Notons toujours I et A les projections de A sur I'en-
semble des points de P¥ et sur I'ensemble des droites de P3 qui proviennent
de plans vectoriels totalement isotropes de K*. Comme A est W-stable, si
P est un point de II et D une droite de A ne contenant pas P, le point
d’intersection de D et du plan P+ appartient a II et la droite joignant P & ce
point appartient a A. A nouveau, on en déduit en particulier que ’ensemble
des droites de A passant par P est Zariski dense dans I’ensemble des droites
de P+ passant par P et que 'ensemble des points de D appartenant & II est
Zariski dense dans D.

Soit D dans A. Nous allons encore prouver que ’on a D C II en montrant
que DNII vérifie les hypotheses de la proposition 2.1. Soient donc P # Py, Py
dans D N1I et choisissons deux droites distinctes Dy et Dy de A passant par
P (et donc contenues dans P1) et différentes de D. Fixons un point P # P
sur Dy N II. Soit a présent une droite de A passant par P3 et différente de
D : elle rencontre Pj- en un point P de IT qui n’appartient pas a Pt et est a
la fois orthogonal a P3 et a P;. De méme, construisons un point P5 de II qui
n’appartienne pas & Pt et soit & la fois orthogonal & P; et & P,. Enfin, notons
Dy (resp. Ds) la droite de A joignant P; (resp. Ps) au point d’intersection
de son orthogonal et de Dy. Cette situation est représentée par la figure 4.

Définissons a nouveau une transformation de D. Soit Fy un point de D.
Notons P} le point d’intersection du plan P;- et de la droite Dy, P} celui de
(P))* et de Dy, P celui de (PY)* et de Djs et, enfin, P} celui de (PJ")* et
de D. Alors 'homographie Py — Pj” de D envoie P, sur P, et possede P
commme unique point fixe. Elle est donc unipotente. Comme précédemment,
la partie DNII de D vérifie les hypotheses de la proposition 2.1, ce qui prouve



F1a. 3 — Drapeaux en position générale et W-orbite dans Sp,(K)



F1a. 4 — Construction d'unipotents dans Sp,(K)
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bien que 'on a D C II.

Un raisonnement analogue permet de montrer que, pour tout point P de
I1, toute les droites de P+ passant par P appartiennent a A. Le résultat en
découle clairement. [

Venons-en au cas général. Il s’agit d’effectuer des constructions analogues
a celles que 'on vient de faire dans la variété des drapeaux d’un groupe
quelconque. Pour ce faire, introduisons quelques notions liées a 'existence de
décompositions de Bruhat de G, démontrée dans [2].

Notons une fois pour toutes II I’ensemble des faces maximales dune
chambre de Weyl de G et ¢ : II — II I'involution d’opposition de II. Soit
6 C II. Pour £ dans P, notons Pg I'unique K-sous-groupe parabolique de G
de type 6 contenant le fixateur P, de £ (avec la convention P? =G) et Ug

le radical unipotent de Pg. Pour (£,7n) dans Z, notons L((’g , lintersection

de Pg et de P%(e) : ¢’est un sous-groupe de Levi de Pg et de P%(e). Les deux

orbites Pg(K)é et P%(e) (K)n s’identifient a la variété des drapeaux de L?ﬁ,n)'

En d’autres termes, il existe une unique bijection L?5 ") (K)-équivariante entre

ces deux ensembles. On note pf(n) I'uique point de PZ(K)¢ associé a n par
cette bijection.

Exemple 3.1. Décrivons ces bijections équivariantes dans les cas déja
traités.

Si G est SLs, étant donnés un point P et une droite D de P% avec P ¢ D,
I’application étudiée envoie une droite passant par P sur son point d’inter-
section avec D.

Si G est Spy, dont I'involution d’opposition est triviale, on considere deux
familles d’applications. D’une part, étant donnés deux points Py et P, de P¥,
provenant de droites non orthogonales dans K%, on s’intéresse & I'applica-
tion qui, a une droite projective D, passant par P; et provenant d’un plan
totalement isotrope de K* (c’est-a-dire contenue dans le plan projectif Pi
orthogonal a P), associe la droite projective passant par P, et par le point
d’intersection de D et de P;-. D’autre part, étant données deux droites non
sécantes D; et Dy de P%, provenant toujours de plans totalement isotropes,
on considere I'application qui, a un point P de D;, associe le point d’inter-
section de Pt et de Ds.

Par la suite, nous utiliserons les propriétés suivantes de cette construc-
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tion :
Lemme 3.2. Soient § dans P et 0 C 1I. Notons Z¢ l’ensemble des points de
P en position générale avec &.
(i) Pour tout 6 C I, l'application pg est un morphisme algébrique sur-
jectif de Z¢ sur Uorbite ouverte de UZ(K) dans P(K)E.

i) Pour tout n dans Ze¢, le point p? appartient a la W-orbite de
U ¢ N

(&,m).

i) Pour tous n dans Z¢ et ¢ dans P2(K)E, n et ¢ sont en position

¢ 3

générale si et seulement si pg (n) et ¢, vus comme des points de la variété

des drapeaux du K-groupe réductif Pg/Ug, sont en position générale.

w) Pour tous 01,1y dans Z¢, siu est l'unique élément de UY(K) tel que

1 3 3
uP%@uil = P%(QG), pour tout ¢ dans P%(le) (K)m, on a :

POpL(¢) = uC.

Démonstration. Le premier point résulte de la décomposition de Bruhat de G.
Comme on a Z ) C L?g ;) le deuxieme est une conséquence de la L?g o (K)-

équivariance de la bijection construite plus haut entre les ensembles Pg(K){
et P%(G)(K)n.

Montrons le troisieme point. Notons 7 = pg(n). Alors, pour ¢ dans
P(K)¢, ona PcNP, C P‘zﬂP%(G) = PgﬂP%(e) = L?&n)' Or, par construction,
onaP,N L?&n) =P.N L?&n)' Il vient donc P, NP, =P, NP.N L?&n), d’olt

le résultat.

Démontrons le dernier point. L’existence et 1'unicité de u résultent tou-
jours de la décomposition de Bruhat et l'on a uL((’g m)u*1 = L?5 ) €t
wP(K)ny) = P (K)n,. Par définition des applications, on a donc, pour
¢ dans PO (K)n, ) ) )

pg(uo = UPg(C) = pg(C),
cette derniere égalité résultant du fait que u est dans Ug(K). Le résultat en
découle. [

Déduisons-en une premiere propriété des ensembles W-stables.

Lemme 3.3. Soient A C P une partie fermée W -stable et Zariski dense, &
dans A et 0 C II. Alors l’ensemble A N Pg(K){, vu comme une partie de la
variété des drapeauz de Pg/Ue, est une partie Zariski dense et W -stable.
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Démonstration. Comme, d’apres le lemme 3.2, 'application
pe : Z¢ — PE(K)E

est réguliere et envoie A N Z¢ dans A N PY(K)E, Iensemble A N PE(K)E est
Zariski dense dans PZ(K)E.

Intéressons-nous a la W-stabilité. Donnons-nous 1 dans A N Pg(K){ qui
soit en position générale avec & dans Pg(K)§ , c’est-a-dire tel que l'inter-
section des sous-groupes paraboliques minimaux associés a & et a n dans
G, quotientée par Ug, soit le centralisateur d’un tore déployé maximal de
Pg / Ug. Il s’agit de construire un drapeau 7 de A, en position générale avec
§, tel que n soit un point fixe du groupe Z ;) : en effet, alors, I'image de
Z ;) dans Pg / Ug sera le centralisateur du tore déployé maximal de Pg / Ug
associé a £ et a n et ses points fixes dans Pg(K)g appartiendront bien a A.
Donnons-nous donc ¢ dans A qui soit en position générale a la fois avec &£
et avec 1. D’apres le lemme 3.2, le point 7 = pz(e)(n) appartient a A. Or,
comme £ et 1 sont en position générale comme points de la variété des dra-
peaux de Pg /U, pz(e) (&) et T sont en position générale comme points de la

variété des drapeaux de PLC(G) / Ué(e) et, donc, d’apres le lemme 3.2, £ et 7 sont
en position générale dans P. Par construction, on a n = pg(T) et, donc, a
nouveau d’apres le lemme 3.2, n appartient a la W-orbite de (£, 7), ce qu’il
fallait démontrer.[]

Admettons alors temporairement la proposition 3.1 dans un cas particu-
lier :

Lemme 3.4. Supposons que G est K-simple et de K-rang 2. Soit A C P une
partie fermée W -stable et Zariski dense. Alors A = P.

Montrons que le cas général en découle :

Démonstration de la proposition 3.1. Soient G; et Go deux K-sous-groupes
distingués connexes de G, commutant 'un a 'autre et tels qu’on ait la
décomposition en presque produit G = G1Gg. Alors, si P; (resp. Ps) est la
variété des drapeaux de Gi (resp. de Gi), on a P = P; x Py. De méme,
notons Il = II; U Il la décomposition associée de II. Alors, pour tout
(&,m) = ((£1,&), (n1,m2)) dans Z, on a pg* (n) = (&1,72) et p*(n) = (m, &)

Déduisons-en que A est le produit de ses projections sur P; et Po. Soient
€= (&,&) et p = (n1,m2) dans A. 1l s’agit de montrer que (&7, 7,) appartient
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a A. Si € et n sont en position générale, c’est une conséquence de la remarque
ci-dessus et du lemme 3.2. Dans le cas général, comme A est Zariski dense, il
contient un élément ¢ = ({1, (3) qui est a la fois en position générale avec & et
avec 7, c’est-a-dire que les couples (&1, (1) et (11, (1) (resp. (&2, (o) et (12, (a))
sont en position générale dans P; (resp. dans Py). Alors, comme on vient de
I'observer, A contient les points (£, (2) et ((1,72). Comme ces points sont en
position générale dans P, A contient (£;,72), ce qui prouve bien que c¢’est un
produit. D’apres le lemme 3.3, chacune de ses composantes est WW-stable.

On est donc ramené au cas o G est K-simple de K-rang > 2. Il s’agit
alors de montrer que A = P. Soient a et § dans II tels que les réflexions
associées ne commutent pas. Notons 6 = {«, f}. Alors, si P est un K-sous-
groupe parabolique de type 6 de G, le groupe dérivé du quotient de P par son
radical unipotent est K-simple de K-rang 2. Soit £ dans A. D’apres le lemme
3.3, ANP(K)E est Zariski dense dans PZ(K)¢ et W-stable comme partie de
la variété des drapeaux du K-groupe réductif Pg / Ug. Par conséquent, d’apres
le lemme 3.4, on a P{(K)¢ C A et, en particulier, Pg(K)& C A.

Soient maintenant ¢ dans P et n dans A. Il existe aq,...,q; dans II
et m = &,..., &1 = & dans P tels que, pour tout 1 < ¢ < k, on ait
i1 € P/ (K)E;. Comme G est K-simple de K-rang > 2, pour tout 1 <14 <k,
il existe ; dans II tel que les réflexions associées a «; et a [3; ne commutent
pas. Par récurrence, on a alors £ € A, ce qu’il fallait démontrer.C]

Dans la suite de la section, on suppose que G est K-simple et de K-rang
2. L’ensemble II contient donc deux éléments.

Commencons par étudier plus précisément un phénomene qui vient d’ap-
paraitre dans la démonstration précédente. Soient &, . . ., & des points de P.
On dit que la suite (&, ..., &) est une chaine si et seulement si

(i) il existe oy, .. ., ax dans I1 tels que, pour 1 <i < k—1, on ait o; # ;41
(en d’autres termes, un choix d’alternance entre les deux éléments de
IT) et que, pour tout 1 <4 <k, on ait § € P’ (K)§-1\{&-1}
(it) pour tous 0 < i,j < k avec {i,j} # {0, k}, les points & et &; ne sont
pas en position générale.
On appelle l'entier k£ longueur de la chaine. La chaine (&, ..., &) sera dite
maximale si et seulement si les points &, et & sont en position générale.
Notons w l'ordre du K-groupe de Weyl de G. Comme G est K-simple,
les réflexions associées a « et 5 ne commutent pas et, donc, on a w > 6 (bien
sur, par classification, on sait que l'on a w € {6,8,12}).
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Lemme 3.5. Toutes les chaines mazimales ont pour longueur 3. Soit

(€0, - -, &) une chaine de longueur k < F. Soit apy1 l'élément de 11 tel
que &, & P?:fll (K)&r—1. Alors, pour tout {1 # & dans P?:“(K)fk, la suite
(&0, -+, &ky1) est une chaine.

Démonstration. Soient ¢ dans P et a dans II. Le groupe P?/U? est de K-
rang semi-simple 1 et, donc, deux points de P?(K)f sont en position générale
dans la variété des drapeaux de Pg/Ug si et seulement s’ils sont différents.
En particulier, d’apres le lemme 3.2, pour 1 dans P, en position générale avec
&, p¢(n) est le seul point de Pg(K)¢ qui soit en position spéciale avec 7 dans
P.

Soient alors (&, ..., &) une chaine maximale et a, ..., a; comme dans
la définition. Soit Z = Zg, ¢,). Nous allons montrer que &, ..., §;—1 sont des
points fixes de Z.

Comme &, et &, sont en position générale et &; et & en position spéciale,
d’apres la remarque ci-dessus, on a & = pg (&) et, si a1 = (), &
est en position générale avec tout point de P?:“(K)gk différent de &,. En
particulier, comme &; est en position spéciale avec &1 € P (K)&\{&x}, on
a Qg1 # Q. Soit &y = p?:“(fo) : les points & et &1 sont en position
générale. Or, d’apres le lemme 3.2, ce sont des points fixes de Z. On a donc
L) g1) = 2

Montrons que (&1, ..., &ky1) est une chaine maximale. Il s’agit de montrer
que, pour tout 2 <1 < k — 1, & est en position spéciale avec &, 1. Soit 7 le
plus grand entier > 1 tel que &; soit en position générale avec &, 1. La suite
(&ks1, .- -, &) est une chaine maximale. D’apres le raisonnement précédent,
orbite P¢ (K)¢; contient un point en position générale avec & et, donc, tous
ses points différents de &; le sont. Par conséquent, &;_; est en position générale
avec &, donc i = 1. La suite (&1, .., &+1) est une chaine.

Par récurrence, il existe des points &xyo, ..., &1 de P tels que, pour tout
0 <i < k,lasuite (&, . .., &) soit une chaine maximale et que Z, ¢, ) = Z.
Les &, ..., &1 sont bien des points fixes de Z. En particulier, & est I'unique
point fixe de Z différent de &, dans P¢) (K)&p et, par récurrence, (&1, ..., &x-1)
est 'unique suite de points de P telle que (&, ..., &) soit une chaine et que
&1 appartienne a P (K)&. Le calcul de la longueur en découle.

Déduisons-en la seconde assertion du lemme. Donnons-nous une chaine
de (&0, . ..,&) de longueur k < ¥, a1 et {1 comme dans Iénoncé. Si tous
les &, 0 < i < k, sont en position spéciale avec &1, la suite (&, ..., Ekv1)
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est une chaine. Sinon, soit ¢ le plus grand entier tel que &; et £, soient en
position générale. La suite (&, ..., &x11) est une chaine maximale. D’apres ce
qui précede, on a donc k + 1 —i = 5. Comme k < 7, il vient i = 0, d’ou le
résultat.[]

On note « et 3 les deux éléments de II. Pour démontrer le lemme 3.4,
nous allons chercher a appliquer la proposition 2.1 a des sous-groupes de Levi
de G. Nous utiliserons une traduction abstraite des constructions effectuées
plus haut pour G = SL3 et G = Sp, :

Lemme 3.6. Soit A C P une partie fermée W -stable et Zariski dense. Soient
&1,&9,( trois points distincts de A avec &5, (1 € Pg (K)&;. Alors, pour tous
o # & dans ANPE (K)&1 et & # & dans ANPE (K)&y, il existe un élément
unipotent u de G tel que uCy = (i, u§1 = &, u§o = &3 et que u(ANPE (K)&;) =
ANPE(K)E,.

Exemple 3.2. Dans les démonstrations pour G = SL3 et G = Sp,, on a
&1 = (P7 D)7 §2 = (P7 D1)7 G = (P, Dz), §o = (PhD) et &3 = (P37D1)-

Démonstration. D’apres le lemme 3.5, la suite (&, &1, &2,&3) est une chaine.
Comme, d’apres le lemme 3.3, pour tout £ dans A, les ensembles AN P?(K){

et AN Pf(K){ sont Zariski denses dans Pg(K)¢ et dans P?(K)f on peut, a
nouveau d’apres le lemme 3.5, compléter (&, &1, &2, &3) en une chaine maxi-
male de points de A, (&, ..., &k). Notons 1y (resp. 11) le point de P opposé a
& (resp. &) par rapport a Zg, ¢,). Enfin, notons (; = pﬁ,(f)(cl). Remarquons

que Lon a pii” (m) = & et pi” () = &.

Considérons l'application pg;pz;) » PE(K)S — Pg(K)S. Dapres le
lemme 3.2, elle est donnée par l'action de I'unique élément u de UZ, (K)
qui conjugue Pg a Pg et I'on a bien u(A N Pg (K)&) = AN PE (K)E,. Or,
le groupe Lélm)(K) agit transitivement sur Pfl (K)&; et sur P%(f ) (K)ns et,
par définition, ces actions commutent a l’application pfl. Il existe un unique

B
(517772)
v(1 = (1 et v& = &, et, donc, vP?yil = Pg,. Or, comme v est un élément

élément, unipotent v de L (K) tel que v(s = (3 et que vy = my. On a

unipotent de L(ﬁ51 ) (K) qui fixe o, c’est un élément de U, (K). Donc v =u

et cet élément de GG a les propriété requises. [
Nous pouvons a présent conclure.
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Démonstration du lemme 3.4. Soit & dans A. D’apres le lemme 3.3, A ren-
contre les orbites de &, sous Pg (K) et P?l (K) en des ensembles Zariski denses
dans ces orbites. Donnons-nous donc & et &4 des points distincts de & dans
AN P?I(K)fl. Choisissons encore (; et &, deux points distincts et différents

de & dans AN Pfl (K)&;. Enfin, donnons-nous un point &3 distinct de &, dans
ANPE(K)E,.

D’apres le lemme 3.6, il existe un élément unipotent u de G tel que u(; =
C1, uéy = &, uép = & et que u(A N Pg (K)&) = ANPE(K)S,. A nouveau
d’apres ce lemme, il existe un élément unipotent v de G tel que v(; = (i,
v€y = &1, v§3 = &4 et que v(A N PE(K)E) = AN Pg(K)E. Alors, w = vu
est encore unipotent, puisque v et u fixent tous deux (i, et 'on a w& = &,
wéy = &4 et u(A NP (K)&) = ANPE(K)E. On vient de montrer que la
partie A N Pg (K)& de Pg, (K)&; vérifie les hypotheses de la proposition 2.1.
On a donc Pg (K)§; C A et, de méme, PZ(K)& C A. Le résultat en découle,
a I'aide d'un argument déja employé plus haut. [

4 Points conservatifs dans I'\G

Dans cette section, nous déduisons le théoreme de la proposition 3.1.

Soient A un K-tore déployé maximal de G, Z son centralisateur et Z le
groupe des K-points de Z. Soit X le groupe des caracteres de A et E 'espace
vectoriel dual de R®z X . Si K est R, notons, pour x dans K, w(z) = —log |z|.
Si K est Q,, pour un entier premier p, notons w la valuation de K telle que
w(p) = —1. Pour x dans X, notons x* la forme linéaire associée sur E. Alors,
d’apres [8], il existe une unique application v de Z dans FE telle que, si x est
un caractere de Z défini sur K, pour tout z dans Z, on ait :

X (w(2) = —w(x(2).

Dorénavant, on considerera les éléments de X comme des éléments du dual
E* de E. Soit ¥ 'ensemble des poids de A dans 'algebre de Lie de G. C’est
un syteme de racines dans E*. On choisit dans ¥ une base IT et on note E+
et £ les chambres de Weyl positive et strictement positive associées dans
E. On notera W le groupe de Weyl de ¥ : il s’identifie au quotient par Z de
son normalisateur dans G.

Soit P (resp. PV) le K-sous-groupe parabolique minimal de G dont 1’al-
gebre de Lie contient les espaces poids des éléments de X7 (resp. de —X7T).
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Soient &y et &; les points fixes de ces deux groupes dans P. Ona Z = PNPV.
En d’autres termes, I'application orbitale g — g(&o,&y), G — Z identifie Z
et G/Z. En particulier, le groupe W agit a droite dans Z et on vérifie quune
partie de Z est W-stable au sens de la section 3 si et seulement si elle est
stable pour cette action.

Si 2 est un élément de v~'(ETT), pour tout £ en position générale avec
¢y dans P, on a z"{ —— &.

n—00

On désigne par I' un sous-groupe Zariski dense de G. Si K est non-
archimédien, on supposera en outre, pour simplifier I’exposition, que I' pos-
sede la propriété de contraction dans P (c’est toujours le cas lorsque K est
R, d’apres [7]). D’apres [1, 3.6], T’ possede alors dans P un plus petit fermé
invariant non vide, appelé ensemble limite de I' et noté Ar. Suivant encore
[1], notons F 'ensemble Ar x Ar N Z. On consideérera désormais F1- comme
un sous-ensemble T-invariant & gauche de G/Z. Supposons dorénavant I' dis-
cret @ on associe alors & Fr un sous-ensemble Z-invariant a droite Er dans
MNG.

Soit C un coéne ouvert de E. Suivant [4], nous dirons qu'un point z de I'\G
est C-conservatif si et seulement sil existe un compact K de I'\G et une suite
(zn) d’éléments de Z tendant vers l'infini dans Z tels que (v(z,)) converge
en direction vers un élément de C et que, pour tout n, on ait zz, € K.
Généralisons un résultat de [4] :

Lemme 4.1. Soit g dans G tel que T'g soit E* " -conservatif (resp. (—E*T)-
conservatif ). Alors g€y (resp. g€ ) appartient a Ar.

Démonstration. Nous ne démontrons que la premiere partie du lemme, la
seconde lui étant clairement équivalente.

Par définition, il existe des suites (k,) bornée dans G, (z,) tendant vers
I'infini dans Z et telle que (v(z,)) converge en direction vers un élément de
E*t et (v,) dans T avec gz, = v,k,. Quitte & extraire, supposons que k,
converge vers un élément k de G. Alors, pour tout £ en position générale avec
k&Y dans P, on a v,€ = gz,k;, '€ — g&o et, donc, g€, appartient a Ap.0J

Corollaire 4.2. Soit  un point (E**, —E™1)-conservatif de T\G. Alors x
appartient a Er.

Si G est de K-rang 1, on dit, suivant C. Yue dans [9], que T" est convexe
cocompact si et seulement si 'ensemble Er est compact. Le résultat principal
de cette section est le
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Théoreme 4.3. Soit I' un sous-groupe discret et Zariski dense de G.
Supposons que l’ensemble Er soit compact. Alors, il existe des K-sous-
groupes distingués connexes Go, Gy,..., G, de G et des sous-groupes dis-
crets Zariski denses 'y, I'1, ..., 'y des groupes de K-points Gy, G4, ..., G, de
Go, G, ..., G, ayant les propriétés suivantes :

(1) les Go, Gy, ..., G, sont deuz a deuz distincts et on a la décomposi-
tion en presque produit G = GoGy ... Gy.

(ii) Ty est un réseau cocompact de Gy.

(111) pour tout 1 < i < q, G; est K-simple de K-rang 1 et T'; est un
sous-groupe convezxe cocompact de G;.

(iv) T' est comensurable au produit T'yI'y ... T,.

Démonstration. Commencons par remarquer que le résultat ne dépend que
de la classe de commensurabilité de I'. On peut donc en particulier remplacer
G par un revétement et le quotienter par ses facteurs K-anisotropes de fagon
a supposer, ce que nous ferons désormais, que G n’a pas de facteurs K-
anisotropes et qu’il est le produit de ses sous-groupes distingués K-simples.

Comme FEr est compact et Z-stable, pour tout w dans W, tout point
de Er est (wETT, —wE*")-conservatif. D’apres le corollaire 4.2, on a donc
Er C Erw. Comme ceci est valable pour tout w, Fr est stable par 'action
de W. En d’autres termes, la partie FT est W-stable, au sens de la section
3. Comme I' est Zariski dense, Fr est Zariski dense. D’apres la proposition
3.1, vues les hypotheses faites sur G, on peut donc trouver des sous-groupes
distingués Go, Gy, ..., G, de G, de variétés des drapeaux Py, P; ..., P,, et
des fermés Zariski denses Ay,..., A, de Py ..., P, tels que :

(1)) ona G =Gy x Gy x...x Gy

(i1) pour tout 1 <i < ¢, G; est K-simple de K-rang 1 et A; # P;.

(117) on a Ap =Py x Ay X ... X A,
Pour tout 0 < 7 < ¢, notons G le groupe des K-points de G; et ['; la
projection de I' sur G;. Notons aussi H le groupe G; x ... x G, H le groupe
de ses K-points et A la projection de I' sur H.

Montrons que, pour 1 <1 < g, I'; est un sous-groupe discret de G;. Soit
en effet D; son adhérence pour la topologie analytique. D’apres 3, § 8, TH.
2], D; est un sous-groupe K-analytique de G. Comme A; est Zariski dense
dans G, l'algebre de Lie de D; est un idéal de celle de G; et, donc, D; est
ouvert ou discret dans G;. Si D; est ouvert, comme il stabilise A;, A; est
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ouvert dans P;. Comme [' agit proximalement sur P;, on a alors A; = P;, ce
qui est faux par hypothese. Donc I'; est bien discret dans P; et, a fortiori, A
est discret dans H.

Montrons a présent que 'y est un sous-groupe discret de Gy. Pour simpli-
fier les notations, supposons, quitte a remplacer I' par un conjugué, que
la classe x de e dans I'\G appartient a Er. Alors, comme A est fermé
dans H, I'ensemble xGq, qui est la fibre de x par I'application naturelle
NG — A\H, est fermé dans I'\G. Par conséquent, I'application orbitale
(I'NGy)\Go — Gy est un homéomorphisme et, donc, 'ensemble z(Z N Gy)
est relativement compact dans (I' N Gg)\Gy. Soient Hy l'adhérence de Za-
riski de I' N Gy dans Gy et Hy le groupe de ses K-points. Comme I' N G est
normalisé par le sous-groupe Zariski dense I'g de G, Hy est distingué dans
Gy. Or Z N Gy est le groupe des K-points du centralisateur dans Gy d’un
K-tore déployé maximal de Gy. Comme son image dans Hy\Gy est relative-
ment compacte, le groupe Ho\ Gy est anisotrope : comme on a supposé G
sans facteurs anisotropes, il vient Hy = Gy. En d’autres termes, I' N G est
Zariski dense dans Gg. Comme il est discret, son normalisateur est discret
dans Gy, et, donc, I'g est discret dans Gj.

Pour tout 0 <4 < ¢, I'; est un sous-groupe discret et Zariski dense de
G; et on a clairement Ap, = Py et, pour 1 < ¢ < g, Ar, = A;. Notons Ep
I'image réciproque de Er dans G et, pour tout 1 < i < ¢, E\p/ celle de Er,
dans G;. Alors, on a Evp = Gy X E\[:: X ... X E\[:; Comme Er = F\Evp est

compact et que I' C I'g x I'y x ... x Iy, 'ensemble (I'g x I'y x ... x Fq)\E; =
(Fo\Go) x Ep, x ... x Ep, est compact, c’est-a-dire que I'y est un réseau
cocompact de G et que, pour 1 <i < ¢, I'; est convexe cocompact dans G;.
Enfin, les fibres de 'application naturelle Er — (I'g x I'; x ... x I'))\ Er sont
finies, donc I' est d’indice fini dans I'g x I'y x ... x I'y. O

5 Convexes invariants et I/ -stabilité

On suppose dorénavant que K est R et on note X 'espace symétrique
de G. Dans cette section, nous montrons comment la proposition 3.1, as-
sociée aux travaux de Y. Benoist dans [1], permet de retrouver une partie
des résultats de B. Kleiner et B. Leeb dans [6]. Nous supposerons le lecteur
familier avec la géométrie de X et notamment avec [5, § 4].

Notons X; l'espace symétrique du produit GGy des facteurs R-simples de
R-rang 1 de G et X, l'espace symétrique du produit G5 des facteurs R-simples
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de R-rang > 2 de G : on a X = X; x X5. Nous allons donner une preuve du

Théoreme 5.1 (Kleiner-Leeb). Soit C' une partie convexe fermée de X.
Supposons qu’il existe un sous-groupe Zariski dense I' de G tel que I'C' C C.
Alors il existe une partie convexe fermée C de Xy telle que C' = C x X5.

Notons que ce théoreme est un cas particulier de [6, Theorem 1.1] qui,
d’une part, traite aussi le cas des groupes agissant sur des produits d’espaces
symétriques de type non compact et d’espaces euclidiens et, d’autre part,
décrit plus précisément la structure du convexe C4.

Choisissons un point x du plat maximal de X stable par Z et identifions
ce plat maximal a E de sorte que x soit le point 0 et qu'un élément z de Z
agisse sur F par une translation de vecteur v(z). Notons K le sous-groupe
compact maximal de G stabilisateur de z. Soit (£, 7) un couple de drapeaux
de P en position générale. Si g est un élément de G tel que (&,1) = g(&o, &),
on notera F'(§,n) = gF le plat maximal défini par £ et 7 et, pour tout vecteur
v dans E, v&" le vecteur image de v & travers l'isomorphisme induit par g
entre les directions des espaces affines E et F'(£,n). Notons que F(£,n) ne
dépend que de lorbite de (£,7) dans G/Z pour I'action a droite du groupe
de Weyl W.

Soit g un élément de G. Nous dirons que g est loxodromique si et seule-
ment s'il est conjugué & un élément de v=1(ETT). Alors g (resp. g~1) possede
un unique point fixe attracteur dans P, qu’on note f; (resp. &, ). Dans le
plat maximal F, = F' ( ;, f;), I'isométrie g agit par une translation de vec-
teur v,. Si h est un élément de G tel que h( ;,&Q_) = (&0,&y), on note
Ag) = v(h™tgh) : c’est le vecteur de la translation h~*gh dans le plat maxi-
mal E; en d’autres termes, on a )\(g)g’g = v,. D’apres [1, 1.2], si T' est
un sous-groupe Zariski dense de G, le cone fermé engendré dans E' par
'ensemble des A(y), olt v est un élément loxodromique de I', est convexe et
d’intérieur non vide. On 'appelle cone limite de I' et on le note /r.

Nous allons montrer que, si un convexe de X est stable par un groupe
Zariski dense d’isométries, il contient beaucoup de plats maximaux de X.

Lemme 5.2. Soient C' une partie convexe fermée de X et g un élément
loxodromique de G tel que gC' = C. Alors, siy est un point de C, F,NC
contient une géodésique D de direction Ru, telle que d(y, D) < 2d(y, Fy).

Démonstration. Soit z le point de Fj, le plus proche de y. Pour tout entier n >
1, considérons le segment géodésique D,, = [¢"y, g "y] C C et notons y,, son
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milieu. Comme d(g"y, g"z) = d(g "y, g~ "z) = d(y, z) et que z est le milieu de
[g"z,97 2], on a, par comparaison avec I’espace euclidien, d(y,, z) < d(y, 2)
et, donc, d(y, D,) < d(y,z) + d(z,D,) < d(y,z) + d(yn, 2) < 2d(y, z). Par
conséquent, quitte a extraire une sous-suite, D,, converge vers une géodésique
satisfaisant aux conclusions du lemme.[]

Utilisons ce résultat pour construire des géodésiques dans un plat donné :

Lemme 5.3. Soient C' une partie convezxe fermée de X et (§,1n) des drapeaux
en position générale tels que F(§,m) N C # 0. Supposons qu’il existe un
vecteur v # 0 dans E™ et une suite (g,) d’isométries loxodromiques de G

telle que \(gn) converge vers v en direction et que ( ;,fg*n) — (&,7m).

Alors F(&,m) N C contient une géodésique de direction Rvs",

Démonstration. Soit y un point de F'(§,n) N C. D’apres le lemme 5.2, pour
tout n, I'ensemble F, NC contient une géodésique D,, de direction Ru,, telle
que d(y, D)) < 2d(y, Fy,). A nouveau, quitte a extraire une sous-suite, D,
converge vers une géodésique qui convient.[]

Rappelons que, pour { dans P, on note Z¢ I'ensemble des points de P
qui sont en position générale avec £. Soit C' une partie convexe fermée de X.
Posons

Ao ={{€ePlIne 2z F(mn CC}

Notons que, par convexité, si & et 1 sont deux points de Ac en position
générale, on a F(¢,n) C C. La partie A¢ est liée au stabilisateur de I' dans
G :

Lemme 5.4. Soient C' une partie convexe fermée de X et I un sous-groupe
Zariski dense de G tel que I'C' C C. L’ensemble limite de " vérifie Ar C Ac.

En particulier, si I" est un sous-groupe discret Zariski dense de G et s’il
existe une partie convexe fermée C' de X telle que I'C' C C' et que I'\C' soit
compact, on a

U Fmcce

(fyU)EFF

et 'ensemble Er de la section 4 est compact, si bien que le théoreme 4.3
s’applique a I'. Ce résultat est un cas particulier de [6, Corollary 1.4].
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Démonstration. D’apres [1, 3.6], il suffit de montrer que, pour tout élément
loxodromique v de I'; on a f,j € A¢. Soit donc un tel 7. D’apres le lemme 5.2,
I'ensemble F), = F ( ?YL, f;) contient un point y de C. Soit v un élément non
nul du cone limite ¢p. D’apres [1, 4.2], il existe une suite (7y,,) d’éléments loxo-

dromiques de I' telle que A(v,) converge en direction vers v et que (£, )

converge vers ( j/r & ). D’apres le lemme 5.3, 'ensemble £, N C' contient une
géodésique de direction Ro$7 € . Comme le cone

{ o

UEEF}

est d’intérieur non vide dans F, et que C' est convexe, on a I, C C, ce qu’il
fallait démontrer. [

Démonstration du théoréeme 5.1. D’apres le lemme 5.4, on a Ar C Ag et,
en particulier, 'ensemble Ao est Zariski dense dans P. Or, on sait que, si
et 7 sont deux points de A¢ en position générale, on a F'(£,n) C C. Comme
I'ensemble F'(£,7n) ne dépend que de la W-orbite de (£, 1) dans Z, ’'ensemble
Ac est W-stable au sens de la section 3. D’apres la proposition 3.1, si P;
(resp. Pz) est la variété des drapeaux de Gy (resp. de Gy), il existe une partie
Aq de P telle que A = Ay X Ps.

Soit alors y = (y1,y2) dans C. Il s’agit de montrer que l'on a {y;} X
Xy C C. Or, pour tous points & en 7y en position générale dans Po, il
existe un point z; de X tel que {z1} X F(&,ny) C C. Par convexité, on a
{11} X F(&,n2) C C, d'ou le résultat. O
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