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On appreéciera la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses (justifier) :

1) Soit ¢ une forme quadratique sur R? telle qu’il existe deux droites d;, dy en somme
directe telles que ¢ soit définie positive sur d; et définie négative sur dy. Alors g est
de signature (1,1).

VRAI Par définition, sign(q) = (p4,p—), ou p; est la dimension maximale des
sous-espaces vectoriels ol ¢ est définie positive et p_ est la dimension maximale des
sous-espaces vectoriels ol ¢ est définie négative. Puisque ¢ est définie positive sur dy,
on a p, > 1. Puisque q est définie négative sur ds, elle n’est pas positive sur R? donc
ps < 2. On conclut que p; =1 et de méme que p_ = 1.

2) Soit E un espace euclidien, e une base orthonormée de E et e* sa base duale. Alors
>, ot on rappelle que 2’ est la forme linéaire y — (z, y).

e =e;
VRAL Soit z = > ;zje;. On a ef(z) = €; (3, xje5) = > xjei(ej) = x;. On a
aussi €2(r) = (ei, D xjej) = > wjles ej) = x; puisque e est orthonormée. Donc
b

i

ef(x) = €’(x) pour tout z, et ef = e

3) Soit E un espace pré-hilbertien et {uq, ..., u,} une famille orthonormée de vecteurs
de E. Soit x € E, alors ||z||* > >0 (z, ;).

VRAL Posons & = ) (z,uj)u;. Alors & Lz — 2
(@ox-1) = O (w,u)u,z)—(z,7)

J
= ) (ou)? —(z,7)
J
= 0
puisque (u;) est orthonormée. En écrivant x = x — Z + T et en utilisant Pythagore

on obtient
n

ol = e — 212 + 2] > ll21” = 3 (&, u;)?
=1




Exercice 2. On munit £ = R3[X] de la forme bilinéaire définie par,

)

woen (e =1 [ Pwawe

-1

Montrer que (-, ) est un produit scalaire sur E.

On vérifie bilinéarité, symétrie et positivité en utilisant linéarité et positivité de I'in-
tégrale. Supposons que (P, P) = 0. La fonction x — P?(x)z?* étant positive continue
d’intégrale nulle, on obtient par un résultat classique d’analyse qu’elle est identique-
ment nulle sur [—1, 1]. On en déduit que P? est nulle sur [—1, 1]\ {0}, donc nulle sur
[—1, 1] par continuité (ou parce que c’est un polynoéme avec une infinité de racines).

Déterminer la matrice du produit scalaire dans la base (1, X, X2, X3) ( on pourra
calculer (X X7) en fonction de i + 7).

On a
o 1/t
(X', X7) = —/ r'wl 1? d
2J
_ 1 i+j+371
2(i+j +3) S
0 .1+ 7 impair
—F ,1+4J pair
1+7+3 Jp
donc la matrice de Gram du produit scalaire est
/3 0 1/5 0
0o 1/5 0 1/7

1/5 0 1/7 0
0 1/7 0 1/9

Déterminer la famille orthonormée obtenue de (1, X, X?) par l'algorithme de Gram-

Schmidt.

1
On pose ¢ = m = /3.
X
Onposeug:X—<X,€1>€1:X—(X,\/§>\/§:X,pu1352:HU_QHIW:\/Sx_
Uz

On pose

uz = X?— (X% e)e; — (X2 e9)en
= X7 (X% V3)V3 - (X? V5X)V5X
= X*-3/5



On calcule ||uz||* = (X2, X?)—2(X? 3/5)+(3/5)*(1,1) = 1/7—6/25+3/25 = 4/175
et on pose alors ey = E’T‘ﬁ(X2 —3/5). On obtient la base orthonormée (1,2, €3).

4) Déterminer le projeté orthogonal de X? sur le sous-espace vectoriel Ry[X], ainsi que
la distance d(X3, Ry[X]).

La famille (g1, &5, €3) est une base orthonormée de Ry[X], le projeté orthogonal p(X?)
se calcule donc par la formule

p(X?) = (X?e)er + (XP ea)en + (X°,e3)es

= (X3, VB)W3+ (X3 VBX)WEX + (X3, %ﬁ(ﬁ - 3/5)>5T‘ﬁ(x2 —3/5)

)
= =X
7

Il s’ensuit que

1 10 5.1 49—90+45 4
AXERIXT? = X3 — 5X/7|2 = = — =2 _2_:—:%:_
(X% RolX])" = | [MF=5-91TE)%5 141 9 441

et donc d(X3, Ry[X]) :M: 2/21.

Exercice 3. Déterminer la nature de 'endomorphisme de R? défini dans la base cano-
nique par

T 3y  2V6

. 34 4 46
f(ly oY _EVD
(Z) 41 4

x\/5+y\/5+z

4 4 2

13 V6
1 4 4 -1 3 -6
1
R R R
NG 1 V6 V6 2
4 4 2
On vérifie sans peine que les colonnes de A sont orthonormeées, et que det A = —1,

donc que A € O3 (R). On en déduit que f € O™ (R?) est la composée d’une rotation

d’axe 'espace propre E_; et d’une symétrie orthogonale par rapport au plan E-,. La
1

résolution de AX = —X conduit a £_.; = R | —1], d’ot on déduit immédiatement
0



1 0
Et =vect{[1],[0]}. L’angle non orienté 6 de la rotation est donné par 2cos(f) +
0 1
det A = trA, soit 2cos(d) — 1 = 0 donc cos(f) = 1/2, d’ou # = 7/3. Dans la base
0 V2/2 —1
=(l0o],[v2/2],] 1 |), on calcule que
1 0

orthonormée directe (eq, ez, n

BV

\/%/2 2561—762

— O O
|

1 1
A p— —_— == —
“a=y \/6 2

d’ou 'on déduit que I’angle orienté est 0 = 2r — /3.

Exercice 4. (u symétrique et tr(u) = 0)
Soit E un espace euclidien de dimension n et soit u € End(E). On pose tr(u) := tr(A) =
Yor g ai; ot A = |u]e_e est la matrice de u dans une base e quelconque.

1) Justifier que tr(u) ne dépend pas de e, et que si u est symétrique, alors tr(u) est la
somme des valeurs propres de w.

On rappelle que tr(AB) = tr(BA). Soient e, ¢’ deux bases, et P = [id]._. la matrice
de passage de e a ¢/, alors

tr([u]e—er) = tr(P u)emse P) = tr([t]emse PP™Y) = tr([u)ese).

D’aprés le théoréme spectral, un endomorphisme symétrique est diagonalisable dans
une base orthonormée de vecteurs propres. Dans cette base, la matrice de u est
diagonale et sa trace est la somme des valeurs propres.

2) On suppose u symétrique et tr(u) = 0.
(a) Montrer qu'il existe un vecteur = non nul tel que (u(x),z) = 0.

Soit e = (eq,...,e,) une base orthonormée de vecteurs propres de u, et soit

A1, ..., A les valeurs propres correspondantes. Puisque e est libre, z := > " | ¢;

est non nul. On a

= <Z Ai€i, Z€j> = Z)\i<€i,e]’> = Z)\i = tr(u) = 0.

(b) En déduire qu’il existe une base orthonormée e telle que : Vi, (u(e;),e;) = 0.

On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1, I'assertion est triviallement vraie.
Supposons 'assertion vraie pour tout espace euclidien £ de dimension n et tout



endomorphisme symétrique u de E' a trace nulle. Soient £ euclidien de dimension
n+1etu € End(E) a trace nulle. D’aprés la question (a) il existe z € F
non nul tel que (u(z),xz) = 0. Soient x un tel vecteur, ey = z/||z|| et v =
(v1,...,v,) une base orthonormée de ei. Puisque (ej,v) est orthonormée, la
matrlce A € M,;+1(R) de u dans cette base est symétrique. Soit B € M, (R) la
matrice obtenue en enlevant & A la premiére ligne et la premiére colonne. La
matrice B est symétrique. Elle représente dans la base v I’endomorphisme p o u,
oil p la projection orthogonale sur ei. Il s’ensuit que p o u est symétrique. Par
hypothése de récurrence, il existe une base orthonormée {es, ..., e, 1} de et
telle que (pou(e;),e;)) = 0 pour i > 2. Comme p restreinte a e; est 'application
identité, on en déduit que (u(e;),e;)) = 0 pour i > 2, prouvant la récurrence.

Exercice 5. Soient E un espace euclidien et s € End(E) un endomorphisme tel que
sos =id.

1)

Montrer que E = ker(s — id) @ ker(s +id). Quelle est la nature de s?

On montre que E = ker(s — id) + ker(s +id) en écrivant que, pour tout x € E,

x4+ s(x)  x—s(x)
~ T2 T

En effet, en utilisant s o s = id, on voit que s(25&)) = slelte _ ris()

5 = donc %(x)
x—s(m)) _ s(x)—x _ z—s(x)

2 2 =
= = — donc = S(I
2

ker(s —id), et que s( 5 5 € ker(s +1id). On montre
que la somme est directe en notant que pour z € ker(s —id) N ker(s + id), on a
s(r) = x = —x donc x = 0. L’endomorphisme s est une symétrie par rapport a

ker(s — id) parallelement a ker(s + id).

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) s € O(FE) (c’est-a-dire s est orthogonale),
(b) ker(s —id) L ker(s +id),

(c) s=s".

(a) = (b) Soient z € ker(s —id) et y € ker(s + id), alors

(2, y) = (s(2),s(y)) = (x, —y) = =(x, ) = 0.
(b) = (c). Soient x € ker(s—id) et y € ker(s+id). Ecrivons = x1+x2 et y = 1+ 2
1
selon la décomposition orthogonale E = ker(s — id) @ ker(s + id). Alors

T — T2, Y1 + Y2)

(s(w1 + x2), 91 + ya) (

= (x1,11) + 0+ 0+ (—x9, y2)
(
(

1+ T, Y1 — Ya2)

z,5(y))



donc s* = s.
(c) = (a) Puisque s o s = id implique s = s7%, (c) dit que s~! = s*, d’out pour tous

r,ye kb :
(s(2),s(y)) = (z,5"(s(y)) = (z, 57 (s(y))) = (z,).

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note sp € O(F) la symétrie orthogonale
par rapport a F. Montrer que pour tout g € O(E),ona gospog ' = Sq(F)-

Notons s = g o sp o g~'. Puisque O(E) est un groupe, s € O(F). On prouve que
s est la symétrie orthogonale syr) en montrant que s = id sur g(F) et s = —id
sur g(F)*. Soit y € g(F), c'est-a-dire y = g(x) pour z € F. Alors s(y) = go
spog(g(r)) = gosp(xr) = glz) = y, donc s = id sur g(F). Puisque g est
orthogonale, g(F)* = ( 1). Soit y € g(F*t), c’est-a-dire y = g(x) pour x € F*.
Alors s(y) = gospog '(g(z)) = gosp(z) = g(—z) = —g(x) = —y, donc g = —id
sur g(F)*.

Soit f € O(F) préservant toute droite vectorielle (c’est-a-dire telle que pour tout
x € B, f(z) est colinéaire a z). Montrer que f = =+id.

Par hypothése, pour tout = € E, f(z) = A,z ou A\, € R. Puisque f € O(F), on peut
supposer A, € {—1,1}. Puisque f(0) = +£0, il reste & montrer que (Vz # 0, f(z) = )
ou bien (Vx # 0, f(x) = —x). Supposons qu'il existe z,y € E non nuls que f(z) =z
et f(y) = —y. On a d'une part f(z +vy) = f(z) + f(y) = © — y et d’autre part
f(z +y) = £(x +y). En considérant les deux signes possibles, on en déduit x = 0
ou y = 0, une contradiction.

On appelle centre d'un groupe G le sous-groupe Z(G) = {g € G,Yh € G, gh = hg},
c’est-a-dire I’ensemble des éléments de G' qui commutent avec tous les autres.

(a) Montrer que Z(O(F)) = {id, —id}.

Soit g € Z(O(FE)). Puisque g commute avec toutes les applications orthogonales,
il commute en particulier avec toutes les symétries orthogonales Sr ot F' est
une droite vectorielle. On a alors sy = gospog ' = spogog ' = sp,
ce qui implique g(F) = F pour toute droite vectorielle. On déduit de 4) que
g € {id, —id}, donc Z(O(E)) C {id, —id}. Il est évident que réciproquement
{id, —id} C Z(O(E)).

(b) Montrer que si dim E > 3, alors Z(SO(E)) = {id, —id} N SO(E).

Il est clair que {id, —id} NSO(E) C Z(SO(E)). Soit g € Z(SO(F)). Si dim E est
impaire, toute symétrie orthogonale S, ot dim F' = 1, appartient a SO(E) (car
dim F* est paire). Dans ce cas, g commute avec toute telle symétrie orthogonale
Sp. On conclut comme en (a) que g € {id, —id}, en fait g = id car —id ¢ SO(E).



Si dim F est paire, toute symétrie orthogonale Sr, ot dim F' = 2, appartient a
SO(FE). Dans ce cas, g commute avec toute symétrie orthogonale Sg ot dim F' =
2. On déduit de 3) que g(F') = F' pour tout sous-espace vectoriel I’ de dimension
2. Si F,G sont deux tels sous-espaces, on a alors g(F' N G) = F'NG. Puisque
dim F > 3, toute droite vectorielle peut-étre réalisée comme 'intersection FNG
de deux sous-espaces vectoriels de dimension 2. On en déduit que g préserve
toute droite vectorielle et donc que g € {id, —id}.

(c) Que vaut Z(SO(FE)) lorsque dimE =1 et dim E =27
Lorsque dimE = 1, on a £ = R, O(E) = {id,—id} et SO(F) = {id} =
Z(SO(FE)). Lorsque dim FE = 2, SO(FE) est isomorphe a S' et en particulier est
abélien, donc Z(SO(F)) = SO(FE).

(Indication : pour les questions (a) et (b) on pourra utiliser 3) en prenant pour F
une droite ou un plan)



