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Exercice 1. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses (justifier).
(1) Soit `1, `2 deux formes linéaires sur E un espace vectoriel de dimension ≥ 2. Alors

b(x, y) = `1(x)`2(y) définit une forme bilinéaire dégénérée sur E.
(2) Soit q1, q2 deux formes quadratiques définies positives sur E un R-espace vectoriel.

Alors q1 + q2 est une forme quadratique définie positive sur E.
(3) La norme L∞ de Rn (‖x‖∞ = maxi |xi|) est euclidienne.

Exercice 2. Soit q la forme quadratique de R3 définie par q(x) = x2
1−2x2

2+x1x3+x2x3.
Donner la forme polaire de q et déterminer signature, rang et si elle est définie positive.

Exercice 3. Soit E = C1([0, 1],R) l’espace vectoriel formé des fonctions de [0, 1] dans R
de classe C1 (dérivable et de dérivée continue), et soit w : [0, 1]→R une fonction continue.
On définit sur E × E une fonction b (dépendant de w) par

b(f, g) =

∫ 1

0

f ′(t)g′(t)w2(t) dt

(1) Vérifier que b est symétrique et bilinéaire. Est-elle positive ? Est-elle définie ?
(2) Soit l’hypothèse (H) : w s’annule en un nombre au plus fini de points.

(a) On suppose que (H) est vérifiée, déterminer le cône isotrope et le noyau de b.
(b) Est-ce que (H) est nécessaire pour que le noyau de b soit de dimension 1 ?
(c) Soit F ⊂ E le sous-espace vectoriel formé des fonctions nulles en 0. On suppose

que (H) est vérifiée, montrer que b restreinte à F × F est un produit scalaire.
(3) On suppose que w est nulle sur [0, 1/2] et affine sur [1/2, 1] telle que w(1) = 1.

Déterminer le cône isotrope de b.
(4) Soit G ⊂ F le sous-espace vectoriel formé des fonctions polynomiales nulles en 0.

Est-il possible que b restreinte à G×G soit un produit scalaire si w s’annule sur un
intervalle ?
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