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Exercice 1. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses (justifier).

(1) Soit £y, ¢y deux formes linéaires sur E un espace vectoriel de dimension > 2. Alors
b(x,y) = £1(x)ls(y) définit une forme bilinéaire dégénérée sur E.

Pour tous z,y € E, les applications b(-,y) = (1(-)l2(y) et b(z,-) = Ci(x)la()
sont linéaires donc b est bilinéaire. Par définition, b est dégénérée si son noyau
N®b) ={y € £ | blz,y) = 0,V € E} nest pas réduit a {0}. Cela revient a
dire qu’il existe y # 0 tel que ¢1(-)l2(y) est identiquement nulle, donc b est dégéné-
rée si ker /o # {0}. La formule du rang donne dimker {5 + dimIm ¢y = dim E > 2.
Puisque Im ¢ C K est de dimension < 1, on a dimker ¢, > 1 donc ker /5 # {0}.

(2) Soit g1, g2 deux formes quadratiques définies positives sur F un R-espace vectoriel.
Alors ¢; + @2 est une forme quadratique définie positive sur E.

L’ensemble des formes quadratiques de E forme un espace vectoriel, donc ¢; + ¢o est
une forme quadratique. Par hypothese, ¢;(x) > 0 pour tout x € E et i = 1,2, donc
(1 + q2)(x) = q1(x) + g2(x) > 0 pour tout z € E, donc ¢; + go est positive. De plus,
0=q(x)+ q(x) > ¢1(x) > 0 implique que ¢;(z) = 0, donc que x = 0 puisque ¢; est
définie. Donc ¢ + g est définie.

(3) La norme L*® de R? (||(x1, 22)||o = max{|x1|,72|}) est euclidienne.

Une norme est euclidienne si et seulement si elle vérifie I'identité du parallelogramme
Vo,y, o+l + llo = yll* = 2)l2)* + 2[ly)*.

En testant x = (1,0) et y = (0,1), on trouve ||z + y||2 + [l —yl|Z =1+ 1 =2 et
2||z[|2, + 2||y||%, = 4, donc || - || n’est pas euclidienne.

Exercice 2. Soit ¢ la forme quadratique de R* définie par q(x) = 3 — 223+ 173+ ToT3.
Donner la forme polaire de ¢ et déterminer signature, rang et si elle est définie positive.

La forme polaire b de ¢ est définie par

1
b(x,y) = 21y1 — 2222 + 5(1’193 + z3y1 + Toys + T3Yy2).




La décomposition de Gauss en somme de carrés donne

qx) = (z1+33/2)° — 23/4 — 225 + 2973
(21 + 23/2)% — 2 (23 — waw3/2 + 23/8)
= (z1+23/2)> =2 ((x2 — 3/4)* — 23/16 + 23/8)
= (71 +23/2)% — 2(1y — 3/4)* — 13/8

donc ¢ est de signature (1,2) et de rang 3. Puisque ¢ est de signature (1,2), elle n’est
ni définie, ni positive. Par exemple, ¢(2,v/2,0) = 0 montre que ¢ n’est pas définie et
q(—2,1,4) = —2 montre que ¢ n’est pas positive.

Exercice 3. Soit E = C'([0, 1], R) I'espace vectoriel formé des fonctions de [0, 1] dans R
de classe C'! (dérivable et de dérivée continue), et soit w : [0, 1]—R une fonction continue.
On définit sur £ x E une fonction b (dépendant de w) par

b(f.g) = / F(0)g (w?(t) dt

(1) Vérifier que b est symétrique et bilinéaire. Est-elle positive 7 Est-elle définie ?

Pour tous f,g e £
bf.g) = / F(6) (Ot (t) di

_ / § (O f (yw(t) dt
= b(g. f)

donc b est symétrique. Puisque b est symétrique, b est bilinéaire si b est linéaire en
la premiére variable. Soient f,g,h € E et A € R, alors

1
b+ g, h) — / (f + g) B dt
0
1
= / (Af' 4 ¢ w* dt
0
1
_ / Af,h/’l,UQ‘l—g/h/det
’ 1 1
— / Fhw?dt + / g hw? dt
0 0

= Xb(f,h)+0b(g,h)

donc b est bilinéaire. Pour tout f € E, on a f?w? > 0 d’ou b(f, f) = fol fPw?dt > 0,
donc b est positive. Si f est la fonction constante f(t) = 1 pour tout ¢ € [0, 1], alors
f'=0donc b(f, f) =0, mais f # 0r donc b n’est pas définie.



(2) Soit I'hypothése (H) : w s’annule en un nombre au plus fini de points.

(a)

On suppose que (H) est vérifiée, déterminer le cone isotrope et le noyau de b.

Montrons que le cone isotrope et le noyau de b sont formés des fonctions
constantes, c’est-a-dire que I(b) = N(b) = E := {f € E | f(t) = f(0), Vt €
[0,1]}. Notons que pour tout f € E, f" est continue sur [0, 1], ainsi que f”w?.
Soit f € I(b), alors 0 = b(f, f) = fol fPw?*dt. Puisque f?w? est une fonction
continue positive d’intégrale nulle, il s’ensuit par un résultat classique d’analyse
que f?w? =0, donc que f'(t)w(t) = 0 pour tout ¢ € [0,1]. Soit J C [0,1] I'en-
semble fini (possiblement vide) des zéros de w. Puisque w(t) # 0 sur [0,1] \ J,
il s’ensuit que f'(t) = 0 sur [0,1] \ J. L’ensemble J étant fini et f’ continue,
ceci implique que f" = 0 sur [0,1]. En effet, si f'(ty) # 0 alors f'(t) # 0 sur
un voisinage de ty, par continuité, ce qui contredit la finitude de J. On dé-
duit de f’ = 0 que f est constante, donc I(b) C E.. Réciproquement, il est
clair que toute fonction constante est dans le cone isotrope, donc I(b) = Eg.
Puisque b est une forme bilinéaire positive, un résultat du cours nous dit que
N(b) = I(b). On peut montrer directement que N(b) = E. comme suit. On
a toujours N(b) C I(b) = FE.. D’autre part, si ¢ € F. est constante, on a
b(f,c) = fol f0w*dt = 0 pour tout f € FE donc c € N(b), et donc E; C N(b).

Est-ce que (H) est nécessaire pour que le noyau de b soit de dimension 17

Observons d’abord que, quelque soit w, le noyau de b contient E.y les fonc-
tions constantes, puisque b(f,c¢) = 0 pour tous f € F et ¢ € E. Comme
E. ~ R par l'application f — f(0), dim E.; = 1. Donc dim N(b) > 1 et
dim N(b) = 1 si et seulement si N(b) est formé exactement des constantes.
La condition (H) n’est pas nécessaire pour que dim N(b) = 1. On a également
dim N (b) = 1 si I'ensemble J C [0, 1] des zéros de w est dénombrable. En effet
onal(b) = E = N(b) dans ce cas : si f € I(b), alors 'argument de la question
(a) montre que f' = 0 sur [0, 1]\ J. Si f'(to) # 0 alors f(t) # 0 sur un voisinage
de ty par continuité, ce qui contredit la dénombrabilité de J. Donc f' = 0 sur
[0,1], donc f = ¢ € Eey.

Soit F' C E le sous-espace vectoriel formé des fonctions nulles en 0. On suppose
que (H) est vérifiée, montrer que b restreinte & F' X F' est un produit scalaire.

Puisque (H) est vérifiée, on sait d’aprés (a) que I(b) = E. On en déduit que
FNI(b) = {0} puisquune fonction constante nulle en 0 est identiquement
nulle. Il s’ensuit que b restreinte & F' x F' est définie. Puisqu’elle est bilinéaire,
symétrique et positive, ¢’est un produit scalaire.

(3) On suppose que w est nulle sur [0,1/2] et affine sur [1/2,1] telle que w(1) = 1.
Déterminer le cone isotrope de b.



Montrons que le cone isotrope de b est formé des fonctions f € E qui sont constantes
sur [1/2,1]. En effet, f € I(b) si et seulement si

0=b(f.f) = /0 o dt
1/2

1
= / fPw? dt + / fPw? dt
0 1/2
1
= fw? dt
1/2

Comme f"w? est continue positive sur [1/2, 1], ceci équivaut a f?w? = 0 sur [1/2,1]
et donc a f" =0 sur ]1/2,1] puisque w(t) > 0sit > 1/2.

Soit G C F' le sous-espace vectoriel formé des fonctions polynomiales nulles en 0.
Est-il possible que b restreinte & G x G soit un produit scalaire si w s’annule sur un
intervalle ?

Oui. Considérons la fonction w définie en (3). Soit P € G N I(b), alors P est une
fonction polynomiale nulle en 0 et constante sur [1/2,1]. Une fonction polynomiale
constante sur [1/2,1] est constante, et puisque P(0) = 0, on conclut que P = 0.
Donc G N 1(b) = {0}, ce qui signifie que b restreinte & G x G est définie. C’est donc
un produit scalaire.



