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Chapitre 1 : courbes, théorie locale

On travaille dans R™ muni du produit scalaire canonique (-,-) (pour lequel la base canonique

est orthonormée). On note ||z|| = y/(z,x) la norme associée et d(x,y) = || — y|| la distance
associée.

1 Courbes dans R"”, généralités

1.1 Arcs paramétrés, arcs géométriques

Définition 1.1. On appelle arc paramétré de classe C*, k € N, un couple (I, f) ol
I C R est un intervalle ouvert et f : I— R™ est une application de classe C*.

On rappelle que cela signifie que f(t) = (z1(t),...,z,(t)) ot chaque z; : =R est de classe C*.

EXEMPLE 1.2 (angle droit). Soit f : R— R? défini par
t — (0,-t), te]—-1,0]
0 — (0,0)
t —

f est de classe C° mais pas C'.

EXEMPLE 1.3 (angle droit C*°). Soit f: R— RR? défini par

t — (0,et), t<0
0 — (0,0
t o (e7V10), t>0

Vérifier que f est de classe C*°,



Chapitre 1 : courbes, théorie locale 1. Courbes dans R", généralités

Définition 1.4. On dit que deux arcs paramétrés de classe C* (k > 1) (I, f) et (J,9)
sont équivalents (resp. positivement équivalents) s'il existe un difféeomorphisme 6 : J— I
de classe C* (resp. avec @' > 0) tel que g = f o 6. On appelle arc géométrique (resp.
arc géométrique orienté) une classe d’'équivalence. Le sous-ensemble f(I) C R™ est appelé le
support de I'arc géométrique.

On rappelle que 6§ : J— I est un difféomorphisme de classe C¥, k > 1 si 6 est bijective, 6 et sa,
réciproque 6~ sont de classe C*, et 6 ne s’annulle pas sur J. Il s’ensuit que 6 > 0 sur J ou bien
0’ < 0 sur J. Il est clair qu’on a bien des relations d’équivalence. Si A est un arc géométrique de
représentant (I, f), on dira que A est paramétré par (I, f) ou que (I, f) est un paramétrage de
A; 0 est un changement de paramétrage.

EXEMPLE 1.5. f :] — 1,1[—R? défini par f(t) = (t,0) et g ;] — 1/2,1/2[—+R? s (25,0) sont
positivements équivalents. lls sont équivalents & h :] — 1,1[—R?, s — (—s,0) mais pas positivement.

Un arc géométrique contient exactement 2 arcs géométriques orientés. Si (I, f) et (J,g) para-
metrent A, alors f(I) = ¢g(J) mais la réciproque est fausse : le support ne détermine pas l'arc
géométrique.

EXERCICE 1.6. (I =]0,57[, f(t) = (cos(t),sin(t)) et (J =]0,3n[,g(t) = (cos(t),sin(t))) définissent
le méme support (f(I) = g(J) = S') mais ne sont pas équivalents.

Indication : montrer que pour deux paramétrages équivalents (I, f) et (J, g), si un point z = f(t) a k
antécédents par f il a k aussi k antécédents par g.

On pourrait aussi utiliser la longueur, qu’on définira plus loin (elle sera la méme pour des para-
meétrages équivalents). On veut donner un sens & l'expression p € A (p un point de A).

Définition 1.7. Un point d’un arc géométrique A est une classe d'équivalence de triplets
(I, f,t), ou (I, f) paramétre A et t € I, pour la relation d’équivalence (I, f,t) ~ (J, g,s) s'il
existe un changement de paramétrage 0 : J— I tel que g = fof et t = 0(s). L'élément commun
f(t) = g(s) est I'image du point.

La notation (I,t, f) étant un peu lourde, on pourra dire simplement p = f(¢) un point de A.

1.2 Points réguliers, Tangente

Soit A un arc géométrique paramétré par (I, f) et p = f(¢) un point de A.
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Définition 1.8. On dit que p est régulier si f'(¢t) # 0. Dans ce cas la droite passant par
p de vecteur directeur f’(t) est la tangente & A en p. On dit que A est régulier si tous ses
points le sont.

Vérifions que la définition en soit bien une, i.e. que la condition f’(¢t) # 0 et que la tangente
ne dépendent pas du paramétrage. Soit (J, ¢g) un arc paramétré équivalent a (I, f), 0 : J—1I le
changement de paramétrage. Comme g = f 0 6,

g'(s) = J(0(s)0'(s) = f'(1)0'(s)

et puisque 6’ # 0 on a ¢'(s) # 0 < f/'(t) # 0. De plus ¢/(s) est proportionnel a f'(¢) donc (J, g)
définit la méme droite tangente que (I, f) au point f(t) = g(s).

EXEMPLE 1.9. Soit A dans R? paramétré par (] — 1,1[, f(t) = (¢,0)) et B paramétré par (] —
1,1[, g(t) = (#3,0)). Ces arcs géométriques ont méme support mais sont différents : A est régulier, B
non.

EXERCICE 1.10. (1) Soit D = R x {0} C R% Montrer qu'il existe un unique arc géométrique
régulier de support D.

(2) Soit (R, f) I'angle droit C*° de I'exemple 1.3. Montrer qu'il n'existe pas d'arc géométrique régulier
de support f(R).

Définition 1.11. Soit A un arc géométrique régulier paramétré par (I, f) et p = f(t) un
point de A.

(1) On dit que p est birégulier si f'(t) et f”(t) sont linéairement indépendants, sinon p
est un point d’inflexion.

(2) Si p est birégulier, on appelle plan osculateur & A au point p le plan vectorier
engendré par f'(t) et f"(t).

(3) On dit que A est birégulier si tous ses points le sont.

Vérifions encore que la définition fait sens, i.e. ne dépende pas du paramétrage. Soit (J,g) un
paramétrage de A et 6 : J— J le changement de paramétrage. Ona g = fof, p = f(t) = g(s)
et t = 6(s). On a en posant a = €'(s) # 0, on a
g(s) = [f(0(s)0'(s) = af'(t). (1.1)
F(s) = O ) + 068 (5) = a (1) + b (1), (12)
ou b = 0"”(s) € R (il peut étre nul). On a clairement vect{¢'(s),q”(s)} C vect{f'(t), f"(t)}.
Réciproquement puisque
F't) = alg'(s)
P = aX(g"(s) = b (1) = a 2" (s) — ba~3g/(s)
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Chapitre 1 : courbes, théorie locale 1. Courbes dans R", généralités

vect{f't), f"(t)} C vect{g'(s),g"(s)} et on a égalité. En particulier f’(t) et f”(t) sont colinéaires
ssi ¢'(s) et ¢”(s) le sont (Pespace engendré étant de dimension 1 dans ce cas).

ExemMPLE 1.12. (R, f(t) = (cos(t),sin(t), 1)) dans R3. On a f’(t) = (—sin(t),cos(t),0) et f”(t) =
(—cos(t), —sin(t),0), f' et f” sont orthogonaux non nuls donc indépendants. Le plan osculateur est
R? x {0}.

La "réciproque" de I'exemple ci-dessus est vrai :

Lemme 1.13. Soit A un arc géométrique de R™ dont le plan osculateur en chaque point est
égal a un plan V' C R™ fixé. Alors I'arc est contenu dans un plan affine paralléle a V' :

Preuve: On se donne une application linéaire ¢ : R"—R"2 dont le noyau est V. On peut
prendre par exemple ¢(zvi + -+ + zpv,) = (21,...,2p-2) o0 {v1,...,v,} est une base de
R™ telle que vy,_1,v, soient dans V. Soit (I, f) un parameétrage de A. Rappelons que si ¢
est linéaire, ¢'(a) = ¢ en tout point a € R™. (précisément, si on note plutot d,¢ la différen-
tielle de ¢ en un point a € R™, la dérivée directionnelle de ¢ dans la direction u € R" est
dudu = S(9(a+ tu)) = £(a+ to(u) = d(u).) On a donc (G(£(1)) = ¢.F/(t) = 0 puisque
f(t) € V. Ceci implique que t — &(f(t)) est constante. Fixons ¢y € I, alors pour tout t € I,

0=9¢(f(t) = &(f(to)) = ¢(f(t) — f(to)) donc f(t) — f(to) € V, dou f(t) € f(to) + V. =

1.3 Longueur d’arc

Définition 1.14. Soit A C R™ un arc géométrique de classe C!, paramétré par (I, f),
p = f(a) et ¢ = f(b) deux points de A. On appelle longueur de 'arc pg de A I'intégrale

b
Lyul) = [ 17/ 0)

On appelle longueur de A la quantité L(A) = sup,, ;e 4 Lpq(A) € [0, +00].

On fait la vérification habituelle : la formule ne dépend pas du paramétrage. Soit (J,g) un
paramétrage de A, 0 le changement de paramétrage tel que g = fo#, [c,d] C J tel que 0([c,d]) =
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Chapitre 1 : courbes, théorie locale 1. Courbes dans R", généralités

[a,b]. Alors la formule de changement de variables pour ¢ = 6(s) donne

I
=

d d
[ g olas (0(s))8 ()] ds
= [ 1761116 () ds
b
- / /().

Remarque 1.15. Les grecs de 'antiquité savaient calculer des longueurs, mais pas dériver (le
calcul infinitésimal remonte & Fermat, Newton-Leibnitz soit 2000 ans plus tard...). Comment
faisaient ils 7 En approximant la courbe par des segments de plus en plus petits.

Définition 1.16. Pour o = {a =ty < t; < --- < t;, = b} est une subdivision de [a, b], on
définit

k—1
0 f,0) = Il (tiga) = FE)l,  puis  Lan(f) = supL(f, o) € [0, +00].
i=0 7

Théoréme 1.17. Soit A de classe C*, (I, f) un paramétrage de A, p = f(a) et ¢ = f(b), alors

qu(A) = Eab(f)'

Preuve: On montre d’abord l'inégalité Ly (A) > ¢(f,0). Soit o ={a =ty <t; <--- <t =b}
une subdivision de [a, b]. Pour chaque i € {0,...,k — 1} :

tit1 , tivr1 ,
1f(isn) — £t = I / Ftdt) < / 1F(6)]1dt.
En sommant de 0 & k£ — 1, on obtient

b
(f.0) < / £/ (®)lldt = Lyg(A),

puis 'inégalité voulue en prenant le sup sur les subdivisions o.
L’inégalité reciproque est plus délicate. Fixons € > 0, nous allons montrer que

b
talf) > / 1/ (®) |t — 2¢(b — a), (1.3)

ce qui donnera I'inégalité voulue en faisant tendre e vers 0. Observons que si f’(t) est constante
sur un intervalle [c,d] on a égalité suivante :

d d d
H/ f’(t)dt\=||/ f’(C)dtll=Hf’(C)(d—C)H=||f’(0)\|(d—0)=/ 1r@lde— (1.4)
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Chapitre 1 : courbes, théorie locale 1. Courbes dans R", généralités

On se rapproche de cette situation optimale en comparant f/(¢) a des constantes. Puisque f’ est
continue, elle est uniformément continue sur le compact [a, b] par le théoréme de Heine. Il existe
donc § > 0 tel que

Vs,t € [a,b], |[t—s|<d = |f(t)—f(s) <e.

On prend une subdivision o de [a, ] telle que ;41 —t; < J. On a

z+l 7.+1 tit1
||/ (t)dt]| = H/ dt+/ £ — f(t)dt]| (en écrivant X =Y + X — Y)
14 1 141
> H/ dtuu/ ()del|  (avee ||X + Y| = 1X]| = IY])
tit1 tit
> / £t |t — / £ — f(t)lldt (avee(1.4))
tit1 , tit1 , , tit1 , ,
> / s <t>||dt+/t 1)l 1If <t>||dt—/t 1F(0) — f/(t)llde
(eﬁcore avec X =Y + X — Y dans l'intégrale de gauche )
tit1 tit1
> / 1F(6) |t — 2 / 1F(t) — £ (0lldt,  (avee [|X]| — (Y]] = —|IX — Y1)
1ti+1 i
> / 17 (0)]|dt — 2e(tisn — ).
t

i

par choix de § et de 0. D’on
it 1 tit1 ,
£ (bisr) — £t = I / (t)dt]| > / £ (8)]|dt — 2 (tin — )

et on obtient I'inégalité ¢(f, o) > f |/ (¢)||dt — 2e(b — a) en sommant sur i, d’ou (1.3) . O

Remarque 1.18. Le chemin le plus court (de plus petite longueur) entre un point p et un
point g est le segment [0,1] 5 ¢ — tq+ (1 — ¢)p. C’est évident en termes de subdivision (découle
de I'inégalité triangulaire). En termes d’intégrale, si f joint p a ¢ :

b b
1) — F(@)]| = | / F(t)dt]| < / £/ (1) |t = Lyg(A)

et par ailleurs la longueur [0,1] 5 ¢ — tq+ (1 — t)p est exactment fol llg — plldt = ||f(b) — f(a)]|-

Beaucoup de quantités géométriques auront des expressions plus simples pour un paramétrage a
vitesse constante, en particulier si la vitesse est 1. Commencons par montrer I'existence d’un tel
parameétrage.

Proposition-Définition 1.19. Soit A C R™ un arc géométrique régulier de classe C''. Alors il
existe un paramétrage (J, g) de A, dit paramétrage par longueur d’arc, tel que ||¢'(s)|| =1
pour tout s € J.

Notes du cours N1IMA6011, 2015-2016 8 Laurent Bessiéres



Chapitre 1 : courbes, théorie locale 1. Courbes dans R", généralités

Preuve: Soit (I, f) une paramétrisation de A. Soit a € I, posons s : [— R,

(1) = / 1720 | s

Alors s est de classe C1 et s'(t) = ||f/(t)|| > 0 pour tout ¢ € I, donc s est un difféomorphisme.
Posons J = s(I) et notons 6 : J— I sa réciproque. Alors g = f o § vérifie

RO
@~

lg' (@)l = [1lF ()6’ (w)l| = 1 (t) 5= ]

1
s'(t)

Remarque 1.20. (1) En particulier si [a,b] C J, la longueur de l'arc g(a)g(b) C A est b—a.
(2) Sig= fobetg,f sont deux paramétrages par longueur d’arc, 0(t) = +t + C.

(3) En dérivant 'égalité (¢'(s),¢’(s)) = 1 on obtient 2(¢'(s), ¢"(s)) = 0, donc ¢'(s) et g”(s)
sont orthogonaux. Le point g(s) est donc birégulier si et seulement si ¢g”(s) # 0.

ExeEMPLE 1.21 (Cercle de rayon R). Pour un cercle de rayon R dans R", centré en p, contenu dans

un plan affine V,
g(s)=p+ Rcos(%)7 + Rsin(%)?,

ou {U, U} est une base orthonormée de V.

1.4 Courbure

Définition 1.22. Soit A C R™ un arc géométrique régulier, (J, g) un paramétrage de A par
longueur d'arc et p = g(s) un point de A. On appelle courbure de A en p

Ka(p) = llg"(s)]]

S’il n’y a pas d’ambiguité on notera simplement K4(p) = K(p). Vérifions la définition : soit
(I, f) un autre paramétrage de A par longueur d’arc,  le changement de paramétrage tel que
g = fo6. Reprenons la formule (1.2), valable pour g = f o § quelconques, t = 0(s) :

g"(s) = f"(0)0'(s)* + ' (£)0" (5). (1.5)

Or ¢ = 41 donc 0% =1 et 0" =0, d’ot1 g"(s) = f"(t).

EXEMPLE 1.23.  Pour un cercle de rayon R, la courbure est 1/R.

Notes du cours N1IMA6011, 2015-2016 9 Laurent Bessiéres



Chapitre 1 : courbes, théorie locale 1. Courbes dans R", généralités

Le paramétrage par longueur d’arc peut-étre délicat a calculer donc il est utile d’avoir une formule
de la courbure pour un paramétrage régulier quelconque de 'arc. Soit (I, f) un tel paramétrage,
(J,g) un paramétrage par longueur d’arc tel que g = f o 6. Il suffit d’exprimer 6'(s) et 6”(s) en
fonction de ¢ dans la formule (1.5). On a

L= lg'(s)ll = [LF' @) ()]l = [LF O)1]6"(s)]

donc
1 1

OEEREONAO
oy = o LLTON) g 0S10)

0/(8)2

En dérivant

(f'@), f'(£))? IR ONI0)
En posant 7 = %, on obtient au point p = g(s) = f(¢) :
" ) — f// B f// ?> ?
/6= 7~ 7 7)™ -

On commente la formule (1.6) : elle dit que ¢”(s) est le projeté orthogonal de % sur 7+. En

appliquant le théoréme de Pythagore on en déduit :

f" >2 B ((f’(t),f”(t)>>2_

KGP e = (i e

Interprétation cinématique On peut reformuler (1.6) de la maniére suivante. Supposons la
courbure non nulle et posons V= u?féign 1 ?, alors

£ = ("7 + I OIPE @)V (1.7)

On y voit que accélération f”(t) se décompose en une composante tangentielle et une compo-
sante centrifuge. Imaginez qu’en voiture vous accélériez dans un virage. La force ressentie est pour
partie dirigée vers son siége (due a la pression sur I'accélérateur) et pour partie vers l'extérieur
du virage (composante centrifuge). La courbure n’intervient que dans cette derniére.

Remarque 1.24. La continuité de la courbure explique pourquoi on ne peut pas recoller de
maniére C2 un segment de droite, de courbure nulle, et un arc de cercle, de courbure 1/R.

1.5 Cercle osculateur

Etant donné un arc géométrique A et un point p € A, la tangente & A en p réalise une approxi-
mation de A a l’ordre 1 au point p. Existe t’il une courbe (simple) faisant mieux, i.e. approximant

Notes du cours N1IMA6011, 2015-2016 10 Laurent Bessiéres



Chapitre 1 : courbes, théorie locale 1. Courbes dans R", généralités

A alordre 27 Oui, le cercle tangent & A en p de rayon 1/K(p) contenu dans le plan osculateur
(lorsque K (p) # 0, sinon la tangente convient). Dit autrement, c’est un cercle du plan osuclateur
avec méme vitesse et courbure que l'arc au point considéré.

Définition 1.25. Soit A un arc géométrique régulier, p € A tel que K(p) # 0. Soit (J, g)
un paramétrage de A par longueur d'arc. On appelle cercle osculateur a A en p, le cercle
C(A,p) contenu dans le plan osculateur, de centre p + ﬁ7, de rayon 1/K(p).

Proposition 1.26. Supposons que g(0) = p et soit (K, h) un paramétrage par longueur d’arc
de C(A,p) tel que h(0) = p. Alors

9(s) = h(s) + o(s)

Preuve: Dans le plan osculateur muni du répére (p, ?(0), 7(0), le paramétrage par longueur
d’arc d'un cercle de rayon R centré en (0, R) (avec position (0,0) au temps 0) est

s+ (0,R) = (0, R) + R(sin(s/R), — cos(s/R)).
(en faisant subir une rotation de —7/2 a la formule habituelle) On a h/(s) = (cos(s/R),sin(s/R))
et h'’(s) = %(— sin(s/R),cos(s/R)) d’ou en faisant le développement limité en s = 0 : h(s) =
(0,0) + s(1,0) + %(0, +) + o(s?) soit

82
M) =p+570) + 5 £ 7(0) +o(s?)

Par ailleurs le DL de g(s) donne

2

9(s) = g(0)+59'(0) + Tg"(0) + ofs?)
2

= p+s7T0) + FE@PT(0) +o(s?).

et comme on a posé R = %, on a bien g(s) = h(s) + o(s?). O

1.6 Invariance par isométries

Nous voulons montrer que longueurs et courbures sont invariantes par isométries de R”. Cela
nécessite quelques rappels.

Définition 1.27. On dit que F' : R"— R" est une isométrie si d(F(z), F(y)) = d(x,y)
pour tous z,y € R™.

Notes du cours N1IMA6011, 2015-2016 1]. Laurent Bessiéres



Chapitre 1 : courbes, théorie locale 1. Courbes dans R", généralités

On rappelle que les éléments du groupe orthogonal sont les isométries linéaires :

O(n) = {M € M,,(R) | '"M.M =1,}

ou I, est la matrice identité de M,,(R). En effet,

M€ O(n) & VreR" (Mz,Mz)= (zx!MMz)=(x,z)
& Vo e R",[|Mz|| = |||

Théoréme 1.28. Une isométrie ' : R"— R" est une application affine, i.e. il existe L € O(n)
et v € R" tel que Vo € R, F(x) = L(z) + v. En particulier elle est de classe C°.

Preuve: Sion compose F avec une translation 7" qui raméne F'(0) en 0, on obtient une isométrie
G = ToF telle que G(0) = 0. Il suffit de montrer que G est linéaire et alors F' = T~! o G comme
voulu. Puisque G est une isométrie, elle envoie segments sur segments et donc droites sur droites.
Comme G(0) = 0, G envoie droites vectorielles sur droites vectorielles et en fait G(tu) = tG(u)
pour tout vecteur u et réel t. Si u et v sont unitaires et orthogonaux, G(u) et G(v) aussi (en
utilisant ||u — v|| = v2/2 = ||G(u) — G(v)]|). Il s’ensuit que G envoie une base orthonormée

(e1,- - ,en) sur une base orthonormée (uq, - , uy). On raisonne par récurrence sur la dimension
n. Sin = 1 on voit que G(z) = x ou G(x) = —=z. Considérons le rang n + 1 en supposant le
résultat vrai au rang n : la restriction de G a vect{ey, - - ,e,} a valeurs dans vect{uy, - ,u,} est

linéaire. Considérons alors x = x1e1 + -+ + Tpep + Tntr1€nt1 = Y + Tpri€nt1. La droite passant
par y de vecteur e, est envoyée sur la droite passant par G(y) de vecteur w41, et G(z) est
a distance |zp41] de G(y). On conclut que G(z) = G(y) + Tpt1€n+1 en considérant I'image du
segment joignant e,y a x. O

On en déduit :

Proposition 1.29. Soit F': R"— R" une isométrie.
(1) Si (J,g) est un paramétrage par longueur d’arc, alors (J, F' o g) aussi.
(2) Soit A un arc géométrique et p € A. Alors K4(p) = Kroa(F(p)).

Preuve: D’aprés le théoréeme 1.28, il existe L € O(n) fixé tel que D, F = L pour tout = € R™.
(1) Pour tout s € J,

I(F 0 9)'(s)l] = [|Dg(s) F.g'(8)I| = |IL.g"(s)| = 1.

Rq : en fait il suffit que D) F soit orthogonale pour tout s pour que ce calcul soit valable.
(2) Prenons (J, g) un paramétrage de A par longueur d’arc. Alors, pour tout s € J,

1(F 0 9)" ()l = [[(Dg(s)F-g"(8))'ll = [(L-g(s))'1] = [|IL-g" ()] = [lg" ()]
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2 Courbes dans R?

On travaille dans R? euclidien, orienté par la base canonique (_z>, 7) On note i : R2— R? 1a
rotation d’angle +m/2. C’est aussi, via 'identification R? ~ C, (a, b) — a + ib, la multiplication
complexe par ¢. On sait donc donner un sens & "la gauche" d’un vecteur u donné, ¢’est la direction
tu. On peut alors donner un signe & la courbure d’'un arc régulier, selon que la courbe tourne &
gauche ou & droite de son vecteur vitesse.

2.1 Courbure algébrique

Définition 1.30. Soit A un arc géométrique orienté régulier de paramétrage par longueur
d'arc (J, g). On appelle courbure algébrique en p = g(s) € A I'unique réel k4(p) satisfaisant

g"(s) = ka(p)ig'(s) (1.8)

En effet ¢” L ¢’ donc ¢” est colinéaire a ig’. On a évidement |ka(p)| = Ka(p). On commettra
I’abus de notation d’écrire k4 (p) = k(s) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. De maniére équivalente,

k(s) = (g"(s),ig'(s))-

Remarque 1.31. En notant 7 = ¢/(s) et @ = i7 le vecteur normal tel que {7, 7} soit
directe, on a

En effet 7' = (i7) =i7 =ik = k7.

On peut également écrire la courbure algébrique comme vitesse de rotation du vecteur vitesse,
soit k = 6’ ot 0 & valeurs dans R est I'angle orienté du vecteur vitesse avec une direction fixe.
Précisément :

Proposition 1.32. Soit (J, g) un arc géométrique orienté régulier de classe C?.
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(1) Il existe 6 : J— R de classe CP~1, unique modulo 27 telle que

= g i0(s)
=2 _(5) =e"'%,
1o

(2) Si g est paramétré par longueur d’arc,

k(s) =6'(s).

Preuve: 1) On identifie R? & C. La fonction @ doit vérifier b’ = i'e?® = i0'h, soit §' = —i%’. On
pose donc, pour sg € J,

S !/

6(s) = 6(s0) +/ —iﬁ(t) dt, h(so) = €960).
50

On a (he_ig), =h'e ¥ —igle ¥ = 0, et donc h(s

2) Puisque ¢’ = 7 (s) = (cos(d(s)),sin(f(s)), 7' =

d’apres (1.9). D

= —
I
> >

2.2 La courbure algébrique détermine la courbe

Imaginez que vous étes enfermé dans le coffre d’une voiture roulant & vitesse constante. Pouvez-
vous reconstituer le trajet a partir des accélérations ressenties ? OUI (théoriquement). Mathé-
matiquement : La courbure algébrique détermine la courbe (& isométrie pres : il faut connaitre
position et vitesse initiales).

Théoréme 1.33. Soit k& : I— R une fonction de classe C?, p > 0. Alors il existe, 3 isométrie
prés, un unique arc géométrique orienté A de classe CP*2 dont k soit la courbure algébrique.

Preuve: Soit k£ : I— R une fonction de classe CP, p > 0. Fixons un angle 6y € R et un point
po € R2. Pour sg € I, on pose 0(s) = fsso k(t) dt, puis on intégre le vecteur vitesse 7 := e® :

s

g(s) = po + / e ® gt

0

Alors ¢ = €' est paramétré par la longueur et ¢ = 8'ie’ = kig’. L'unicité de la courbe telle que
g(s0) =poet ¢ (s0) = e'% est claire puisque k et 6y déterminent 6, puis 6 et py déterminent g. [

Remarque 1.34. L’unicité est fausse avec la courbure simple.

Notes du cours N1IMA6011, 2015-2016 14: Laurent Bessiéres



Chapitre 1 : courbes, théorie locale 2. Courbes dans R?

EXEMPLE 1.35. La clothoide est la courbe de courbure algébrique k(s) = as, a > 0. On a 6(s) = “T“’?
d’ou .
g(s) = g(0) —|—/ (cos(as?),sin(as?)) ds.
0

C'est la trajectoire parcourue en voiture si on tourne le volant a vitesse constante. Elle est utilisée dans
les constructions de routes ou de rails pour raccorder des droites et des arcs de cercle sans faire d'acoup.

2.3 Formules

Paramétrage quelconque. Si (I, f) est un paramétrage régulier quelconque, on a f'(t) =
[If/()]| 7, et au point p = f(t) d’apres (1.7)

F'@& =T+ I OIPK@)T = (" 7)7 + [1f (O1Pk(s) T,

donc
det(f', ") = |If' ()] Pk(s),
doi si f = (z,y),

det(f,, f//) x/y// _ x//y/
k(p) = = . )
W= = @ gy (1.10)

En coordonnées polaires. Soit f est donnée par f(6) = r(#)e?, alors
f/ — T/ew + m-ew’ f// — T//ez'e + 2r/iei9 . Tew — (7"// _ T)ew + 2riei0,

d’ou

o det(f', f") 2’2 42 — !
W= TreE o

Définition implicite. On peut définir un arc géométrique de maniére implicite, c’est-a-dire
comme ligne de niveau d’une fonction : {(z,y) € R? | F(z,y) = 0} ot F : O C R2—= R est de
dérivée non nulle. Rappelons le théoréme des fonctions implicites :

Théoréme 1.36 (Théoréme des fonctions implicites). Soit O un ouvert de R™ x R™ et
F € CP(O,R™) (ot p > 1). On suppose qu'en (z9,y0) € O, DyF(xo,yo) est inversible, alors il
existe un voisinage ouvert U x V de (zo,y0) et ¢ : U— V une application de classe C? telle que

(($,y)EUX‘/, F(x,y)=0)<:>(:z:6U,y:¢(:U))

De plus on a D¢(z) = —(DyF(zo,y0)) ' Do F (20, y0)
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Ici DyF : R™— R™ est la différentielle par rapport & la variable y. Dans le cas n = m = 1 on
obtient que A = {F(x,y) = 0} peut étre décrit au voisinage (zo, yo) comme le graphe {(x, ¢(x))}.
En particulier on a le paramétrage régulier t — (¢, ¢(t)). Si (I, f) est un paramétrage régulier
quelconque de A, on a en dérivant F(f(t)) = 0 que (VF, ') = 0. En dérivant & nouveau,

YF(fLf)+(VF,f) =0

Au signe pres, Hg?\\ = 77. Donc en utilisant (1.7),
"
k) = WY V)
L7211 [Lf72]
[ f ) 1
= iD2F< ,

AL NIV ]
Au signe prés I H :l:zHVF En notant 0,F = 8—5 et O, F = %F, VF = (0,F,0,F) donc
f (—0yF,0. F)
K + ||yVFH . On obtient

2 F 92 F\ (—0,F 1
K(p) = i—aF,ﬁxF<m y)( )
W= =CORREN e atr) \ op ) TNEP

i89%,9517(63,11)2 — 202, F0, FO,F + 02, F (0, F)?
((0:F)2 + (9,F)2)*

3 Courbes dans R?, dites courbes gauches

On cons1dere maintenant un arc géométrique A dans R? euclidien, orienté par la base canonique
(_> 7 k ). Contrairement & R? ou A peut tourner & gauche ou & droite (sens direct ou indirect),
dans R3 il n’y a Das de gauche ou de droite pour A induit par la base canonique : on peut
toujours envoyer 1 sur un vecteur vitesse 7 de A par une isométrie directe, mais celle-ci n’est
pas unique puisqu’on peut la composer avec n’importe quelle rotation d’axe ?, j donc pas
d’image privilégiée. Nous avons bien au quotidien une notion de gauche et de droite, mais_celle-ci
vient de ce que nous avons 2 axes naturels, définis par la vision ( devant-derriére : i ) et la

%
gravité ( haut-bas : k). L’arc A n’a qu'un axe devant-derriére (7).

On définira donc la "gauche” comme la direction vers laquelle tourne ’arc dans son plan oscula-
teur. On pourra ensuite parler de "haut” et de "bas”.

Pour cela nous supposerons A birégulier dans toute cette section. Soit (J, g) un paramétrage de
A par longueur d’arc.

3.1 Triédre de Frenet, torsion
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Définition 1.37. On appelle triedre de Frenet de A la base orthonormée directe

(7,7, ?) définie par

T, =l F=7aV (111)

On a besoin de 'hypothése de birégularité pour définir 7. On rappelle que Ie_Produit vectoriel
g a e oo . - = - = =

/i} : ]R_}x R_)—)R est 'application bilinéaire antisymétrique vérifiant ¢ A j = k, j Ak = ¢ et

kA i = j.Illsensuit que (z1,z2,23) A (Y1, Y2,y3) = (x2ys — x3y2, —(T1Y3 — X3Y1), T1Y2 — T2Y1)

et aussi l'égalité par I’égalité
(X NY,Z) =det(X,Y, 2),

pour tous X,Y,Z € R3, le déterminant étant celui des coordonnées de X,Y,Z dans la base
canonique. En particulier X AY est orthogonal & X, Y. On a plus 1’égalité

X AY[]P+(X,Y) = I X[]P||Y]*

Si e1,e9 sont des vecteurs orthonormés, es = e1 A eg est tel que (eq, ez, e3) est orthonormée et
directe (i.e. de déterminant +1).

Rappelons que 7' = K7 ou K est la courbure (la non algébrique, celle qui est toujours positive
ou nulle). On peut également exprimer 7’ et F’ grace aux relations de Frenet :

Proposition 1.38. |l existe une fonction 7' : J— R, appelée Torsion, telle que

7! 0 +K7 0
7 — _K7 0 -T#
3 = 0 +T7 0

Preuve: On a les relations

1 = (7,7)=(7,7)= (8.7,
0 = (7,7)=(7,8)=(7,5).

En dérivant <?,?> on a <F’,?) = 0. On dérivant (7,?% on obtient (7’,?} = —<?,?’>,

qui est égale & 0 puisque 7/ = K7. Donc [’ est colinéaire & 7. On appelle T le réel tel que

B =T17.
En dérivant (77, 7) on a (7, 7) = 0. En dérivant (7, 7) on obtient (7, 7) = —(7, 7’), qui
est égale 3 K. En dérivant (7, #) on obtient (77, ?) = (7, ?’), qui est égale a —T. O

La torsion mesure le défaut de planeité de la courbe. En effet si la courbe est contenue dans un
plan, ce plan est parallele & vect{7, 7/} qui est donc constant. Alors F — 7 A7 également,
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donc ?’ = 0, la torsion est nulle. Réciproquement, si B’ = 0 alors F = 7 AV est constant. Le
plan osculateur vect{7, 7} = [~ est constant et on a vu (lemme 1.13) que cela impliquait que
la. courbe soit contenue dans un plan. On peut le redémontrer ici : puisque 71 (g, B)=0
donc par intégration (en utilisant ?/ =0), (g, ?> est constant. Il s’ensuit que g(s) —g(so) L 5,
Cest & dire que g(s) € g(so) + F+. Un développement limité, utilisant ¢”(s) = (K7/) =
K'V + K(-K7 +T#), donne

52 83
9s) = 9(0)+57(0) + TKT)O0) + (KT ~ K*7 ~ KTH)(0) + ofs")

= 9(0)+ (s - K;‘Ss) 7+ (Kj - K(;83> V- K?g? +o(s%).

Pour s > 0 petit, le coefficient de 7 est positif (on va "a gauche”), celui de F est négatif si T > 0
(on descend), positif si T < 0 (on monte). Dés que T # 0, la courbe traverse son plan osculateur.

3.2 Courbure et torsion déterminent la courbe

Si on connait la courbure, qui indique de combien on tourne "4 gauche”, et la torsion, qui indique
de combien on monte ou on descend, on doit pouvoir reconstituer la trajectoire 7 Effectivement,
la courbure et la torsion déterminent la courbe :

Théoréme 1.39. Soit K € CY(I,R%), T € C°(I,R), (?0,70,30) un repére orthonormé
direct, so € J et p € R3. Alors il existe un unique arc birégulier (J, g) de classe C3, paramétré par la

longueur, de courbure K et de torsion T, dont le repére de Frenet en g(so) = p est (?0, 7o, ?0).

Preuve: Les relations de Frenet écrites en coordonnées équivalent au systéme suivant :
/

T To T3 0 K 0 L To T3
vi v v3| =|-K 0 -T]|.lvn v vs
fr1 B2 Bs o T 0 1 B2 Bs
soit
O'(s) = M(s)O(s), (1.12)

ou les lignes respectives de O(s) sont les coordonnées de ?, 7, B respectivement, par exemple
dans la base (?0, 7o, ?0). La condition initiale se traduit donc par O(sg) = Ids. L’équation
différentielle (1.12) étant linéaire d’ordre 1 et la fonction s — M(s) étant continue sur J, le
probléme de Cauchy ( (1.12), O(sg) = Ids) admet (par le théoréme de Cauchy-Lipschitz) une
unique solution s — O(s) définie sur J. Vérifions que O(s) reste orthogonale (ses vecteurs lignes
sont alors orthonormés), c’est a dire que ‘0.0 = Ids ou de maniére équivalente O.!O = Ids. On
a

d%(O.tO) = 0''0o+o0.('oY

= MO.'O+0.,MO)
MO0 +0.'0'M
= MO.!O-0!OM
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en utilisant I'antisymétrie de M. Cela signifie que s — O.'O vérifie aussi une équation différen-
tielle linéaire d’ordre 1 sur .J, de condition initiale (0.!O)(sg) = Ids. Puisque la matrice identité
Ids est solution de cette équation et de méme condition initiale, I'unicité de Cauchy implique
que (0.'0)(s) = Ids pour tout s € J. On définit alors g par intégration :

ﬂ$—p+/iﬂwﬁ.

Remarque 1.40. Le théoréme est faux sans I’hypothése K > 0 : d’abord la torsion n’est pas
définie ; ensuite méme pour une courbe restreinte & un plan, sans signe sur la courbure on ne
peut distinguer un virage & gauche d’un virage & droite.

3.3 Formules

Pour le paramétrage par longueur d’arc (J,g), on a

g =7
R
' = K7+ K7
_— K74+ K7V -KTH

En particulier
det(g', g//’ g///) _ _KQT

Pour (I, f) un paramétrage de A, et 6 le changement de paramétrage tel que f =go#6, on a
f/ — 9/9/
f// _ 9//9/ + 0/29//
f/// — 9///9/ _|_ 39/9//9// _|_ 0/391//

d’ott
I A £ l= 10K
et
det(f/, f//7 f/”) — det( /g/’ 0/29//7 9/39///) — 9/6(—K2T)
donc

_ A

K= 7 4T

[N K. AP
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2 Sous-variétés de R"

2.1 Introduction

Une sous-variété de dimension d dans R™ est un objet qui ressemble localement au modéle
R? x {0} C R™. La ressemblance doit étre assez forte pour exclure les cones par exemple, qu’on
ne veut pas comme sous-variétés.

On définit donc une sous-variété comme déformation de RY x {0} par des difféomorphismes locaux
ambiants de R" :

Définition 2.1 (définition locale par redressement). Soitn >d e N, k€ N* U {occ}.
On dit qu’une partie M C R" est une sous-variété de R”, de dimension d, (de classe C*)
si pour tout x € M, il existe un voisinage U de x dans R", un voisinage V de 0 dans R" et
f : U=V un C*-diffeomorphisme tel que

fUNM)=Vn @R x{0}).

Bon, on a une définition qui tient la route mais qui n’a pas lair trés maniable. Comment on ferait
en pratique pour montrer que S? = {x? + 32 + 22 = 1} C R? est bien une sous-variété ? Nous
allons donner plusieurs formulations équivalentes de cette définition. Selon les cas, on pourra
essayer I'une ou l'autre pour montrer qu'un objet est, ou n’est pas, une sous-variété. Observons
qu’on peut représenter un sous-espace vectoriel R x {0} de R™ de plusieurs maniéres :

(1) Comme le noyau dune application linéaire : R? x {0} = ¢g71(0) = ker g out

g:R'— R4 (X1, oy Tn) = (Tdats -y Tn)-

20
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Plus généralement, tout d-sous-espace vectoriel de R™ est le noyau d’une application
linéaire R"— R"~? surjective (par le théoréme du rang, dimension du noyau= n— dimen-
sion de l'image).

(2) Comme l'image d’une application linéaire : R? x {0} = h(R?) oul
h:Rd%Rn, (xl,...,xd)v—>(xl,...,xd,O,...,O).
Plus généralement, un d-sous espace vectoriel de R” est I'image de h : R%— R™ linéaire

injective.

On va également caractériser une sous-variété générale en termes d’image et de "noyau", de
certaines applications différentiables. On a besoin d'un peu de calcul différentiel.

2.2 Immersions, submersions.

Soit E, F' deux espaces vectoriels normés (de dimension finie pour rester simple), U C E et
V C F deux ouverts, un point a € U et une application f : U— V différentiable en a. On note
dof : E— F sa différentielle, i.e. 'unique application linéaire telle que pour tout u € E voisin de
0:

fla+u) = £(a) + daf (u) + o{u).

Note : on peut trouver dans la litterature les diverses notations :

dof = Daf = Df(a) = f'(a)

Définition 2.2. On dit que f est une immersion en a € U si sa différentielle d,f : E— F
est injective. On dit que c'est une immersion sur U si c’est une immersion en chaque point de
U.

On dit que f est une submersion en a € U si sa différentielle d, f est surjective. On dit que
c'est une submersion sur U si c’est une submersion en chaque point de U

Clairement dim E' < dim F' si f est une immersion, dim £ > dim F' si f est une submersion.

EXEMPLE 2.3. Soit p,q < n des entiers. Les exemples fondamentaux sont
linclusion RP—R", (z1,...,2p) = (T1,...,2p,0,...,0)
pour l'immersion et
la projection R"—=RY,  (21,...,Z¢, Zgt1,--,Tn) — (Z1,...,Zq)

pour la submersion. Autres exemples :
- un arc paramétré (I, f) régulier dans R™ est une immersion de I dans R™, en chaque point. En
effet, la différentielle d;f : R—R™ est injective ssi f'(t) # 0, vu que dif.u = f'(t)u (u est un
scalaire).
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- Une application f : R™— R est une submersion en x si et seulement si d, f # 0. En effet I'image
d. f(R™) est soit {0} soit R tout entier, vu que c'est un sous-espace vectoriel de R. Si d,, f n'est pas
I'application nulle, son image est donc R. En notant 9, f(z) = ggf, (x) la dérivée partielle de f par
rapport a la variable x;, cela revient a vérifier que le vecteur gradient V. f = (01 f(x),...,0nf(z))
n'est pas nul.

Nous allons voir que, a diffeomorphisme local pres, les exemples fondamentaux ci-dessus (in-
clusion et projection) sont les seuls. On appellera difféomorphisme local de R™ au voisinage de
ro € R™ un C*-diffeomorphisme ¢ entre un ouvert contenant xo et un ouvert contenant ¢(zg).
Pour simplifier les énoncés, on travaille au voisinage de 0, le cas général étant laissé au lecteur.

Proposition 2.4 (Redressement des immersions). Soit @ C R? un ouvert et h: Q—R"
une application de classe C*, qui est une immersion en 0 € . Alors il existe un C*-difféomorphisme
local H de R™ tel que au voisinage de 0 :

h(zi,...,xq) = H(z1,...,24,0,...,0),

c'est-a-dire h = H oy ot iy : R9— R% x R"~? est I'inclusion z ~ (z,0). De maniére équivalente,
Hloh= 1.

Autrement dit, H~! redresse h en 'inclusion.

Preuve: Soit h comme dans ’énoncé. La matrice jacobienne de h en 0 est

Joh = (8jhi(0)) 1<i<n,

1<5<d

ot h = (h1,...,hy) et 0jh;(0) := gﬁ;ﬁ (0) dénote la dérivée partielle de h; par rapport a la variable
xj. Puisque dph est injective par hypothése, par le théoréme du rang (dim ker doh + dim Imdogh =
dimR%) la matrice Joh est de rang d. Quitte & permutter les coordonnées a I'arrivée (ce qui
revient & composer h avec un isomorphisme de R™), on peut supposer que les d premiéres lignes
de la matrice sont indépendantes (composer revient a échanger h; <+ hj, donc les lignes de Jyh).

La matrice A = (0jh;(0))1<i<a est alors inversible. On "étend" h localement dans R™ en une
1<5<d

application H : Q x R"~¢ ¢ R"— R" de classe C* vérifiant H(0) = 0 en posant

(.%'1, e gy Y1y - - 7y7l7d) — (h1($)7 ey hd(x)a Y1 + h’d+1(x)7 <y Yn—d + hd(flf)),

ou x = (x1,...,x4). Clairement H(z,0) = h(x) pour tout z € Q.

La matrice jacobienne de H en 0 € R" est de la forme

A 0
- (4,0

et est donc inversible. Par le théoréme d’inversion locale, H est un C*-difféomorphisme local de
R™ au voisinage de 0. ]
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EXEMPLE 2.5.  Un arc paramétré régulier (I, f) de R™ (pas nécessairement injectif) est une immersion.

Proposition 2.6 (Redressement des submersions). Soit U C R" un ouvert, g : U—R?
une application de classe C*, qui est une submersion en a € U, telle que g(a) = 0. Alors il existe
un difféeomorphisme local G de R™ au voisinage de a :

go G (x1,... ) = (@1, ..., 2q).

De maniére équivalente, g o Gl = pry ou g = pry o G, avec pry : R" = R? x R" 79— RY,
(z,y) — x, la projection sur le premier facteur.

Autrement dit G~! redresse g en une projection.

Preuve: Soit g = (g1, ,gq) comme dans I’énoncé. La matrice jacobienne Jog = (0;9:(0))1<i<q, 1<j<n
est de rang ¢ par hypothése. Quitte a changer les coordonnées au départ, (en précomposant avec
un isomorphisme, ce qui permet d’échanger les colonnes de Jyg), on peut supposer que

B = (0;9i(0))1<i<q, 1<j<q

est inversible. On définit G : U— R™ de classe C* par

(1, zn) = (1(2),. .., 9q(x), Tgq1, ..., Tp).

Clairement g = pr; o G. La matrice jacobienne de GG en 0 est de la forme

B *
JoG = ( - Inq) |

Par le théoréme d’inversion locale, G est un C*-diffeomorphisme local au voisnage de a. ]

Remarque 2.7. On a écrit g o G~! = pry, la projection sur le premier facteur de RY x R4,
Quitte & échanger les coordonnées au départ (en précomposant ¢ par un isomorphisme), on peut
aussi écrire g o G~ comme la projection sur les ¢ derniéres coordonnées, i.e. la projection sur le
deuxiéme facteur de R"79 x RY :

(1, &n) = (Tn—gt1s-- - Tn)

Remarque 2.8. Les arguments ci-dessus montrent que si f de classe C! est une immersion
(resp. submersion) en un point z, elle I'est sur un voisinage de x (le déterminant des matrices
A et B est non nul en 0, donc sur un voisinage de 0 par continuité de df et du déterminant).
La composée de deux immersions est une immersion, la composée de deux submersions est une
submersion. Un difféomorphisme est une immersion et une submersion. Une immersion qui est
aussi une submersion est un difféomorphisme local.
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2.3 Caractérisations d’une sous-variété

On arrive a ’essentiel :

Théoréme 2.9. Soitn >det k€ N*U{oo}. Soit M une partie de R™. Sont équivalents :

(1) (Définition locale par redressement) M est une sous variété de R”, de dimension
d, de classe C*.

(2) (Définition locale implicite, “Noyau”) Pour tout a € M, il existe un voisinage U de
a dans R™ et g : U—R"? une application de classe C*, qui est une submersion en a,
telle que U N M = g—1(0).

(3) (Définition locale par paramétrage, “image”) Pour tout a € M, il existe un
voisinage U de a dans R™, un voisinage 2 de 0 dans R? et h : Q— U une application de
classe C*, qui est une immersion en 0, telle que h(0) = a et qui est un homéomorphisme
de Q sur U N M (muni de la topologie induite).

(4) (Définition locale comme graphe) Pour tout a € M, il existe un voisinage U de a
dans R”, un ouvert  de R?% et f : Q— R % une application de classe C* telle que, aprés
permutation éventuelle des coordonnées et identification R” = R?% x R"~¢,

UNM ={(z, f(z)) e R x R" 4| z € Q} = Graphe(f)

Preuve: Montrons que (1) = (2) et (3).
Soit U un voisinage de a dans R” et f : U— V C R” un C*-difféomorphisme tel que f(UNM) =
VN (RYx {0}). Si f = (f1,..., fn), définissons g : U= R par g = (fg41,..., fn), c'est-a-dire
g = Ppryo f oll pry : R” = R% x R* 4 R" % est la projection sur le deuxiéme facteur. Alors g
est une submersion et U N M = g~1(0).
Pour (3) définissons h: Q =V N (R? x {0})— U comme la restriction de f~! a (ouvert de R%)
Q. Alors h est une immersion de 2 dans R™ et un homéomorphisme de € sur M NU.
(2) = (1) Soit g : U—R" % la submersion définie au voisinage de a. Par la proposition de
redressement et la remarque 2.7, il existe G un difféomorphisme local de R™ au voisinage de a
tel que
go G N, ... xn) = (Taet, .- Tp).

au voisinage de 0. Alors G = f convient. En effet, notons U’ le voisinage de a ou G est défini,
V = G(U’) son image. Alors prooG(MNU") = g(MNU") = {0} donc G(MNU’) = VNpr, 1 ({0} =
V N (RY x {0}), comme voulu dans la définition 2.1.
(3) = (1) Par hypothése il existe deux ouverts  de R?, U de R” et h : Q— U une immersion en
0 tel que h(0) = a et telle que h : Q— U N M soit un homéomorphisme, en particulier () =
MNU). Par redressement des immersions (proposition 2.4), il existe H un difféomorphisme local
de R" tel que

H ' oh(zy,...,xq) = (x1,...,24,0,...,0) € R x R*¢,

Quitte & prendre U plus petit on peut supposer H ! défini sur U et on remplace 2 par h~1(UNM)
si besoin, de sorte qu’on a toujours h(2) = M NU. Par définition de H on a H 'oh(z) = (z,0) €
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RYxR"4 et si on note V = H~(U) on a exactement H~'(MNU) = H 'oh(Q) = VN(RIx{0}).
(4) = (3) Par hypothése il existe une identification R” = R? x R4 Q < R? un ouvert,
f: Q=R de classe C* et U un voisinage de z dans R" tel que

UNM ={(z, f(z)) | z € Q}

On deéfinit b : Q— R"™ = R x R"~ de classe C* par h(z) = (z, f(x)). La matrice Jacobienne de
h contient clairement un bloc I et est donc de rang d, ce qui prouve que h est une immersion.
L’injectivité de h est claire et A(Q2) = U N M. Enfin h est un homéomorphisme : si (z,y) et
(z',y') sont deux points de U N M tels que ||(z,y) — (/,y")|| < 0, vu que (z,y) = (z, f(z)) et
(@', y') = (&, F(@')), on a [|h~N (@) — b= (@, y)]| = |l — 2']) < [z — 2’y — || < 6, ie. b~
est continue (considéré définie sur U N M).

(2) = (4) C’est le théoreme des fonctions implicites. On refait la preuve. Soit g = (g1, .-, gn—q) :
U c R"—=R"“ la submersion au voisinage de a, telle que U N M = ¢g~1(0). Soit G un difféo-
morphisme local qui redresse la submersion de sorte que

Précisément G(z) = (z1,...,24,91(2), ..., gn—a(z)), qu’on peut supposer définie sur U quitte
a le restreindre. Soit V = G(U). Clairement G~ est de la forme G~(z,y) = (x, F(x,y)) ou
F : V—TR9 En particulier en restriction & V' N (R? x {0}) on a G~!(x,0) = (x, F(x,0)). On pose
donc Q =V N (R x {0}) et f: Q=R f(z) = F(x,0). Alors

MNU = GHQ)
{(z, f(z) |z € Q}.

Remarque 2.10. Dans (3) il ne suffit pas de demander que l'immersion soit injective : la
courbe ¢ :] — oo, 1[—=R?, t — (t2,t — t3) est une immersion injective mais M = ¢(] — oo, 1|
n’est pas une sous-variété de R2. Si U est un voisinage de (0,1) dans M, alors U \ {(0,1)} a 3
composantes connexes au moins; or si un difféomorphisme de R? envoie U sur un segment dans
R x {0} C R?, le segment privé de I'image de (0,1) aura 2 composantes connexes.

Définition 2.11. On appelle paramétrisation de M une application h : Q— R"™ qui est
une immersion et un homéomorphisme de Q sur un ouvert de M (i.e. U N M pour un ouvert
U de R™). On appelle paramétrisation locale une application h : Q— R"™ qui induit une
paramétrisation locale au voisinage de tout point de V. (3) affirme qu’on peut recouvrir M par
des ouverts qui sont des images de paramétrisations.

2.4 Exemples

EXEMPLE 2.12 (La sphére). La sphére S™ C R"*!, définie comme

{z=(21,...,2pp1) ER") |2+ 22 =1}
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est une sous-variété de dimension n de classe C*°. En effet S™ = g~1(0) ou
g:R"ISR, x»—)x%+~--+xi+1 -1,

est une submersion C*°, car J,g = (2z1,...,2x,4+1) est non nul si z # 0, donc en particulier sur S™.
L’application ¢ + (cost,sint) de R dans R? est une paramétrisation locale du cercle S*.

EXEMPLE 2.13 (Les tores). Soit

™ = {z:(zl,...,zn)EC"||zl|271:0,~~,\zn|271:0}

= {x:('xlv"'ax?ﬂ)ER2n|x§+$%_1:0"" "r%n—1+x%n_1:0}

C'est une sous-variété de dimension n de R?*" ~ C" (considérer la submersion adéquate). On peut
également le paramétrer localement par I'application

(t1,. . tn) > (e, ... e'™)  de R™ dans C™.

EXERCICE 2.14 (Tore de révolution). Soit 0 < a < b. Soit C' C R? le cercle centré en (b,0,0), de
rayon a, dans le plan des (z,0, z). Soit M I'ensemble des points parcourus par C' sous |'effet de toutes
les rotations d’axe (0,0,1). Construire une paramétrisation locale de M (paramétrer le cercle et faites
tourner).

EXEMPLE 2.15. L'arc paramétré (R, f), t +— (¢2,£3) n’est pas une immersion en 0, mais cela ne suffit
pas pour conclure que M = f(R) n’est pas une sous-variété de R? de classe C''. De méme dire que
M = g=1(0) ou g(z,y) = 23 — y? n’est pas une submersion en (0,0) n'est pas concluant. Raisonnons
par contradiction en supposant que M est une sous-variété. Alors d’aprés la caratérisation (4) c'est au
voisinage de (0,0) un graphe, de la forme {(z, F(z)) | x € Q} ou {(F(y),y) | y € Q, avec F de classe
C* définie sur Q voisinage de 0. Dans le premier M contiendrait des (z, F(x)) avec x < 0, ce qui est
exclu. Dans le deuxiéme, on aurait F3(y) = 42, soit F(y) = y>/%, mais cette fonction n’est pas dérivable
en 0.

EXEMPLE 2.16. Le cdne de révolution, C = {(z,y,2) € R3 | 22 + y? — 22 = 0} n'est pas une
sous-variété de R3. Le fait que I'application (x,v,2) — 22 + y? — 22 = 0 ne soit pas une submersion
en 0 ne suffit pas (il pourrait y avoir une autre submersion qui marche). Un argument de connexité fait
I'affaire. Si on pouvait redresser localement C' au voisinage de 0 en un disque de R? x {0} on trouverait
un voisinage épointé de 0 dans C' ayant deux composantes connexes, homéomorphe a une boule épointée
de R? x {0}, qui est connexe.

ExempLE 2.17.  Considérons Cy = {(x,y,2) € C'| z > 0} la partie supérieure de cone. Ce n'est pas
une sous-variété mais I'argument de connexité ne tient plus. On revient a la définition. Supposons que
1 soit un diffeomorphisme local de R? en 0, qui envoie un voisinage de 0 dans C, sur un ouvert de
R? x {0}. Considérons les vecteurs u; = (0,1,—1), uz = (0 — 1, —1) et ug = (—1,0,—1). Les courbes
vi(t) = t.u; sont définies sur R et dans C. pour t < 0, pour i = 1,2, 3. Alors les courbes ¢ — ¢ o~;(t),
sont dans R? x {0} pour ¢ < 0 voisin de 0. On peut calculer leur dérivée en t = 0, comme leur dérivée
a gauche :

ovi(t)—0

RQ
t— 0,6<0 t < x {0},

dotp.u; = dotp.;(0) =

donc do1) envoie {uy,ua,us} dans RZx{0}. Or {uy, ug, u3} est linéairement indépendante, cela contredit
le fait que do1 : R3>— R3 soit un isomorphisme.
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2.5 Espace tangent

Définition 2.18. Soit M une sous-variété de R™, a € M et v € R™. On dit que v est un
vecteur tangent 4 M en a s'il est le vecteur vitesse en a d'une courbe tracée sur M :

Jec ] — e,e[—R™ différentiable, ¢(0) = a, ¢(] —¢,¢[) € M, /(0) = v.

On note T, M D’ensemble des vecteurs tangents & M en a, qu’on appelle espace tangent & M en
a.

Proposition 2.19. Soit M une sous-variété de dimension d de R" et a € M. Alors T, M est
un sous-espace de vectoriel de R™ de dimension d.

Preuve: Revenons & la définition d’une sous-variété. Soit U un voisinage de a dans R™, V un
voisinage de 0 dans R™ et f : U— V un diffeomorphisme tel que f(U N M) = V N (R? x {0}),
f(a) = 0. Montrons que T,M = (d, )~ (R? x {0}).
Soit v € T,M alors il existe ¢ :] — ¢,e[—R" différentiable tel que ¢(0) = a, ¢(] —¢,¢[) C M et
' (0) = v. On peut supposer ¢ assez petit pour que c¢(] —¢,&[) C U. Alors foc:]—e,e[—R% x {0}
et

(fo0)(0) =deo) f-¢'(0) = dafv e RY x {0}.

dott dof(T,M) C RY x {0}, soit T,M C (dof) H(R? x {0}). Inversement, soit w € RY x {0}.
Posons ¢, (t) = f~1(tw) pour t €] — &,¢[, € > 0 assez petit. C’ est une courbe dans M telle que
cw(0) = a. En dérivant on obtient un vecteur v = dof~t.w = (df)~t.w € T, M puisque vecteur
vitesse d'une courbe de M. D’ou (dof) " (R? x {0}) C T, M. O

Caractérisons T, M suivant les différentes formulations de M.

Point de vue équation implicite Soit U un voisinage de a, g : U— R® % une submersion en
a telle que U N M = g=*(0). Alors

T, M = kerd,g

Les sous-espaces vectoriels T, M et kerd,g ayant la méme dimension, il suffit de vérifier que
ToM C kerdyg. Or si v € T,M est le vecteur vitesse en a d’une courbe ¢, :] —e,e[— M, on a
g o cy(t) = 0 pour ¢ voisin de 0 d’ou

dog.v = dag.cij(O) = (9 © Cv)l(o) =0
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et le résultat.
Le cas particulier g : R"— R (hypersurface d = n — 1) est inté ressant : Si on note

Jg Jg

v“g:(ai:cl""’ai%)’

le vecteur gradient de g, d,g.v = (Vq4g,v) pour tout vecteur v € R™, donc

T.M = {v e R" | (Vqg,v) =0} = Vagt

L’espace tangent est l'orthogonal du vecteur gradient de la submersion. Si g = (g1,- .-, 9n—d),
ker dg = Nker dg; donc
T.M = VaglL N...N Vagn_dL

Point de vue paramétrisation Soit U un voisinage de a dans R”, un voisinage V de 0 dans
R et h : V— U une paramétrisation de M telle que h(0) = a. Alors

T.M = doh(R?).

Puisque d,h est injective, dim doh(R?) = d et il suffit de montrer que T,M O doh(R%). Or pour
chaque vecteur v € R%, t > ¢,(t) = h(tv) est une courbe tracée sur M (pour ¢ proche de 0)
différentiable d’ou doh.v = ¢, (0) € T, M. Une base, souvent utile, de T, M est donné e par les dé
rivé es partielles

oh oh )
8901 R 8$d
En effet g—i = %h(xl, cey T F by xg) = dghee; € T,M et les vecteurs sont indé pendants

puisque dj, est injective.

point de vue Graphe Soit U un voisinage de a dans R", une identification par un automor-
phisme linéaire R” = R% x R"~% un ouvert V de R? et f : V—R"¢ une application de classe
C* telle que UN M = {(z, f(x)) € R? x R*~¢ | x € V}. Supposons que a = (zg, f(x0)), alors

ToM = {(w, dyy fw) € RY x R"™ | w € R} = graphe de dy, f.

En effet pour tout vecteur w € R?, la courbe t + (2 +tw, f(zo +tw)) € R x R"~% est contenue
dans M (t petit) différentiable dans R™ de vecteur vitesse en a égal & v = (w,dy, f.w). Ceci
montre que T, M contient le graphe de dg, f. Comme le graphe d’une application liné aire dé
finie sur R? est un sous-espace vectoriel de dimension d, on a é galité .

Notes du cours N1IMA6011, 2015-2016 28 Laurent Bessiéres



Chapitre 2 : sous-variétés de R 2. Sous-variétés de R”

La notion d’espace tangent permet de faire du calcul différentiel entre sous variétés : si M est
une sous-variété de R™ et N une sous-variété de R™, on peut donner un sens & la différentia-
bilité de F' : M— N en un point a € M. La différentielle est alors une application linéaire
doF" : ToM— Tr(q)N. Nous n’allons pas pénétrer dans ce vaste continent (hors programme) mais
simplement donner une nouvelle saveur au fait suivant bien connu : une fonction différentiable a
une différentielle nulle en un extremum. Le point intéressant est que la fonction sera définie sur
une sous-variété M, la différentielle sera nulle en restriction a I’espace tangent.

Théoréme 2.20 (extrémas liés).  Soit M une sous-variété de R™ de dimension d, F' une fonction
différentiable a valeurs dans R définie sur un voisinage de M. Si a € M est tel que F(a) est un
extremum local de Fjy, alors doFiy,pr = 0. De plus, si g = (g1,---,9n—a) est une submersion
telle que M = g=1(0), alors il existe (A1,...,\y_q) € R" 9 tels que

doF = Mdag1 + -+ + M—adaGn_d-

Les réels \; sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Preuve: Soit v € T,M et t — ¢,(t) une courbe tracée sur M telle que ¢(0) = a et ¢(0) = v.
La fonction d’une variable ¢ — F o ¢,(t) admet un extremum local en ¢ = 0, donc y est de
dérivée nulle. Or (F o ¢,(t))'(0) = d., (o) F.c,(0) = doF.v, dott dyF.v = 0 pour tout v € T, M.
Montrons la derniére assertion du théoréme. Puisque g est une submersion, les formes linéaires
dogi, - .., dagn—q sont linéairement indépendantes. Supposons que {dug1,...,dagn—d, doF'} soit
linéairement indépendante. Alors application linéaire de R” dans R"~4*+! définie par

v = (daqr1v, ..., dagn—qv, dg F')
est de rang n—d+1, donc de noyau de dimension d—1. Or le noyau contient T, M : puisque g = 0

sur M, T,M = kerd,g et on a vu que d,F(T,M) = 0. 1l s’ensuit que {dug1,- .., dagn—d, doF'}
est liée, et comme les n — d premiers éléments sont indépendants, on a le résultat. O
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On s’intéresse & la géométrie locale des surfaces ¥ C R? : longueur de courbes tracées sur X,
aires de domaines C X, courbure(s) de ¥. Comme on travaille localement, on supposera qu’il
existe une paramétrisation

f:UCR’ ST CR?

(immersion + homéomorphisme sur son image)

1 Premiére forme fondamentale

1.1 Rappels sur les produits scalaires

Si E est un espace vectoriel (réel), un produit scalaire sur F est (-,-) : £ x E— R bilinéaire
symétrique défini positif ((z,z) > 0,Vz # 0). Si E de dimension finie, {ej,...,e,} une base, la
matrice symétrique M = ({e;, e;)) détermine le produit scalaire par la formule

Y1
O miei, Y yje) =D miyilenej) = (1., xn) (leieg) | 1 | ='XMY

Yn

Si L : E— F est linéaire injective et (-, -) est un produit scalaire sur F', on peut le tirer en arriére
en un produit scalaire sur F noté L*(-,-) défini par :

L*(z,y) = (Lx, Ly).

On va appliquer ceci en chaque a € U pour tirer en arriére avec d, f le produit scalaire standard
(-,-) de R3, ou ce qui revient au méme, sa restriction & Tty 2.

1.2 Premiére forme fondamentale, expression locale

30



Chapitre 3 : étude métrique locale des surfaces de R? 1. Premiére forme fondamentale

Définition 3.1. On appelle premiére forme fondamentale en p € ¥, et on note [, la
restriction du produit scalaire standard (-,-) de R® a T,,% :

VXY €T,%, L(X,Y)=(X,Y).

Sia € Uet f(a) = p, puisque dg f : R2— R3 est injective (et dy f : R2— T,,¥ est un isomorphisme),
on peut tirer en arriére (-,-) (ou I). On obtient un produit scalaire sur R?, dépendant du point
a:

9o = (daf)* () = (daf)" Iy
défini donc par
ga<Vv W) = <daf~vu daf'W> = Ip(va W)
Si {e1,ea} est une base de R2 (u,v) les coordonnées dans cette base, alors d,f.e; = 6—1{ et
dof.eo = %. La matrice de g, dans {eq,e2}, qu’on note (g;5), est donc

(gij)a = <ga(€1>€1) ga(€1,€2)>

gal€2,€1) gale2,e2)

I
VRS

ou E,F, et G sont des fonctions de (u,v). C’est aussi matrice de I, dans la base {%7 %} de
T,%. On a aussi 'expression plus synthétique

(9ij)a = "Juf - Juf

ou J,f = (%%) est la matrice jacobienne de f

or Oz
x du Qv

((si f=1[y], Jf est la matrice 3 x 2, | 5% gg donc 'J,f - Juf est bien 2 x 2. Exercice :
z Oz 0Oz

Q
S
Q

vérifier la formule. )) §

Définition 3.2. L’application U— M>(R),a — (gi;)(a) est appelée expression de la pre-
miére forme fondamentale dans les coordonnées (U, f).

Si on a une autre paramétrisation (U, f), le lien entre les deux expressions de la premiére forme
fondamentale est donnée par :
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Lemme 3.3. Soit (U, f) une autre paramétrisation de 3, avec f = f o ¢, alors

(3ij) ="Jo - (gijo o) - Jo

Preuve:
(gi]’)a = tJaf’Jaf
= s - Ja8) - s - Ja®)
= "Ja0 - Ty ] Tp(a) - Tad
= "Ja¢ (9ij)g(a) - Ja®

EXeEMPLE 3.4. ¥ = 5% (ou un bout de S2). On a une premiére paramétrisation U = B(0,1) C R?,

i (u,v) = (u,v,v/1 —u? —v?), qui donne

1 0 e -
Sy ® = 0 1 , (gi») wo) = 1—u?—v? T—u?—y?
" ~ 2 e e e S S B v e

V1—uZ—v? 1—u2—v2

Une autre paramétrisation (coordonnées sphériques)

U =] —n/2,7/2[x] —7/2,37/2], f(r,0) = (cos(r) cos(h), cos(r) sin(f), sin(r)).

(@) (r0) = ((1) Cosg(r)) :

EXERCICE 3.5. Calculer I'expression de la premiére forme fondamentale lorsque la paramétrisation est
donnée par un graphe (u,v) — (u, v, h(u,v)).

Alors

1.3 Longueur

La longueur de 7 : [a,b]— X est sa longueur dans R3 :

b
uwz/wwdwwwt

Il peut-étre avantageux de calculer cette longueur dans U :siy = fo 3, §:]0,1]— U, alors
b
L) = [ o d.80),da £.8/00) " d
b
= / 9s)(B' (), B(1)) /2 at

b
= /\/tﬁ’(t)'(gz'j)ﬁ(t)'Wﬂdt
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De méme, ’angle de vecteurs unitaires X,Y de T,%, peut se calculer comme
arccos I(X,Y') = arccos g,(V, W)
oudyfV=Xetd,fW=Y.

Il peut paraitre plus compliqué de travailler dans U avec un produit scalaire variable plutot
qu’avec le produit scalaire ambiant de R?, qui est fixe. L’avantage est que 1’espace tangent de U

est fixe, c’est R?, alors que celui de ¥ dépend de p. Voyons par exemple comment montrer que
les plus courts chemins sur S? sont les arcs de grand cercle, en travaillant en coodonnées.

Lemme 3.6. Les plus courts chemins sur S? sont exactement les arcs de grand cercle (inter-
section de S? avec un plan vectoriel).

Preuve: On fravaille en coordonnées sphériques. Quitte a changer de repere, on se ramene a
considérer deux points p, ¢ situés sur un méridien, avec p = f(r1,0) et g := f(r2,0) (our f est la
parameétrisation de 3.4). Soit B(t) = (r(¢),0(t)) : [0,1]— U joignant (r1,0) & (r2,0), v = f o S.

Alors
=) = [ \/w,e') (6 cotiy) (i)

1
= /\/r’2+9’2(30s2(r)dt
0
1
> /VT’th
0

1
> / ] dt = [ry — 1]
0

si la courbe ne fait pas d’aller-retour, soit la longueur de ’arc de méridien joignant p & ¢. De
plus l'inégalité est stricte si 6" # 0. O

Remarque 3.7. Plus généralement, si I'expression de la premiére forme fondamentale est du

1 0 . C
type (0 h2(u v))’ les segments horizontaux dans U sont minimisants pour la "longueur"
J

Ly(B) = [ \/9(B',B) s dt
J Va0

Leur image dans ¥ est donc minimisante pour la longueur usuelle, parmi les courbes de 3.
Par contre le segment vertical n’est pas minimisant en général. Par exemple les paralléles (sauf
I’équateur) ne sont pas minimisants sur la sphére, donc les segments verticaux de U = x| —
7/2,7/2[x] — m/2,3m /2] non plus pour Lj.

EXERCICE 3.8. Les longueurs mesurées dans (U, f) sont les longueurs usuelles si et seulement si il

existe (gi;) = <(1) (1))
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Remarque 3.9. On peut également exprimer la premiére forme fondamentale en coordonnées
a laide de formes différentielles. Si (u,v) sont des coordonnés de U C R? (z = uej + vey est
représenté par (u,v)), la différentielle des applications u et v sont des formes linéaires du : R?— R
et dv:R2=R.SiV = (a,b), du(V) = a et dv(V) = b. Si on note du? la forme quadratique (du)?
et (dudv)(V) = du(V)dv(V) alors la forme quadratique notée ds? définie par ds?(V) = g(V, V),
vérifie

ds* = BEdu® + 2Fdudv + Gdv?. (3.2)
Par exemple, la premiére forme fondamentale de la sphére en coordonnées sphériques s’écrit
ds? = dr? + cos?(r)d#?. Si (u/,v") sont d’autres coordonnées, par exemple si (u,v) = ®(u/,v’) ou
® est un diffeomorphisme, il suffit de calculer

_Ou ., Ou,

et 9 9
_9v o, 9V
dv = 8u’du + Gv’dv

de remplacer dans (3.2) et développer comme des produits, pour obtenir ds? = E'du/?4+-2F'du’dv'+
G'dv".

1.4 Aire

Soit D C ¥ un domaine compact, f~!(D) C U. On veut mesurer I'aire de D en faisant le calcul
dans U.

Définition 3.10. On appelle aire de D I'intégrale

A(D) = /fl(D) \/det(gij) dudv.

Vérifions que cela ne dépend pas de la paramétrisation. Si f = foog,

/~ Jdet(gi;) dudv = / Vdet(tT6 - (gig)g - 1) dudv
F1D) -1(D)

f
= / | det J¢|\/det(gsj)p dudv
¢p~tof~1(D)

= /f1(D) A/ det(gij) dudv

d’apreés la formule de changement de variable.

Pourquoi dit-on cette expression mesure t’on laire 7 Il faudrait définir ’aire proprement, ce qui
serait technique. Donnons juste une explication heuristique. Si V, W sont deux vecteurs de R?,
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aire du losange engendré par {V, W} est | det(V, W)|. On voudrait définir I'aire dA d’un élément
infinitésimal de ¥ comme l'aire du losange P engendré par %, %} C T,X. Cependant on ne
peut prendre le déterminant de deux vecteurs de R3...Ajoutons leur un troisiéme vecteur normal

unitaire n, par exemple le normalisé de % A %. Alors le volume du parallélépipéde engendré par

M = {g—fj, %,n} est |det(M)| = Aire(P). Or

|det(M)| = /det(tM - M) = \/LIf - Jf = y/det(gij).

EXERCICE 3.11. (1) Montrer que I'aire de S? est 4.

(2) Montrer qu'il existe des paramétrisations (U, f) et (f],f) de 52 tel que paralléles et méridiens
soient orthogonaux vus dans U et U, avec de plus det(g;;) = 1 (projection de Peters) et

(Gij) = A(") <(1) (1)> (projection de Mercator). Indication : On pourra partir des coordonnées

sphériques.

2 Courbures

Heuristique de la courbure : on déplace sur ¥ un vecteur unitaire normal N et on regarde
comment il tourne : on mesure N’. Sur une sphére, le vecteur normal tourne d’autant plus vite
que le rayon est petit, confirmant I'intuition qu’une petite sphére est plus courbée qu’une grosse.
Sur un plan, le vecteur normal est constant : le plan est de courbure nulle. Comme il y a plusieurs
directions dans lesquelles déplacer IV, 'objet que ’on récupére est plus compliqué qu’'un nombre,
c’est un endomorphisme.

2.1 Application de Gauss

On commence par munir > d’une normale unitaire "différentiable", qu’on appelle application de
Gauss.

Définition 3.12. On appelle N : ¥— 52 C R3 une application de Gauss si pour tout p € &,
N(p) est perpandiculaire & T,,%, et si N o f : U— R3 est différentiable, lorsque (U, f) est une
paramétrisation de X.

Il est clair que la condition de différentiabilité de dépend pas de (U, f). De plus il n’y a que 2
applications de Gauss possibles. En effet, notons

_ Ouf NS
v(r) = ———————.
10uf N Oufl
C’est en chaque point = un vecteur unitaire normal & Ty ;)X. Il est clair qu’en chaque = € U,
N(f(xz)) = £v(z). Un argument immeédiat de continuité implique que No f =vou No f = —v,
sur U. Alors N =vo flgl ou N=-vo fl;.
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Choisir une application de Gauss revient donc & choisir une paramétrisation (U, f) et a poser N =
vo f~1. On dit qu’on oriente la surface ¥. Une autre paramétrisation donne la méme application
de Gauss si la matrice jacobienne du changement de paramétrisation est de déterminant positif.
En effet :

Lemme 3.13. Si (U, f) est une paramétrisation de X et f = f o ¢, alors

v(x) = ev(d(x))

ot ¢ = £1 est le signe du déterminant de J, .

Oyu  Oyu a b
. ’oo _ (7 v .
Preuve: Notons ¢(u/,v") = (u,v), Jyp = <8urv 8@/@) (z) = <c d).
: r s 3 (9u/u av/u N .
Puiscue Ju ) f = T [ ary® o 2 O F (0 F) = @ @) (57 9 dron au point =,

au/{(x) = (a0uf + cOuf)(¢(x))
O f(x) = (bOuf +dOyf)((x))

D’ot en utilisant la bilinéarité et 'antisymétrie du produit vectoriel,

Ouw f N Oy f = (ad —bc)(Ouf A Ouf)o ¢

EXEMPLE 3.14.  Sur S%, N = Idou N = —Id. Sur le cylindre, paramétré par f(u,v) = (cos(u), sin(u),v),
v(u,v) = (cos(u),sin(u),0).

2.2 Endomorphisme de Weingarten, seconde forme fondamentale

On veut maintenant dériver I'application de Gauss en un point p € X dans une direction X € T, %.
Soit ¢ une courbe lisse tracée sur ¥ telle que ¢(0) = p et ¢(0) = X. On commet 1’abus de notation
d’écrire N(t) = N o ¢(t). On définit

Définition 3.15. On appelle différentielle de I'application de Gauss, d,N : T,X— R3 définie
par

d,N.X = N'(0) < d Noc(t)>

~ dtji=o

Vérifions que I'expression de dépend pas de la courbe ¢. On a Noc(t) =vo f~1oc, donc

N'(0) = dyv.(dy f)~1.¢(0)
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ne dépend que de ¢/(0) = X. L’identité
dpyN = dyv.(dy )1 (3.3)
montre que d,N est linéaire.
On a de plus :
Proposition 3.16. La différentielle de I'application de Gauss d, N est un endomorphisme
T,X—T,%, symétrique au sens que
Iy(dpyN.X,Y) = I,(X,d,N.Y)

pour tous X,Y € T,X.

Preuve: En dérivant I'égalité (N(t), N(t)) = 1, il vient (N’(0), N(0)) = 0 d’ou N’(0) est or-
thogonal & N(0), donc dans T),X. 1l reste & voir la symétrie. 11 suffit de la vérifier dans la base

{Ouf,0uf} de TyX. On a

dpN.Ouf = duv.(def) 10uf = Our
dyN.Oyf = Oy

donc
Ip(de'aufv avf) = <auVa avf>
0 0% f
- %(Vaavf>_<l/7 auav>
0% f

= 0= 8v8u>

= Ip(aufv de-avf)
par les mémes égalités. O

Définition 3.17. On appelle endomorphisme de Weingarten |'endomorphisme symé-
trique
W, = —d,N : T,5—T,%

et seconde forme fondamentale la forme bilinéaire symétrique sur 7),% :

IL(X,Y) = [,(W,X,Y).

La seconde forme est symétrique, mais pas nécessairement définie et positive.
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EXEMPLE 3.18.  Sur la sphére, puisque v(z) = £z, d,v = £1d.
Sur le cylindre

—sin(u) 0
Jv=| cos(u) 0| = (8.v0,v)
0 0
—sin(u) 0
Ouf =\ cos(u) | etd,f=10].Onadonc
0 1

ApNOuf = Ouv=0.f
dyN.0yf = Oy =0

La matrice de W, = —d, N dans la base {9, f, 9, f} est donc (01 8)

Donnons une interprétation géométrique du nombre I, (X, X).

Proposition 3.19. Soit ¢ une courbe tracée sur X, notons X = ¢/. Alors

(", N) =1I,(X, X).

Autrement dit I1,(X, X)) est la composante normale de 1'accélération de c.

Preuve: Puisque c est tracée sur X, (¢/, N o¢) = 0 en tout point. En dérivant :
(",N) +(c,d,N.c'y = 0.

O
Si on décompose l'accélération ¢ en sa composante normale (colinéaire & N) et sa composante
tangencielle dans 73, on a

' = (',N)+c}
IL(X,X)+ cp (3.4)

Il y a 13 un fait remarquable : la composante normale de 1’accéleration de dépend pas de ¢ mais
uniquement de X = ¢/(0), elle est imposée par la surface. On note souvent Ky = I,(X, X) la
courbure normale de c en p. Toute courbe de ¥ passant par p a la vitesse X a la méme courbure
normale K. Si ¢ est paramétrée par longueur d’arc, sa courbure usuelle est K = [|¢’(s)]|. La
décomposition ci-dessus montre que K? > KJZV On peut voir Ky comme une courbure minimale
imposée par X & toute courbe de vitesse X restant sur X, ést-a-dire qu’on a K > |Ky|..

On peut se demander s’il existe toujours sur X, des courbes de "courbure minimale", c’est-a-
dire donc 'accélération tangencielle ¢}, est identiquement nulle. On verra que oui. Ces courbes
s’appelent des géodésiques et jouent un role trés important en géométrie. Ce sont exactement les
courbes localement minimisantes pour la longueur.
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EXERCICE 3.20. Vérifier que les grands cercles de la sphére sont des géodésiques.

Le signe I1,(X, X) renseigne également sur la position de ¢ par rapport au plan tangent. Un
développement limité et (3.4) donne

c(t) = ¢(0) +t'(0) + t;c%(O) + t;IIp(X,X) + o(t?)

donc il existe € > 0 tel que la restriction de ¢ & | — €,¢[ est dans le demi-espace délimité par
p+T,%, du coté de N(p) si I1,(X,X) > 0et de —N(p) si I1,(X,X) < 0. On ne peut rien dire
si I1,(X, X) = 0.

On peut définir & partir de W), = —d,NN plusieurs notions de courbure :

Définition 3.21. (1) Les valeurs propres de W, sont appelées les courbures princi-
pales et sont notées k1, ko. Les directions propres sont appelées directions princi-
pales

(2) Le déterminant K = det(W) = k1k2 est appelée courbure de Gauss.

(3) La moyenne H = tr(W) = (k1 + ko) est appelée courbure moyenne.

Remarque 3.22. (1) On peut montrer que les courbures principales sont le minimum et le
maximum de la courbure normale I,(X, X) sous la contrainte || X|| = 1. Les directions
propres sont orthogonales.

(2) Le signe de k1 et de ko dépend de l'orientation choisie pour N, mais pas leur produit K.

EXEMPLE 3.23. La sphére est de courbures principales k1 = ko égales en tout point (& 1), donc de
courbure de Gauss +1.
Le cyclindre est de courbure principales 0 et 1, donc de courbure de Gauss nulle.

2.3 Expression en coordonées locales

En utilisant comme base {9, f,d,f}, on associe a la premiére forme fondamentale, a la seconde
forme et a 'endomorphisme de Weingarten trois matrices, reliées par la formule suivante :

(Hp) = (Ip) (Wp)

En effet notons H la matrice (IIp), G = (Ip) et M = (W) Etant donnés x,y € 1,3, notons
X,Y leurs coordonnées dans la base {0, f, 0, f}. On a alors

IL(z,y) ='XHY = L,(Wa,y) = (MX)GY ="'X'MGY
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d’ou par identification H = 'MG. Comme la matrice H est symétrique, elle est égale a sa
transposée, d’ott H ='H =t(*MG) ='GM = GM puisque G est symétrique.

Observons que M n’est pas de méme nature que G et H, c’est la matrice d’'un endomorphisme,
elle n’est pas nécessairement symétrique Ainsi si

W.0uf = —dpN.Ouf = —2(No f) = —L2v =ad,f+bd,f et

W.0uf = —dpyN.Opf = —&(No f) = —Zv =cO,f + do, f

ona M= ( ) et pas de raison que b = c.

a c

b d
: A B

Les coefficients de (I1,) = B )% calculent, en notant (uj,u2) = (u,v), par les formules

suivantes :

o0 f >
’8ui8uj '

IOy, f,0u; f) = (—dpN.Ou, f, Ou; f) = (= Ou;v, Ou, f) = (Vv (3.5)

Le terme de droite ne fait plus intervenir les dérivées de v. On peut faire disparaitre v complé-
tement en utilisant (z Ay, z) = det(z,y, 2) :

1 0% f

A = — - ZJ
w00 55

1 o0 f
B = mdet (aufaavaauav>
1 0’ f

= oo (a“f O] W)

E

Finalement, si (Ip) = (F a

), sa matrice inverse est
(I )71 _ 1 G -F
P BEG-F2\-F E

- —1 AG—-FB GB-FC
On en déduit que (W):(Ip) UIP):EGIW(—FA—i—EB —FB+EC> et

Proposition 3.24.

det(Il,) AC — B2

K =det(W) =ad — bc = det(l,) ~ EG—F?

et

1 1 1
H= 5tr(W) = 5(a +d) = 5 (AG —2BF + CE)

(EG — F?)
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Le signe de la courbure de Gauss renseigne sur la position de ¥ par rapport au plan (affine)
tangent :

Proposition 3.25. (1) Supposons que ¥ = {(u,v,h(u,v)) | (u,v) € 2}, avec 0 € X et
v(0,0) = (0,0,1). Alors
I1y = D*h(0)

autrement dit, la seconde forme fondamentale est la Hessiénne de la fonction hauteur.

(2) Soitp € X tel que K(p) > 0, alors il existe un voisinage U de p tel que (XNU)N(p+T,%) =
{p}. Si K(p) < 0, pour tout voisinage U de p il existe des points de U NX de part et d'autre
de p +T,%.

Preuve: (1) On peut paramétrer ¥ par f(u,v) = (u,v,h(u,v)). Puisque v(0) = (0,0, 1), dans

. . 9 f qr s 0%k s
(3.5) le produit scalaire de v avec g~ D S€ réduit a 5.~ Du; d’ont

2*h  9%h
(ITo) = | 38 % | = D*h(0,0)
udv v

la matrice hessienne de h en (0,0).
(2) Ecrivons ¥ au voisinage de p comme un graphe. Quitte & changer les axes de coordonnées,
on peut supposer p = 0 et v(0) = (0,0,1). On a alors une paramétrisation f(u,) = (u,v, h(u,v)

comme en (1). Comme 9, f = (1,0,0,h) et O, f = (0,1,0,h) on a Oy f A Opf = (—Ouh, —0y, 1).
Puisque v(0) = (0,0,1) on en déduit que doh = 0. Le développement limité donne alors

h(u,v) = p + (u,v)D*h(0,0) <Z> + o(u® + v?).

Si K(p) > 0, D?h(0,0) est définie positive ou définie négative; si K(p) < 0 elle a deux valeurs
propres de signe opposé. D’oul la position de ¥ par rapport au plan tangent O

3 Géodésiques

Définition 3.26. Un arc paramétré (I, c) tracé sur ¥ est une géodésique si ¢’ € Tc(t)EL sur
1.

Cela équivaut a ¢’ = (¢, N)N, et aussi a la nullité de la composante tangentielle . = 0.
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Lemme 3.27. Une géodésique est paramétrée 3 vitesse constante.

Preuve:

Il est clair que si ¢ : [—a,a]— X est une géodésique telle que ¢/(0) = X, alors t — c(kt) est
une géodésique sur | — ¢, ¢[ de vecteur vitesse kX en ¢t = 0. On va montrer que les géodésiques
existent dans toutes les directions.

Théoréme 3.28. Etant donné p € ¥ et X € T,%, il existe une unique géodésique maximale
(I,c) telle que ¢(0) = p et ¢(0) = X.

Preuve: Soit z : I— U un arc paramétré. Cherchons une condition différentielle pour que ¢ =
f o x soit une géodésique. On a

(fom)(t) = dyu f-2'(t)

puis

(fox)'(t) = D*f(z,a") + dyfa” (1)

aZf / / 1

ol on note x = (1, 22) et O f = (%f;(m). Ecrivons ai% dans la base {01 f, d2f, v} (en utilisant

(3.5)) : '

J

o0 f
8:151895]'

(@) = Y T5(2)0kf + IT,(0:f, 0i f v (3.6)

k=1,2

Les coefficients Ffj sont appelés symboles de Christoffel (ce sont des fonctions). La composante
tangentielle de ¢’ en p = f(z(t)) est donc

k

= Z ZFZ(.’L’) w4+ x| Opf.
]
On conclut que ¢ est une géodésique si pour k =1 et k = 2,
Z Ffj(m) wial +ay =0 (3.7)
]

C’est une équation différentielle de la forme

A2z dx

a2 (907%)
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ou F : Q C R? x R>5R? est lisse et on cherche = : I— R?. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz
donne existence et unicité de solutions maximales étant fixés 2(0) = f~1(p) et 2/(0) = (d.f) 1. X.
0

On peut en fait obtenir beaucoup plus. D’abord la dépendance continue des données initiales
montre que tout (zg,z() € U X R? admet un voisinage V x W et ¢ > 0 tel que pour tout
(x1,27) € V x W, il existe une unique solution de (3.7), Ty (t) définie sur | — e, e[, de données
initiales (21, 27). De plus 'application ® : (t,21,27) /> Ty, o (t) de | —e,e[xV x W dans U est
lisse. Considérons x, = 0 et W D B(0,6). Si ||z} =, la géodésique de vecteur Az est définie
sur |6, Ad[. On en déduit que ® est définie sur | —2,2[xV x B(0, 25). On définit en chaque 21 € V
une application exp,, : B(0,26)— U par exp,, (v) = ®(1,21,v) = 4, (1) et une application
Exp:V x B(0,26)—V x U par Exp(z1,v) = (z1,exp,, (v)).

Lemme 3.29. L’application Exp est un difféeomorphisme local au voisinage de (z¢,0).

Preuve: Ou calcule la différentielle de I’application. La dérivée par rapport a la premiére variable
est clairement l'identité. Pour la seconde variable, remarquons que exp, (sv) = Zzs0(l) =
Tyow(s). Autrement dit s — exp, (sv) est la géodésique de vecteur initial v. La dérivée de Exp
en (zg,0) par rapport a la seconde variable dans une direction v est alors

Exp(xo,mv) = —  exp, (rv) =v

dr |r=0 dr [r=0

. . . 1d
On en déduit que la matrice jacobienne de Exp est de la forme ( . ) et on conclut avec le

Id
théoréme d’inversion locale. O

Etant donné p € ¥ et X € T)X voisin de 0, on définit exp,(X) = cx(1) ot ¢ est la géodésique
telle que ¢(0) = p,d(0) = X. On déduit :

Corollaire 3.30. Pour tout p € ¥, il existe un voisinage 2 C X de p et € > 0 tel que
(1) Pour tout ¢q,¢" € %, il existe un unique X € T,X tel que ||X|| < ¢ et exp,(X) = ¢'.

(2) Pour tout g € Q, I'application exp, : B(0,¢) C T;¥— X est un difféomorphisme sur son
image (au sens que f~!o exp,, est un diffeomorphisme).

Corollaire 3.31. Les géodésiques sont exactement les courbes localement minimisantes pour
la longueur. En particulier une courbe lisse par morceaux globalement minimisante est géodésique
et donc lisse.

Preuve: Montrons d’abord que les géodésiques minimisent la longueur localement et ceci de
maniére unique. Soit ¢, ¢ deux points que tel que le corollaire 3.30 s’applique. Soit {v,v2} une
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base orthonormeée de T, %. Considérons la paramétrisation locale

10,e[xR— exp,(B(0,¢)) \ {¢} C &
définie par
f(r,0) = exp,(r(cos(0)v1 + sin(0)v2))

(qu’on appelle coordonnées géodésiques polaires). Les segments horizontaux ]0,e[x{6p} sont en-
voyés exactement sur les géodésiques issues de g. Pour justifier que r +— exp,(rv) est I'unique
courbe de longueur minimale entre ¢ et equ(sv), il suffit de montrer que la premiére forme

fondamentale s’écrit (é h(7(") 0)) (cf. remarque 3.7). Notons v(6) = cos(f)v; + sin(f)ve, alors
f(r,0) = cy(r) est une géodésique et puisqu’une géodésique est paramétrée a vitesse constante,
(OL 9Ty (), () = (,(0), () = ol = 1.

Pour estimer <%, %>, commencons par estimer sa dérivée :

KN R L i
dr'or’ 00" — 0r2’ o0 dr’ orob
_ of, , of f
= (e, 2+ &L 2T
L of of,
2d6 " or’ or
puisque ¢, est perpandiculaire a T¢ )% 3 %. Maintenant on a vu (%, %) = (d,(r),cy(r)) =
|lv]| = 1 pour tout # donc la dérivée restante est nulle. Il s’ensuit que (%, %) est constant par
rapport & r. Lorsque r— 0, % = c,(r) tend vers v. D’autre part, si on pose w = —sin(f)v; +

cos(0)vg = 0'(6), alors

of  d B ,
9 = @ — (expy(rv)) = dryexpg(rv’(9))
= dyperpg(rw)
— 0

quand r— 0, d’oul <%, %) = 0. Ceci montre que (g;;) = <(1) gO >
22

La conclusion du corollaire est maintenant facile. Si v est une courbe minimisante sur 3, deux
points quelconques de y assez proches sont joints par une unique géodésique courte, qui néces-
sairement coincide avec 7. O

Remarque 3.32. L’argument ci-dessus s’appelle le lemme de Gauss. Si on munit X de la
distance définie par 'infimum des longueurs des courbes (c¢’est une distance), argument montre
en particulier que exp,(B(0,¢) = B(q,e) C ¥. Les sphéres S(0,¢) C T, sont envoyées sur les
spheres S(q,¢) et les rayons géodésiques issus de g sont orthogonaux aux sphéres S(q, €).

Il ne résoud pas le probléme de trouver une géodésique entre 2 points quelconques de 3. Il faut
ajouter des hypothéses. Sur R? x {0}\ {0}, (1,0) et (—1,0) ne sont pas joints par une géodésique.
Si X est compacte (et connexe), on peut montrer que 2 points quelconques sont joints par une
géodésique minimisante.
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4 Le "Theorema Egregium"
1l s’agit du "théoréme remarquable" de Gauss :

Théoréme 3.33 (Theorema Egregium). La courbure de Gauss est invariante par isométrie
locale

Il s’agit ici d’une isométrie ¥— ¥’ (pas une isométrie de R®) qui ne préserve & priori que les
longueurs des surfaces et donc la distance définie par I'infimum des longueurs. D’une certaine
maniére, le théoréme dit que la courbure de Gauss est déterminée par les longueurs. De fait nous
allons montrer que la courbure de Gauss peut-étre calculée a partir de la premiére forme fonda-
mentale et de ses dérivées a l'ordre < 2, sans recours a la seconde forme fondamentale. On le fait
dans le cas particulier des coordonnées géodésiques polaires, o la formule est particuliérement
simple

Lemme 3.34. Soit f(r,60) : U— X des coordonnées géodésiques polaires autour d'un point p €
¥, ds? = dr? + J?(r,0)d0? I'expression de la premiére forme fondamentale dans ces coordonnées.
Alors

J/l

K =
J

(une formule générale existe pour des coordonnées quelconques, en fonction de F, F, G et de leurs
dérivées a l'ordre < 2).

Démontrons le lemme.

2
Preuve: Commengons par écrire les dérivées partielles 831 6fu2 (ot (uy,uz) = (r,0)) dans la base

2
{0rf,0gf,v}. Pour plus de lisibilité, on note 8%]‘“ = aualgw et on s’autorise & écrire r = 1 et

0 = 2. Rappelons que (IIp) = (g g) et (Wp) = (Z 2) Alors

07 f = Thof+THopf + Av (3.8)
O%f = Ti0:f + 13200 f + By (3.9)
Opof = ThOrf +T50pf +Cv (3.10)
O = ad,f+bdyf (3.11)
_Op = cO.f +douf (3.12)

La base (0, f, 0 f, 7) est orthogonale et r — f(r,#) est une géodésique. Cela permet de simplifier
(3.8),(3.9). Montrons que (3.8) se réduit a

07 f = Av (3.13)
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En dérivant 1 = (0,f,0,f) par rapport & r on a (02.f,0.f) = 0. En dérivant en 6 on a
(6&]’",8 f) = 0. En dérivant alors 0 = (ékf, Opf),ona0=(92f,0pf)+{(0-f, 00 f) = (O.f,00f).

On aurait aussi pu dire que 92, f = ¢, ott ¢(r) = f(r,0) est une géodésique.

Montrons que (3.9) se réduit elle a

02,1 = fagf + By (3.14)

La nullité de I'}, vient de (97, f, 0, f) = 0. Le coefficient de 9y f vient de

0
2JJ = g@ef, Ao f) = 2(0%f, 0pf) = 2T'35(0p f, g f) = 2T'T,J*

On utilise maintenant ’égalité

9 9 o2 o _
%(87“7‘(]0)_%(87"0]0)_0

dont laquelle on injecte (3.13) et (3.14) :

J// J/Q J/
0= (A + Adgr — [(J — =5)0f + 0% f + (0B + Bary]

Injectons & nouveau (3.14), mais aussi (3.11) et (3.12) :

J” J’2 J J/
0 = (8pA)v—A(cOr f+dDy f)— [(J —5)0f + 5 < O f + By> + (8,B)v — B(ad, f + bagf)}

Regroupons :
J// J/

En particulier la nullité du deuxiéme coefficient donne, en utilisant (I Ip) ( ) ( p) c’est-a-

dire
A B\ (1 0 a c\
B C)  \o J? b d) J2b JQd

J//
—= = =Ad—Bb=ad—cb=det(W) =K

que

La preuve du théoréme est maintenant immédiate. Soit ¢ : ¥— ¥/ une isométrie. On peut
supposer que ¢ est différentiable et que ¢*Isy = Iy. Alors 'expression de la premiére forme

fondamentale de X' via ¢ o f (autour de ¢(p)) est exactement celle de 3 via f autour de p. Il

s’ensuit que K (p) = lim,_, J((:g)) = K(o(p)).

La relation entre courbure de Gauss et longueur est encore plus claire dans le résultat suivant :
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Corollaire 3.35. Soit p € X, C(p,¢) le cercle de 3 de centre p et de rayon € > 0, alors

2
L(C(p, ) = 2re <1 . K(p)% + 0(52)> .

On voit que la courbure mesure le défaut d’euclidianité des petits cercles.

Preuve: Soit {v1, vz} une base orthonormeée de 7,3 et v(6) = cos(8)v; +sin(#)ve. Posons w(f) =
—sin(#)vy + cos(0)vy = v'(6). Soit f(r,0) = exp,(rv). On voit que

d
Opf = dry el:pp(

@rv) = drpexpp(rw) = rw + o(r)

puisque doexp, = Id. Il s’ensuit que J(r,0) = r + o(r) et J'(r,0) = 1 + o(1). On prolonge en 0
en J(0) = 0 et J'(0) = 1. Puisque J”" = —KJ, on J” = —K'J — KJ' et on prolonge en 0 en
J"(0) = —K(p). Le développement limité donne alors

73

J(r)=r— K(p)g + o(r?)

En intégrant 6 de 0 & 27,

27 2w
L(C(p,e)) = /0 109 f(e,0)||d0 = /0 J(g,0)d = 27 (s - K(p)% + 0(53)> .

Géomeétrie intrinséque vs géomeétrie extrinséque La courbure de Gauss est une quantité
issue de la géométrie "interne & la surface", on dit que c’est une quantité intrinséque. Elle ne
dépend pas de comment la surface est pliée dans I’espace, du moment que le plongement soit
localement isométrique. Ainsi un cylindre étant localement isométrique & un plan, ils ont méme
courbure de Gauss, identiquement nulle. A contrario les courbures principales dépendent du
plongement, ont dit que ce sont des quantités extrinséques. le cylindre est localement isométrique
& un plan mais admet une courbure principale non nulle.
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1 Préliminaires algébriques

1.1 Tenseurs

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n et k € N*.

Définition 4.1. On appelle k-tenseur une application L : EF—R k-linéaire, c’est-a-dire
linéaire en chaque variable :

L(vy,...,av; + bw;, ..., vx) = aL(vy,...,v5...,05) + bL(v1,. .., Wi . .., V)

pour tout (a,b) € R?, v; et w; dans E. L'entier k est I'ordre du tenseur.

Par exemple un produit scalaire est un 2-tenseur, det : (R™)"— R est un n-tenseur. Par conven-
tion un O-tenseur est une constante. Un I-tenseur est une forme linéaire. On note .Z*(E), ou
simplement .Z*, Pespace des k-tenseurs. C’est un espace vectoriel. On a 0 =R, ¥ = E*.

Définition 4.2. (produit tensoriel) Soit L € £*(E) et T € Z*(E). On définit un k + (-
tenseur L ® T € L*+(E), par

L®T(Ul7° . .,Uk+() = L(Ula T 7vk)T(Uk+17 s 7vk+€)'

Proposition 4.3. Soit L, T et U des tenseurs sur E. On a les propriétés suivantes :
(1) (associativité). Lo (T@U)=(LoT)®U
(2) (homogéneité). (cL)R@T =c¢(L®T)=L® (cT)
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(3) (distributivité). Si L et T sont de méme ordre,

(L+T)oU = LoU+T®U,
UR(L+T) = URL+URT

(4) Si(e1,...,ey) est une base de E et (e],...,e;,) sa base duale ( définie par e} (e;) = 55) alors
les

* * *
€, e, Q...0¢€e,

lorsque (i1, ...,1x) parcourt I'ensemble des k-uplets d’entiers de {1,...,n}, forment une base
de .Z*(E), qui est donc d edimension n*.

Preuve: Exercice. Pour (4), observer que ej ®...®e¢e; (v1,...,05) = €] (v1)... €] (vg),

donc pour un k-uplet (ji,...,Jx) d’entiers de {1,...,n} on a

1 si (ilw'-)ik):(jl""’jk)
G @@ (€)= { 0 sinon

Ceci implique que la famille {e; ®...®e; |1 <iy,...,ix < n} est libre. En effet, supposons que
Zlgil,...,ikgn @iy i e;-*l R...Q efk = 0 pour des coefficients réels a;, . ;, . En évaluant ce tenseur
sur (ej,--.,ej,) il ne reste que aj, _j, = 0. La famille est génératrice car on a pour L € £*

L(vy,...,v) = Z L(eiy, ... ei)ef, @...@e; (v1,..., k).

1<i1,.yig <n
(remarquer que v = Y | nef(v)e;) O

Par exemple L € #?(R?) défini par L(x,y) = x1y1 + 22192 + 3w0ys s'écrit L = e;, ®e;, +2ef ®
ey, +3ej, @ej, . L'opération (L,T) = L ® T n’est pas symétrique.

1.2 Tenseurs alternés

Alterné = antisymétrique sur chaque paire d’'indices : T € Z*(E) est alterné si
T(vi,.. Uiy U,y e Ug) = =T(V1, 000, V), oo, Uy oo, V)

pour tous 1 < i # j < k et tout vy € E. Par exemple det est un n-tenseur alterné sur £ = R™.
L’ensemble des k-tenseurs alternés est un sous-espace vectoriel de .Z*(E), qu’'on note &/*(E).
Par convention, &% = R et &/! = #! = E*. On verra que dim(&/"(E)) = 1 si E a dimension n.
Le déterminant est donc essentiellement le seul n-tenseur alterné.

On peut généraliser la formule au dessus a toute permutation de {1,...,k}. On rappelle que :
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Définition 4.4. Soit £ > 2. Une permutation de {1,...,k} est une bijection de {1,...,k}
dans lui-méme, on note Sj, leur ensemble. Si 0,7 € S}, alors 0 o 7 et 77! aussi. Sj est une
groupe, appelé groupe symétrique, de cardinal k! On appelle ¢ € Sk une transposition si elle
échange deux entiers i # j et fixe les autres. Elle est élémentaire si elle échange ¢ et 7 + 1.

Lemme 4.5. Toute permutation est une composée de transpositions élémentaires

Se montre par récurrence descendante sur le nombre de points fixes dans {1,...,k}. Il est facile
(exercice) de décomposer une transposition qui échange i et j en 2(j — i) — 1 transpositions
élémentaires, et un cycle de longueur ¢ en 7—1 transpositions élémentaires. Si Sy 3 0 = 1y0.. .07,
ou 7; est élémentaire, on appelle signature de o le nombre £(c) = (—1)™ (on montre qu'il ne
dépend pas de la décomposition). En particulier £(0) = —1 pour une transposition. On peut aussi
calculer £(o) comme (—1)* si 0 = 71...7 oil 7; sont des transpositions, et encore (—1)? ol d est
le nombre d’inversions dans o, c’est-a-dire le nombre de couples (¢,7) ou i < j et a(i) > o(j).
On a e(o7) = e(0)e(r) et e(c™!) = e(0).

Définition 4.6. Soit T un k-tenseur et o € S, on définit le k-tenseur T par

UT(’Ul, ce ,Uk) = T(va(l)a e 7va(k))

Heuristiquement, T = T o o (attention, cette formule n’a pas de sens). Formellement Sy agit
sur ZF. Lopération T — °T est linéaire, et en fait un isomorphisme de .Z*. Observons que
(@) = o(aT). En effet

(UQ)T(vl, v k) = T(Vgoa(1)s - -+ Vooalk))

T(Wa(1), -+ Wa(k)) €N posant w; = vg(;)
T(wy, ..., wg)

T (Va(1ys -+ > Vo (k)

= 7(°T)(v1,...,vx)

On peut donc oublier les parenthéses et écrire 7*T'. Avec ce formalisme, T est alterné ssi 7T = =T
pour toute transposition.

Remarque 4.7. Si fi,..., fr sont des formes linéaires, on a

(.. ®fk) = fo11)® .. @ fo1()
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En effet, en posant o(i) = j;, soit i = ¢ ~1(j;), on a

(@@ f)v,. o) = (1®.® fi) Ve)s -+ Vo))
= f[i(e) - fr(Vor))

fo1G0) i) -+ o105 (Vi)

fo-ry(01) - fo-10y (vr)

= (for11)® .. ® for))(v1,- .-, VR)

(en réordonnant par ordre croissant les j; a la ligne 4).

Proposition 4.8. Soit T un k-tenseur sur E. Sont équivalents :
(1) T est alterng,
(2) °T = (0)T pour toute permutation o de {1,..., k},

(3) Pour tout (vy,...,vg) linéairement dépendants, on a

T(vl,...,vk) =0.

Preuve: (2)= (1) est évident. Montrons (1) = (2).Sic =71 ... Tpona ™ ™T =" (2(...("T)...)) =
(=1)™T = e(0)T. Pour (2)= (3) Montrons d’abord que T'(vy,...,v,...,v,...,v%) =0siv € E
en position ¢ et j. Soit 7 la transposition qui échange ¢ et j alors

—T(v1yee ey ey, 0) = TT(V1, 00y ey 0) = T(01, .0y, 0, o ug) = 0.
Supposons v; = X;4;\jvj, alors
T(Vis. Vi) = Dz AT (V15 -0, Vi1, V5, Vig 1,y -2, V) = 0
puisque v; apparait 2 fois. Pour (3) = (1), on a

0 = T(v,...,2+Y,...,T+Y,...,0)
= T(viy..oyxyee, @y vg) FT(01, 0oy Yy ooy 0) F T(01, oYy Ty V)
(V1y ey Yyee oy Yy oo vy UE)

(V1o s @yee s Yy s V) F T(01, oYy ooy Xy V)

I+
NS

on peut associer & tout k-tenseur un k-tenseur alterné, par un procédé analogue & ’associaction

. . . L _t
matrice M — matrice antisymétrique 5 M

Définition 4.9. Soit T un k-tenseur, on définit un k-tenseur alterné Alt(T) par

Alt(T = Z

oc€Sk
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L'application Alt : Z*(E)— @/*(E) est linéaire et Alt(T) = T si T est alterné (on met le
pour cela).

En effet Alt(T') est alterné car pour toute transposition 7 on a

1
T(AIT) = 0 Z e(o) "(°T) par linéarité de l'action de 7

oESk

= — e(o) 7°T

ol on a utilisé que o — 70 induit une bijection de S dans lui-méme. Par ailleurs si T est alterné,
e(0) °T = e(0)®>T =T donc Alt(T) =T.

Remarque 4.10. On a

1
A(i®...® fr) = EZE<U)JCU*1(1)®"‘®f0*1(k)
1 _
= HZE(U 1)f071(1)®...®f071(k)
1
= HZda)fa(l)@-”@fa(k)

vu que o — o~ ! est une bijection de S), dans lui-méme.

Définition 4.11. (produit extérieur) Etant donné L € &/*(E) et T € o/*(E) on définit un
(k + 0)-tenseur alterné L AT € o/*+*(E) par

(k+20)! o
LAT == AL T) = > e0) (L)
O'GSk+e
Remarque 4.12. On a par définition
1
LAT (o1, 0610) = 175 > e(0)L(Va1)s - - V()T WVothat)s - - - > Vo))
0ESkyr

Les permutations ¢ € Spi¢ qui permutent a lintérieur de {1,...,k} et de {k + 1,...,k +
¢} laissent invariantes l'expression (o) L(Vo(1), - - - Vo (k)T (Vo (kg 1)s - - - » Vo(k+e)) Puisque L et T
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sont alternés. Comme il y a k!4! telles permutations, le terme ﬁ est introduit pour éviter une

. : . ! .
redondance. On explique plus loin une autre raison au (k&?', de normalisation.

Théoréme 4.13. L'opération A a les propriétés suivantes :
(1) (associativité). LA (T ANU)=(LAT)AU,

(2) (homogeéneité). (cL) AT =c(LAT) =LA (cT),

(3) (distributivité). Si L et T sont de méme ordre,

(L+T)ANU = LAU+TAU,
UANL+T) = UANL+UAT,

(4) (antisymétrie) LAT = (-1)MT AL,
(5) Si (e1,...,en) est une base de E et (e],...,e},) sa base duale, alors les

*
ik7

* *
e, Ney, Ao A\e

lorsque (i1,...,1;) parcourt |'ensemble des k-uplets strictement croissants d'entiers de
{1,...,n}, forment une base de &/*(E), qui est donc de dimension ﬁlk),
(6) Si fi1,...,fr sont des 1-tenseurs, on a

f1/\-~-Afk:ZZE(U)fo—(n@--@fo—(k)

g

Preuve: L’associativité est la propriété la moins facile & vérifier. On a besoin du

Lemme 4.14. (1) Soit L et T des tenseurs. Si Alt(L) = 0 alors Alt(L ® T') = 0.

(2)
ARL®T @ U) = Alt (AL @ T) ® U) = Alt (L ® Alt(T ® U))

(3) SiLe Z*(E), T e *E)etU € #™(E), on a

k+ {4+ m)!

Preuve: (1) Fixons o € Sk et considérons le terme
E(O’)L(UU(l), v 71)0'(143))T(Ua(k+1) ce ,'Uo.(k,Jrg)).

Pour tous les a € Sk tels que (a(k +1),...,a(k +¢)) = (c(k+1),...,0(k + £)), le terme
correspondant est

E(Oé)L(’Ua(l), N ,’L)a(k))T(UU(;H_l) ceey Ua(k+€)) (*)
Notons S(0) C Si4¢ 'ensemble de ces a. Ils sont de la forme

1, k+0) = (o(r(1),...,o(r(k), ok +1),...,0(k +0))
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ou 7 parcourt les permutations de {1,...,k}. La somme lorsque a € S(0) des termes () peut
donc s’écrire

E(O’) Z E(T)L(UU(T(l)), -5 Vg (r(k)) T(vg(kJrl) NN 7U0(k+e)).
TESE

La quantité entre parentheéses est (k!)Alt(L)(vq(1), - - -, Vo(r)) = 0 par hypothése. Comme on peut
partionner Sk, en sous-ensembles de la forme S(o) cela termine la preuve de (1).
(2) Comme AIt(A(L®T) — L®T) =0, (1) donne

At (AL ©T) — Lo T]@U) = 0= Alt (AL @ T) @ U) — Al(L © T @ U)

d'out AWLR®T ®@U) = At (A(L®T) ® U). On montre de méme (avec Alt(L ® T') = 0 si
Alt(T) =0)) que AL T @ U) = Alt (L @ Alt(T @ U)).

(3)
(k+0+m)! (k+£+m)! (k+0)!
LATYANU = ——'—FA’(LAT)®U) = ABARLRT)RU
(LAT) Gt O MEAT)®U) Gt om g AtAtZeT)eU)
(k4 L+m)!
en utilisant (2). L’autre égalité s’obtient de méme, prouvant I’associativite. ]
Les propriétés (2)(3) sont évidentes. Pour (4) soit 7 la permutation qui envoie (1,...,k + ¢) sur

(k+1,...,k4+£4,1,....k). Onae(r) = (~1)* et "(L®T) =T ® L. En effet c’est Papplication

(vl, ey Uk+g) — L(Uk+1, . ,U]H_Z)T(Ul, ey ’Uk).
Alors
(k+OAKT®L) = Y o) (ToL)= Y &)™ (LaT)

0ESk4e €Skt

= e(m) Y elo)e(m) T(LT)

0ESk4r
= (DM o) (LeT) = (-)"ALT)
€Sk

Puisque o — o7 est une bijection sur Sk. Pour (6) on a

Lemme 4.15. Soit Lq,..., L des formes linéaires (i.e. des 1-tenseurs) alors

LiN...A Lk = (k")Alt(Ll R...&® Lk) = Z E(O‘)Lg(l) ®...Q® Lo(k)
oESE

Preuve: Par récurrence. C’est immédiat pour k = 1. Supposons la formule vraie pour ¢ formes

linéaires. On a par associativité
¢+ 1)!
(Ly Ao Ly) NLpyy = ( o ) AWW((Ly A ... A Lp) ® Lyyq)
= ((+1)0 Alt(Alt(L1 ® ... ® Ly) ® Lyyq)

(C+ 1) Alt(L) ® ... ® Lgyq)
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en utilisant ’hypothése de récurrence a la ligne 2 et le lemme 4.14(2) en ligne 3. O
En particulier Alt(ej ®...®e} ) = HETA ey, doncles e A...Aej, engendrent o/ = Alt(L*)
lorsque (i1,...,4x) parcourt tous les k-uplets d’entiers de {1,...,k}. Il y en a trop. Si L et T
sont des 1-tenseurs, il est évident que LAT = —=T'A L et LA L = 0, donc e;; A... Ae] est
nul si deux indices sont identiques (on peut permuter les e} et e; pour les rendre adjacents, en
multipliant par —1 & chaque fois le tenseur) et plus généralement

* * _ * *
€y N Ne = e(o)e;, N . Nej,
ol 0 € Si. Les {e;*1 VANPAN efk | 1 <i; <...<i <n} sont donc encore une partie génératrice

de /*. On montre que la famille est libre comme dans la proposition 4.3, en utilisant que pour
deux k-uplets strictement croissants (i1, ...,4;) et (j1,...,Jk) de {1,...,n},

Loosi (inyehik) = (Jise -5 k)
e;kl/\.../\efk(ejl,...,ejk):{ 0 sinon ’ ’

(appliquer le lemme 4.15; le coefficient de normalisation dans A sert ici). Pour (4) il suffit de
voir que

e N Nep Ne AL Ne = (—DMel AL Aer el AL Ae],
ce qu’on obtient en comptant les transpositions élémentaires échangeant (i1, ..., , ji,...,Jj¢) et

(jla"'7j€7i17"'7ik)' O
Les considérations précédentes montrent

Proposition 4.16. Soit L € &/*(E) alors

L= Z Leiy - - -yei)eq Ao Nej,

1<i1 <. <ip<n

Preuve: En effet comme tenseur il s’écrit L =31, . « L(eiy, ... ix)e;, @...@¢j, . Puisque
L alterné et que Alt(e] ®...®e€; ) = HeL A A e; ona

1
L=AKL) = > L(ei e )en Ao Nej,

T 1<, <n

1
= Z Z L(eig(l),...,eiv(k))efa(l) A .../\e;-;(k)
(o

T 1<i1<..<ip<n o

€Sk

1 . )

- H Z ZE )L(ei17"'7eik)€(0)ei1/\.../\€ik
€Sk

T1<ii<..<ig<n o

= Z L(eiy ... e )e;, N Nej

1<iy <. <ip<n
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et
Proposition 4.17. Soit Lq,..., L des formes linéaires, alors
LiN...ALg(vy,...,05) = Z (o) Ll(vo(l)) . Lk(vg(k))
ocESk
= det(Li(v))i;)
Enfin

Corollaire 4.18. Si k > n I'espace vectoriel &/*(E) est réduit 3 0. Si k € {1,...,n}, La famille
{ef, Ao A€ |1 <ip <...<ip <n} estune base de *(E) et dim(a/*(E)) = ﬁlk),

2 Formes différentielles

Définition 4.19. Une forme différentielle d'ordre k (ou k-forme différentielle) lisse sur un
ouvert U de E est une application lisse de U dans «/*(F). L'espace vectoriel des k-formes
différentielles est noté QF(U).

On note que Q°(U) = {a : U—R lisse }, c’est juste 'ensemble des fonctions réelles lisses. La
différentielle d'une fonction f : U— R lisse est df : U— LY(E) = &Y(E), x +— d.f, on a donc

df € Q(U). Un exemple de 2-forme différentielle est Azy) = z2el A el

Tout o € QF(U) s’écrit, en x € U,

* *
gy = g iy (T)ef A A e
1<i<...<ip<n

ol = — a4, (x) est lisse (c’est ag(e;,, ..., e;,)). Observons que la fonction x = (z1,...,2,) —
T, que l'on notera x; par abus de langage !, vérifie dz; = e} (exercice!!) On peut donc écrire

Oy = Z oy (@) dzgy AL N dxg,
1<i1<..<ip<n
En particulier, pour la différentielle de f : U— R on retrouve la formule bien connue

df = Z gf dz;.

1<i<n

)

1. c’est le méme abus de langage que de parler de la fonction z° + z, au lieu de f : z — z® + =
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La définition du produit extérieur s’étend aux formes différentielles : si o € Q¥(U) et g € Q(U),
on définit o A f € QFF(U) par (a A B)z = az A Be. On vérifie que les (a A B)iy...ip., SODt lisses

comme combinaisons linéaires de o, j, et de By, .. m,-

3 Différentielle extérieure

La différentielle usuelle vérifie d(Q°(U)) € Q' (U). Cependant la différentielle usuelle, notons la
plutot D, d’une k-forme différentielle n’est pas une (k + 1)-forme différentielle en général. En
effet, si a est une k-forme différentielle, c’est une application lisse o : U— o7 (E¥, R) € Z(E*,R)
et sa differentielle est Do : U— Z(E, . Z*(E,R)) qu’on peut identifier & Z(E*T! R). On peut

donc voir Da(x) := Dy comme un (k + 1)-tenseur, qui & (v, vy, ..., vx) associe
d
Dya(v)(vy,...,v;) = aax_i'_tv(vl, ey V)
Il est alterné en les k derniéres variables (vy,...,v;) mais pas en (v, v1,...,v) a priori. Grosso-

modo, on obtient un tenseur alterné en composant D avec Alt. Précisément, on définit une
différentielle, dite extérieure et notée d, d : QF(U)— QFF1(U) en posant d = (k + 1)Alt o D.
Elle coincide avec la différentielle usuelle si & = 0. On note Q(U) la somme directe des QF(U),

QU) = By (V).

Théoréme 4.20. |l existe une application linéaire d : Q(U)— Q(U) et une seule avec les
propriétés suivantes :

(1) d(QF(U)) C QD).

(2) La restriction de d a Q°(U) est la différentielle des fonctions.

(3) Siac QFU) et B € QYU), alors d(a A B) = da A B+ (—1)Fa A dp.
(4) dod=0.

Preuve: On montre d’abord l'unicité. Si d od = 0 on a d(dx;) = 0. En utilisant (3) et une
récurrence on déduit que d(dx;, A...Adz;,) = 0 pour tout i1,...,7; dans {1,...,n}.Si f: U=R
est lisse on a
d(fd.’L'“ VAN dl‘lk) =df A dziy N... A d(ﬂik.
Si a € QF(U) sécrit
o= Z Qi iy, dl’il /\.../\dl’ik,
1<i1 <...<i<n

on a donc par linéarité de d,

da= Y dag,q Nz A Ndg. (%)

1<i1<...<ip<n

ou da, i, est la différentielle usuelle d’aprés (2). En fait on pourrait définir da par (x). Cette
formule coincide avec la définition donnée plus haut. En effet puisque dz; = e est constant on a

D(fd$Zl VANPI /\d:cik) =Df® (dazil VAN /\d:cik) =df ® (dl’il VANPIS /\d:cik)
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En composant avec (k+ 1)Alt (et notant que k+1 = %) on trouve par définition du produit

extérieur (cf définition 4.11)
(k) + l)Alt o D(fdac” VANAN dxzk) =df A da:il VANAN dxik,
et I’égalité pour da en découle par linéarité. Pour montrer (3) il suffit de considérer le cas ou

a= fdx; N...Ndx;, et B=gdzj N...Ndzj,

On a
dlanB) = d(fg) Ndxiy, A ... Ndzg, Ndzj, A ... Ndxy,
= (fdg—l—gdf)/\dxil/\.../\dxik/\dle/\.../\dmjé
daNp = gdf Ndxg A...Ndx;, Ndxj, A...N\dxj,
aNdB = fdxy, N...Ndx; ANdg Ndxj, A ..o A dxg,

= (=V)Ffdg ANdxiy A ... Ndxi, Adzg A A dag,

Pour d o d = 0 on commence par les fonctions. Puisque df = ", az L dz;, on a d’aprés ()

s~ 9 OF 01 T B
Z Z 0z 83: Jdwjndzi = Z 0z ;0x; g = Z <8x Or;  Or;0r; dujndri =0
1= 1] 1 ‘7 17] J ’L<] 7 j

d’apres le lemme de Schwarz. En particulier d(dz;) = 0 et d(das,..s,) = 0, donc pour o une

k-forme
d(de) = Z d(dey..i) Ndziy A ... Adxg, =0

1<ii<..<ip<n

en utilisant (3). On aurait pu aussi raisonner directement a partir de dod = (k+2)(k+1)Alto D2,
en montrant que D2« est un (k + 2)-tenseur symétrique en les 2 premiéres variables, puis que
Alt(T) = 0 pour tout tenseur 7" admettant une symétrie par rapport a 2 variables. O

Par exemple si U est un ouvert de R? et o = Adx + Bdy + Cdz, alors

do = (—814+(9Z/)dm/\dy+(—M—i-ac’)dx/\dz‘i‘(—aB‘*‘aC)dy/\dz

dr 0 0 Oz 0z Oy
Sif=PdyNdz+ QdzANdx+ Rdy A dz alors
dB = 8—PJra—QJra—R dz A dy A dz
Jdy 0z

Définition 4.21. Si da = 0, on dit que « est fermée. Si o = df3, on dit que « est exacte.
On convient qu'une 0-forme est exacte si elle constante.

1l s’ensuit que d o d = 0 s’exprime par : une forme exacte est fermée. La réciproque est fausse en

général : on verra que o = yd;” +$dy est fermée sur R? \ {0} mais n’est pas exacte (exercice : elle

est fermeée).
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4 Le lemme de Poincaré

Définition 4.22. On dit qu'un ouvert U C R" est étoilé s'il existe a € U tel que pour tout
x € U le segment [a, x] est contenu dans U.

Théoréme 4.23 (lemme de Poincaré). Si U C R™ est étoilé, toute forme fermée sur U est
exacte.

Preuve: Si « est une O-forme fermée, c’est une fonction dont la différentielle est nulle, elle est
donc constante sur U connexe, donc exacte. Considérons le cas d’une 1-forme oo = Y ;" | o da;.

On cherche une fonction f telle que 8871- = o pour tout ¢ € {1,...,n}. L’hypothése que « est
fermée se traduit, en considérant le coefficient (gg‘; — g%j) de dxj A dx; (ol j < @) par

aOéZ' - 6aj

8.Tj N 8331‘

Pour simplifier supposons U étoilé par rapport & Uorigine. Si a@ = df on a

1 1 1 n 1
F@) - £(0) = /0 % (ta)dt — /0 du f(2) dt = /0 am(:c)dt:; /0 o (t) s dt

A une constante prés on n’a pas le choix pour f donc on pose

n

1
f(z) = le/o a;(tz) dt

=1

Vérifions que df = a.
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En dérivant sous le signe somie

n

df = Z(/o a;(tz) dt>d$l—|—2$lz< 1 gj; tm)dt)dxj
j=

i=1
= zn:(/la-(tm)dt>da:-+2(/ tm(m)m-dt>dm~

v 0 7 i -~ 0 &nj i j

- ! ' Oa; OJa;  Oay
= i(tx) dt ) dx; t—2 (tx)x; dt | dx; ili LU

22;(/0&(%) > x+;(/0 (9931(I)x ) 7 Ox; &Jci)
= Z / a;( idt | dz; (en permuttant encore i et j & droite)

0

i=1

— ; /O - (tau(tx)) dt d;
= Zai(fc)dazi:a
i=1

Pour une k+ 1-forme on peut procéder semblablement par intégration. Si o € Q¥+1(U) on définit
I(a) € QF(U) par

1
I(a)m(vl,...,vk):/ tkatw(a},vl,...,vk)dt
0

On peut montrer? que d(I(a)) + I(da) = a ce qui donne le résultat voulu lorsque da = 0
(d(I(@)) = ). O

5 Effet d’applications lisses

Définition 4.24. Soit U et V des ouverts d'espace vectoriels et f : U— V lisse. L'image
réciproque (ou tiré en arriere) de o € QF(V) par f, notée f*a, est la k-forme sur U définie par

(ffa)z(ut,. o up) = apey(def(ui), ..., dof(ur))

On a utilisé le méme procédé dans le chapitre 3 pour définir I'expression de la premiére forme
fondamentale en coordonnées : g, = f*Iy). La seule différence est que les tenseurs étaient
symétriques plutdt qu’alternés.

Notons (y1, ..., Ym) les coordonnées dans V et f = (f1,..., fm)- On a dy;(daf(u)) = dy fi(u).

2. Voir Spivak, Calculus on manifolds p94
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Alors

dyiy Ao ANdyi (do fur), ... do f(ug)) = Jx] Z dyzgu) (de f(u1)) ... dyig(k) (do f(ug))

= kl Z d fz o(1) Ul) dl’fia(k) (Uk)

= d;,;j}1 o Ndg fi (. ug)

? 1Y 3 J— . . . .
dotsi =37 o ;i iy AYiy A A dYiy,

(ffo)e= Y i i (f@)dafi Ao Ndof,

11 <...<ig

Par exemple si U = V = R? et f(x1,72) = (71 cos(z2), z1 sin(z2)), on a
f*(dy1 N dyz) = (cos(x2)dry — x1 sin(xg)dxs) A (sin(zg)dxy + x1 cos(xa)dre) = x1 dxy A dxo
SiU=R,V=R*et f(t) =€, alors

Lorsque U et V sont des ouverts de méme dimension n on a (exercice)

ffdyi A .. Adyy) = det(Df) (dxy A ... Adxy)

Proposition 4.25. Soit f: U—V lisse.
(1) Pour o, 3 € Q¥(V), on a
frlatp)=flat+ B
(2) SiacQ¥(V)et B QYV), ona
frlanB)=(fa) A (fB)
(3) Sig:V—W est lisse et « € Q¥(W), on a

(gof)a=f(ga).

Preuve: (1) est évident. Pour (2) considérer o = adx;;, A ... Adz;, et § = bdxj A...\dzj,.
Montrons (3) :

((go f)ra)e(ur,...;ux) = o) (de(go f)(ur),...,de(go f)(ur))
= (i) (dp@)9(daf(ur)), ..., dpayg(def(ur)))
) p(a) (dof(ur), ..., da f(ug))
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Proposition 4.26. La différentielle extérieure et I'image réciproque commutent, c’est-a-dire
que si U et V des ouverts d'espace vectoriels et f : U— V lisse, alors pour tout oo € (V') on a

f(da) = d(f*a).

Preuve: Si a € Q(V) la réciproque est simplement f*a = o f et la formule
d(f*a) = d(ao f) = da(f) o df = f*do
la, dérivée d’une fonction composée.

Par linéarité il suffit de considérer ensuite a = ady;, A ... Ady;,. On a vu que

f*Oé:aOfdfil/\.../\dfik,

donc
d(f*a) = d(ao f)Ndfs, N... Ndfy,
= f*(da) A f*(dyi, A ... Ndy,,)
ff(da Ndyi, N... Ndys,)
= [*(do)
en utilisant (2) de la proposition 4.25 a la troisiéme ligne. O

Il s’ensuit que 'image réciproque d'une forme fermée (resp. exacte) est fermée (resp. exacte).

Corollaire 4.27. Soit V un ouvert de R" difféomorphe & R" et a € QF(V). Si « est fermée
sur V elle est exacte.

Preuve: Soit f :R"”— V un difféomorphisme. Alors f*« est fermée sur R™, donc exacte par le
lemme de Poincaré. Soit 8 € Q¥"1(R") tel que df = f*a. Alors

d(fVB) = dB) = T (ffe) =«

en utilisant 4.26 et 4.25 (3). O

ydr—zxdy
2 +y2 9

Si on peut trouver une forme fermée non exacte sur R? \ {0} (par exemple voir section

suivante) on peut conclure que

Corollaire 4.28. R?\ {0} n’est pas diffeomorphe a R.
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6 1-formes et intégrales

Définition 4.29. Soient U un ouvert de R", a € QY(U), v : [a,b]— U continue et a = 1 <
... <t = b tels que la restriction de v & chaque |t;,t;11[ soit C'. On définit I'intégrale de o le
long de v comme

k=l i k=1 et
/a = Z/ Yo = Z/ ) (Y (1)) dt
gl i=1 7t i=1 7t

ol ~y; est la restriction de v & |t;, t;q1].

Le résultat ne change pas si on effectue un changement de paramétrage croissant C' de 7 :

/ti+1 (7/(t)) dt /¢ o (' (o(1) ' (t) dt
o = o
. (&)Y o1t yop(t)\Y

par la formule du changement de variable. Le résultat est multiplié par —1 si ¢ est décroissante.
Par exemple si on note y~! le chemin ¢ + y(b + a — t), défini sur [a, ], on a Jra=—[ a

Si « est exacte, c’est-d-dire o = df pour f: U— R lisse, on a simplement
b b b
[a= [ dr= [ dore/@a= [ (roay@d=r66) - s66),
¥ a a a

Le résultat ne dépend que des extrémités de ~y, en particulier si y(a) = v(b) (v est un lacet)

Adfzo.

Si « est exacte sur U, son intégrale sur tout lacet de U est donc nulle. Testons o =
U =R%\ {0} avec le lacet 7 : [0,27]— R, v(t) = (cost,sint). On a

zdy—ydx

2w
/a = / (cost)(cost) — (sint)(—sint) dt = 27 # 0,
o7 0
a n’est donc pas exacte, ce qui prouve le corollaire 4.28.

En fait le test-ci dessus est une équivalence :

Proposition 4.30. Soit U un ouvert de R" connexe par arcs et a € Q(U). Alors « est exacte
si et seulement si fva = 0 pour tout lacet v C U lisse par morceaux.
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Preuve: Fixons xo € U. Pour tout 2 € U il existe un chemin C' par morceaux v dans U qui
joint zg & . On pose

Le fait que U'intégrale « sur tout lacet soit nulle implique que f(z) ne dépend pas de v (exercice).
Vérifions que df = a. Il suffit de montrer que 7~ = a(e;) pour chaque i € {1,...,n}. Fixons i
et notons ¢; le chemin s — x + se; pour s € [0,¢] (défini pour ¢ > 0 assez petit, U est ouvert).
Notons v U ¢; le chemin C' par morceaux obtenu en mettant bout & bout v puis ¢;. On a alors

O 4y _ iy JEF 1)~ (@)

8@- t—0

t
= lim - a— [ a
t—0t AUcy ~

o1
= lim - o
t—0t c
t

= lim — | agise(ei)ds
tJo

t—0

= agle)

Définition 4.31. Deux lacets C'* par morceaux 7o, 71 : [a, b]— U sont (librement) homotopes
dans U s'il existe H : [a,b] x [0,1]— U continue telle que pour tout (¢, s) € [a,b] x [0,1] :

H(t70) :70(t)7 H(tv 1) :71(t)7 H(CL?S) :H(bv 3)7

et que les lacets v, définis par 4(t) := H(t,s) sont aussi C'! par morceaux.

Proposition 4.32. Soit U un ouvert de R™ et o une 1-forme fermée sur U. Si v et 1 sont
deux lacets homotopes dans U alors
/ o= / .
Y0 "

Preuve: Soit s € [0,1]. Par compacité on peut recouvrir vs([a, b]) par un nombre fini de boules
By, ..., By contenues dans U. Sur chaque B;, il existe f; : B;— R lisse tel que a = df;, d’aprés le
lemme de Poincaré. Sur B; N Bjt1, on a d(fi+1 — fi) = 0 donc il existe une constante ¢; € R telle
que fir1 — fi = ¢; sur B;N Biy1 (pour i = 1,...,k, avec la convention Biy1 = B1, fre1 = f1)-
Choisissons des points x1,...,x; le long de v tels que x;41 € B; N Bj+1 (avec la convention
Tp+1 = 1), et notons (x;,x;+1) le sous-arc de 75 entre x; et x;41. Puisque « restreinte a B;
est exacte, 'intégrale de a sur (z;,z;4+1) ne dépend que des valeurs de f; aux extrémités, i.e.
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f(ﬂﬁi@z&rl) o = f,-(xi_H) - fz(xz) On a donc

k k
k k k—1
= Zfz (@ip1) = > filws) = > filwipr) = D firr(is1)
=1 =1 1=
k—1 ’
= Z(fi — fir1)(@ir1) + fe(z1) — fi(21)
zflk
- X

qui ne dépend plus des x;. Pour s suffisemment proche de s on peut recouvrir vy ([a, b]) par les
mémes B; et utiliser les mémes f; et ¢;. Le calcul de fﬁ/ , @ en utilisant des x} appropriés donne

donc la méme valeur — Zle ¢;. L’application s — fv « est donc localement constante et donc
constante car [0, 1] est connexe. O

Corollaire 4.33. Si U est simplement connexe (tout lacet de U est homotope a un lacet
constant) alors toute 1-forme fermée sur U est exacte.

Corollaire 4.34. U = R?\ {0} n’est pas simplement connexe. Si p # ¢, le cercle parcouru p
fois n'est pas homotope dans U au cercle parcouru ¢ fois

zdy—ydzx

T2 Sur le cercle parcouru p fois donne 27p.

En effet I'intégrale de o =

On peut montrer par contre que pour n > 3, R™\ {0} est simplement connexe (et pas diffécomorphe
a R™).

Définition 4.35. Deux chemins C1 par morceaux o, 71 : [a,b]— U, tels que yo(a) = 71(a)
et y0(b) = 71(b), sont homotopes dans U s'il existe H : [a,b] x [0,1]— U continue telle que
pour tout (¢,s) € [a,b] x [0,1] :

H(t,O) :’VO(t)v H(ta 1) :71(t)7 H(av S) :'70(a)7H(b75) :70(17)

et que les chemins v, définis par v,(t) := H(t,s) sont aussi C'' par morceaux.
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Corollaire 4.36. Soit U un ouvert de R™ et & une 1-forme fermée sur U. Si v et 1 sont deux
chemins homotopes (a extrémités fixées) dans U alors

[a=]a
Y0 71

En effet le lacet vo U~y 1 est homotope & un lacet constant.
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