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Les équations différentielles apparaissent lorsqu’on modélise des phénomenes naturels et que les
quantités a étudier dépendent du temps. La premiere équation différentielle remonte probable-
ment & Newton, dont le principe fondamental de la dynamique se traduit par I’équation

ma” (t) = F(x(t))

ott t — x(t) € R? décrit la trajectoire du centre de gravité d’un objet de masse m soumis & un
champ de force x — F(z). Une autre équation célebre est celle du pendule. Une masse m est
suspendue & l'extremité d’une corde de longueur ¢ dont l'autre extrémité est fixe. L’angle 6(t)
que fait, a I'instant t, le fil avec la verticale vérifie la relation :

0" (t) + %sin(@(t)) —0

La biologie conduit aussi & de nombreux exemples. Le plus simple qui remonte probablement a
Malthus, est une population au taux de croissance proportionnel au nombre d’individus. Si N (t)
est le nombre d’individus, ’équation est :

N’ =aN(t)

ol a est un parametre réel, ici positif. Cette équation tres simple apparait aussi dans un contexte
tres différent : elle peut modéliser le nombre d’atomes radio-actifs dans un matériau, lorsque le
taux de désintégration est proportionnel au nombre d’atomes (avec a < 0). C’est I’équation a la
base des datations au Carbone 14.

Une autre beaucoup utilisée en biologie des populations est ’équation dite logistique :
N’ =aN — bN?.

Elle prend en compte la limitation des ressources par le terme —bN?2, qui exprime la compétition
entre individus pour les ressources (la mortalité supplémentaire est supposée proportionnelle au
nombre de rencontres entre individus, ce qui donne le carré).

La résolution de ces 2 équations est completement explicite, on y arrivera tres rapidement.
La situation devient beaucoup complexe lorsqu’on étudie les interactions entre 2 espeéces, par
exemple une proie et son prédateur. Les systemes proies-prédateurs ont été introduits par Lotka
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et Volterra dans les années 1920, pour tenter de comprendre les fluctuations relatives de poissons
et de requins en méditérannée. Ils ont proposé le modele suivant : si (t) désigne le nombre de
proies et y(t) le nombre de prédateur, alors

/

¥ = ax—bry

y = —cy+dxy
ol a,b,c,d sont des parametres positifs. On n’abordera cet exemple qu’a la fin du cours. On
consacrera auparavant une large part aux systeémes linéaires, en particulier & X' = F(X) ou
X(t) € R"et F: R"— R" est affine On s’attardera sur le cas n = 2 (systemes linéaires planaires),

qui est déja tres riche.

Le plan du cours pour les prochaines semaines est le suivant :
(1) Equations d’une variable du ler ordre
2
3

(2) Systemes différentiels
3)
(4) Systemes linéaires
()

Systemes linéaires planaires

5

Bibliographie :
- M. Hirsh, S. Smale, R. Devaney : Differential Equations, Dynamical systems and Introduction
to Chaos.
- M. Braun : Differential Equations and Their Applications.
- T. Ramond, Notes du cours M318, http ://www.math.u-psud.fr/~ramond/Site/Enseignement.html
- L. Perko, Differential equations and dynamical systems.
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1 Equation différentielle d’ordre 1

1.1 Définition

Définition 1.1. Une équation différentielle du ler ordre est I'équation

y' = f(ty), (1.1)

ou f : IxU— R est une application qu'on supposera au moins continue, I, U sont des intervalles
ouverts de R.

Donnons deux exemples que nous traiterons en détail par la suite.

EXEMPLE 1.2.

y' = a(t)y +b(t) (1.2)
ou a(t) et b(t) sont deux fonctions continues sur un intervalle I. Alors I'équation est de la forme 3’ =
f(t,y) pour la fonction f(t,x) = a(t)x + b(t) définie sur I x R.

ExXEMPLE 1.3.
y' = ay — by’ (1.3)
oll a,b > 0. L'équation est de la forme y' = f(¢,y) pour f(t,z) = ax — bx?, définie sur R x R.

Mentionnons quelques différences importantes et introduisons un peu de terminologie :
- (1.2) est linéraire : f est affine en la seconde variable (i.e. de la forme x — ax + b)
- (1.3) n’est pas linéaire & cause du terme —by?

3) est autonome : la fonction f(¢,z) ne dépend pas de ¢, i.e. I’équation est de la forme

- ( .
y' = F(y). L’équation (1.2) est autonome lorsque a(t) et b(t) sont des fonctions constantes.

Que signifie résoudre ’équation ? D’abord on cherche une fonction y(¢) au moins dérivable
pour que ’équation fasse sens. Si (¢,z) — f(t,x) est continue, y' = f(¢,y(t)) est continue donc
y est automatiquement Cl.

Soit (t,z) — f(t,x) continue. Résoudre I'équation y' = f(t,y) c'est trouver toutes les solutions
de classe C* telles que 3/(t) = f(t,y(t)) pour tout t.

Pour quel t? f(t,y(t)) doit étre défini que I’équation fasse sens, donc si f est définie sur I x U,
ou I,U sont des intervalles (qu’on suppose ouverts pour éviter les problemes de dérivation au

bord) on cherche y : I U, y € C'(I). On verra que y n’est pas nécessairement défini sur tout
I.
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1.2 L’équation différentielle la plus simple

On considere 1’équation différentielle (1.2), d’abord dans le cas particulier ou b(t) = 0. L’équation
est dite homogeéne :
y' = a(t)y, (1.4)

1.2.1 Equation différentielle d’ordre 1 linéaire homogéne

Supposons d’abord que ¢ — a(t) soit constante sur 'intervalle I, I’équation est alors

y = ay. (1.5)

La vitesse de croissance est proportionnelle a la quantité étudiée. Cela peut modéliser aussi bien
une population de bactéries (a > 0) qu'une quantité de matériel radio-actif (a < 0). On cherche
donc y € C'I telle que

vVt e l, y'(t) = ay(t) (1.6)

On remarque que la fonction t + Ce? est solution de (1.6), pour n'importe quelle constante
C € R. En effet
Y (t) = (Ce™) = Cae™ = a(Ce™) = ay(t).

Y en t’il d’autres? Supposons que y soit solution de (1.6) et considérons la fonction y(t)e

On a

—at

(y()e ™) =y'e™™ —yae™® = (y' — ay)e™ = 0!

at

donc il existe C' € R tel que y(t)e~ % = C soit encore y(t) = Ce

Soit @ € R. L'ensemble S des solutions de I'équation 4’ = ay sur l'intervalle ouvert I est
q Yy )

S={t— Ce" CeR}.

Maintenant supposons que a(t) ne soit pas forcément constante. Dans I’argument ci-dessus, on
remplace le terme at par une primitive A(t) de a(t). La fonction t — eA(®) est bien solution de
(14) :

(eA(t))/ _ A/(t)eA(t) _ a(t)eA(t)

Puisque a(t) est continue on peut toujours trouver une telle primitive A(¢). Le méme raisonne-
ment qu’au dessus aboutit alors a

Théoreme 1.4. Soit a : I— R une fonction continue. L'ensemble S des solutions de I'équation
Yy = a(t)y est
S = {t — Ce e R},

ou A(t) est une primitive quelconque de a(t).
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FIGURE 1.1 — Solutions de ’équation y' = ay

EXERCICE 1.5. (1) Calculer toutes les solutions de I'équation y’ = (%> + 1)y sur [ = R.

(2) Calculer toutes les solutions de I'équation ' = = sur I = R.

1.2.2 Equation différentielle d’ordre 1 avec second membre

On revient maintenant au cas général

y = al(t)y +b(t) (1.7)

ou a(t) et b(t) sont des fonctions continues sur I =]a, 5[. Elle n’est plus homogene a cause du
terme b(t). Pour trouver ses solutions on emploie la méthode dite de variation de la constante.
L’idée est de chercher des solutions sous la forme y(t) = C(t)eA®), ot A(t) est une primitive de
a(t). On remplace donc la constante C' des solutions Ce*®) de I’équation homogene ' = a(t)y
par une fonction C(t) qu'il s’agit de déterminer. Alors y(t) = C(t)e*®) est une solution de (1.7)
si

y'(t) = C't)et™ 4+ C(t)a(t)et?

ce qui équivaut a

ou C € R. On a donc obtenu des solutions de la forme
t
y(t) = e </ b(s)e ) ds + C> .

Existe-t’il des solutions de (1.7) qui ne sont pas de la forme y(t) = C(t)e”*'") 7 Supposons que
y(t) soit une solution de (1.7), en dérivant expression w(t) = e~ 4®y(t) et en utilisant (1.7), on

A(t)
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obtient w’ = e~ AMp(t) puis w(t) = C(t) comme ci-dessus, et y(t) = C(t)e*®). On a donc trouvé
toutes les solutions :

Théoréme 1.6. L'ensemble S des solutions de |'équation (1.7) est

t
S = {t — A <C+/ b(s)e_A(S)ds> ,C e R},

ou A(t) est une primitive de a(t).

EXERCICE 1.7.  Déterminer les solutions de I'équation y' = 2y + €2t

1.2.3 Ligne de phase

Revenons un instant sur I’équation autonome 3’ = ay. On a vu que les solutions sont les fonctions
t — Ce®, pour toute constante C' € R. On peut avoir une bonne idée du comportement des
solutions en dessinant leur graphe (voir figure 1.1, ou simplement leur ligne de phase. La ligne
de phase est plus schématique et ne requiert pas déterminer les solutions explicites : il suffit de
trouver les points d’équilibre (i.e. les valeurs de y correspondant & y' = 0) et le signe de ¢’ en
dehors des points d’équilibre.

\4 \4
N N
FIGURE 1.2 — a > 0 : source FIGURE 1.3 — a < 0 : puits

FIGURE 1.4 — Ligne de phase de v’ = ay

Lorsque a > 0, les solutions s’éloignent de 0 lorsque t— oo ; lorsque a < 0, les solutions tendent
vers 0 lorsque t— o0o. Lorsque a = 0 les constantes sont les solutions. On dit qu’un point
d’équilibre est une source si les solutions proches du point s’en éloignent lorsque t— oo; On
dit qu’un point d’équilibre est un puit si les solutions proches du point convergent vers le point
lorsque t— co.

EXERCICE 1.8. Dessiner la ligne de phase de ¢ = ay + 3, puis le graphe de ses solutions.
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1.3 L’équation logistique

On a vu que I’équation de Malthus ¢’ = ay a des solutions y(t) = Ce® & croissance exponentielle
(a > 0) indéfinie. Ceci tient au fait que I’on suppose le taux de croissance constant, quelque soit
la quantité étudiée. Ce n’est pas réaliste a long terme lorsqu’on modélise des populations. Pour
remédier & cela on introduit un terme de mortalité supplémentaire supposé proportionnel au
nombre de rencontres entre individus, soit —by?, ce qui donne

y' = ay — by?, (1.8)

a,b > 0. Lorsque y est petit, y> << y (dans les bonnes unités) et on a y' &~ ay. Les ressources
sont suffisantes pour la population et sa croissance est exponentielle. Lorsque y est grand, en
fait des que y > a/b :
b
2
y'=ay —by" = ay(l-—y) <0

et la population décroit, par manque de ressources.

1.3.1 Points d’équilibre, ligne de phase

Sans s’embarrasser pour 'instant de la question de 'existence de solutions, faisons ’étude qua-
litative des solutions de (1.8). Les points d’équilibre sont les solutions de 1’équation

b 1
0=ay—by’ =ay(l——y) =ay(l — —
ay —by” = ay(l — —y) = ay(1 - ),
ounonpose N =a/b. Il yenadeux:y=0et y=N, ce qui donne les deux solutions constantes
y(t)=0,vteR, et y(t)=N,VteR.

On trace aisément la ligne de phase, avec y/ >0si0<y < N ety <0si(y<0ouy>N).

FIGURE 1.5 — Ligne de phase de y' = ay — by?

La ligne de phase suggere que toutes les solutions > 0 convergent vers N, qu’on peut interpréter
comme la population limite. Il faut s’en assurer. En effet on peut envisager plusieurs comporte-
ments des solutions :
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1. On atteind N en temps fini.
2. On "atteind” N uniquement asymptotiquement, c’est-a-dire lorsque t— oc.

3. On n’atteind jamais N, méme asymptotiquement. Une trajectoire partant d’un point
proche de 0 pourrait ralentir et ne jamais dépasser, disons, N/2.

En fait seul 2. peut arriver. Pour s’en assurer, deux méthodes :

(1) Résolution explicite : on réussit a intégrer I’équation différentielle de manieére a avoir une
expression explicite de y(t) (on met les mains dans le cambouis).

(2) On invoque un théoreme et on se fatigue moins (c’est a ¢a que servent les théoremes).
En l'occurrence il s’agit du théoreme de Cauchy-Lipschitz, le résultat le plus important
du cours, dont on verra plusieurs versions.

Le théoreme nous dira par exemple (si les hypotheses pour appliquer sont vérifiées) que si deux
points d’équilibre p, g sur la ligne de phase sont séparés par une fleche allant de p a ¢, et bien
toute solution y(t) telle que y(0) €]p, q[ est définie sur R, tend vers p quand t— — oo et tend
vers ¢ quand t— co. L’avantage de (2) est qu’on se fatigue moins. Par contre elle ne permet pas
de répondre a une question du type :

Si y(0) = 10% de N, au bout de combien de temps a t'on y(t) = 90% de N ?

Pour ¢a on aura besoin de (1). Commengons par (1), on verra (2) ensuite.

Notes du cours KIMA6021, 2012-2013 8 Laurent Bessiéres
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1.3.2 Résolution explicite

Commengons par simplifier les constantes. Quitte a changer d’unités on peut toujours se ramener
4 N = 1. Précisément si on pose z = y/N, ona 2/ = £ = ¢ (1 — %y) = az(1 — 2) donc (1.8)
équivaut a

2 =az(l-2) (1.9)

Supposons qu’on ait une solution z(t) de (1.9) définie sur un intervalle J telle que
Ve, z(t) #0 et z(t) #1.
Comme z est de classe C' elle est continue et donc
(Vte J, z(t) <0) ou (Vte J0<z(t) <1), ou (Vte J z(t)>1).

Dans ce cas, sur I'intervalle J

/

Z=az(l-2) = S —
z2(1—2)
2! 2!
= —+ 1 = a en décomposant la fraction
z -z
<= Injz|-In|l—z|=at+C, C €R (en intégrant)
é ‘ z ‘ — eatJrC
1—=2
= 1  —Ke®, K=+ €R*
-2z

On a utilisé ici le fait que %

z < 0 ou z > 1. Maintenant,

ne change pas de signe sur J. Ona K > 0si z €]0,1[ et K < 0 si

z X
=X =X 22X 7=
T Sz z z T x

d’ou Vt € J,
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Keat
t) = . 1.10
AD) = 1o (1.10)
Notons zk (t) = HKTea;t et discutons de ’ensemble de définition de zx selon K :

- Lorsque K > 0, zx est défini sur R.

- Lorsque K < 0, zx () est défini si 1 + Ke® # 0, soit t # —% In(—K) :=Tk. zx est donc
défini sur lintervalle | — co, Tk [ et sur Uintervalle | T, 4+00].
La chaine d’équivalences ci-dessus montre que zx est donc solution de (1.9), sur R lorsque
K >0, sur | — 00, Tk|[ et sur [Tk, +o0[ lorsque K < 0. L’intervalle J est contenu dans un de ces
3 intervalles et z = zx sur J. Faisons le graphe de ces solutions. On constate que zx < 0 sur
| — 00, Tk[, zx > 0 sur [Tk, +o0[ et sur R, et zx(t)— 1 quand t— oco.

.

FIGURE 2.1 — Solutions de I’équation logistique

Observons que si K’ = AK pour X > 0, le graphe de zx est celui de zx décalé de —% :

K'et K\e Keot+12) In A\

= = myy = 2kt ——).

(t) =
) = T e T3 Kot 1+ Keolt+

En dehors des solutions constantes et des zg, y a t’il d’autres solutions de (1.9) 7 Supposons
que z soit une solution non constante définie sur un intervalle J, et puisse prendre la valeur 0
ou 1. Puisque z n’est pas constante il existe tg € J tel que z(tp) # 0,1. Supposons qu’il existe
t < to tel que z(t) = 0, par exemple, les autres cas étant similaires. Soit alors t; € [t — tp[ le plus
proche de tg tel que z(t1) € {0;1}. Précisément t; = sup{t’ < to | 2(t') € {0;1}}. Le point ¢ est
bien < to par continuité de z. On a donc z # 0, 1 sur ]t1,to]. De plus par continuité z # 0,1 sur
[to, to[ pour to assez proche de ty. Sur |t1,t2], la discussion préalable s’applique et montre que
z = zx pour une certaine constante K. Puisque zx (t1) ¢ {0;1}, par continuité z(t1) ¢ {0;1}.
En conclusion, si z n’est pas constante elle ne prend pas la valeur 0 ou 1, et donc est égale a
zi pour un certain K. Nous justifierons également cela grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz,
dans la section suivante.
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Mentionnons que si ’on impose une donnée initiale z(tg) = zp, o 29 € R—{0, 1}, cela détermine

o . o o _ Keato : 3 _ 20 —at
K de maniere unique. En effet en écrivant zp = z(ty) = Tiiceator 1l vient K = =070,
L’expression (1.10) devient alors :

zoea(tfto)
t) = : 1.11
) =12 20 + 20ee—10) (1.11)
et si on retourne aux unités d’origine, la solution de (1.8) est :
Nyoea(t_to)
y() (1.12)

TN g0+ goe
ou N = % et y(to) = Yo-

Observons que y(t) tend bien vers N lorsque t— 0o.

1.4 Solution(s) d’une équa-diff d’ordre 1

C’est le moment de refaire un peu de théorie générale. Rappelons qu’on a défini (définition 1.1)
une équation différentielle d’ordre 1 comme 1’équation

y' = f(ty), (1.13)

ou f est définie sur I x U, pour I,U ouverts de R.

1.4.1 La notion de solution

Il s’agit de préciser la notion de solution.

Définition 1.9. On dit que (J,y) est une solution de (1.13) si
(1) J C I est un intervalle ouvert.

(2) y: J—R est de classe C! et y(J) C U.

(3) Ve J, y(t) = f(t,y(1)).
On dit que la solution (J,y) est globale si J = I.

Dans 1’équation logistique, f(t,y) = ay — by? est définie sur R x R. Alors (R,y) est globale
lorsque y(tp) €]0, N|.

Notes du cours KIMA6021, 2012-2013 ]. 1 Laurent Bessiéres
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1.4.2 Solution maximale

Supposons qu’on ait une solution (J,y) de (1.13) avec J # I. Peut-on agrandir J ? c’est-a-dire
trouver J' D J plus grand tel qu'un prolongement de y & J’ soit encore solution ?

ExeMPLE 1.10. Soit y' = \/y = f(t,y) ou f est défini sur R x [0, 4+00[. On a comme solutions :
- (R,y = 0) solution globale.

- Ve € R, posons y, = % (t — ¢)? alors (Jc, +00[, y.) est une autre solution.

En effet, y. = 3(t —¢) = y/3(t — ¢)? car t — ¢ > 0. Ce n'est pas une solution pour ¢ < c.

0 ,t<ec 1 . _
£ e Elle est C'* sur R et solution de 3y’ = /. Alors (R, ) prolonge

Posons maintenant y. = {
(& K

(le, +00l, ye)-

FIGURE 2.2 — Graphes des 7.

Définition 1.11. Soit (J1,y1) et (J2,y2) deux solutions de (1.13). On dit que (J2,y2) pro-
longe (J1,y1) lorsque

(].) Jo C Jj.
(2) Vt € Ji, ya(t) = y1(t) (y2 coincide avec y; sur Jy).

Définition 1.12. On dit que (J,y) est une solution maximale de (1.13) lorsqu’elle n'ad-
met pas d'autre prolongement qu'elle méme.

Une solution globale est maximale. Une solution maximale n’est pas forcément globale. On a
at

vu que lorsque K < 0, zg () = % était solution de I’équation (1.9) sur | — oo, Tk[ et sur

[Tk, +oo[ Puisque |zx (t)|— + oo lorsque t— Tk on peut pas la solution dans ce cas. Elle donc

maximale mais pas globale.
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Cours 2 : mercredi 23/01/13

Une solution (J,y) de (1.13) peut-elle admettre plusieurs prolongements maximaux ? L’exemple
(1.10) ' = /y montre que oui : la solution (] — c0,0[,0) admet pour prolongement maximal
toute solution (R, g.), Ve > 0.

1.5 Probleme de Cauchy

Nous formulons plus précisément en quoi consiste résoudre une équation différentielle.

Définition 1.13. Soit f: I x U— R continue, I,U C R des intervalles ouverts. Soit tg € 1
et yo € U. Résoudre le probleme de Cauchy en (o, o),

y = ft,y)
{y(to) = Y0, (1.14)

c'est trouver toutes les solutions maximales (J,y) de v/ = f(t,y) telles que ty € J et y(ty) = yo.

EXEMPLE 1.14. Essayons de résoudre le probleme de Cauchy en (to,y9) pour I'équation (1.7) ¢/ =
a(t)y + b(t). D'apres le théoreme 1.6 les solutions sont de la forme y(t) = e(*) (C’ + f; b(s)e‘A(s)ds),

ol A est une primitive de a. Choisissons « = tg, alors y(to) = yo = eAt)C impose C' = yoe’A(tO).
Puisqu’'on a le choix de A, on peut choisir une primitive vérifiant A(tp) = 0, d'ou C' = yq et

t
y(t) = AW <yo —|—/ b(s)eA(S)ds>
to

ol A(t) est /a primitive de a(t) nulle en ¢y. Le probleme de Cauchy admet donc une solution unique.

EXEMPLE 1.15. Essayons de résoudre le probleme de Cauchy (' = \/y, (to = 0,50 = 0)) (exemple
1.10). Alors (R,y = 0) est solution, mais également tous les solutions globales (R, 3.). Le probleme de
Cauchy en (to = 3,y0 = 1) conduit par contre & y.(3) = (3 —¢)2 =1 < ¢ = 1. Donc (R, §;) est
I'unique solution en (tg = 3,yo = 1).

EXEMPLE 1.16.
{ y = 3ly|*® = f(t,y) défini sur R x R
y(0) = 0,

admet les deux solutions globales (R,y = 0) et (R, y = t3).

Il serait agréable de savoir a I’avance (i.e. sans résoudre I’équation) si le probleme de Cauchy aura
une solution et si elle sera unique. On s’attend & ce que pour une ”bonne” équation différentielle, il
y ait une solution unique pour toute donnée initiale dans I’ensemble de définition. C’est d’ailleurs
indispensable si on veut tirer de I’équation différentielle des prévisions sur le comportement futur.
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Théoréme 1.17 (Théoréeme de Cauchy-Lipschitz, version 1.0). Soit f : I x U— R continue,
I,U C R des intervalles ouverts. Soit tg € I et yo € U. Si f est de classe C! sur I x U, alors le

probléeme de Cauchy
y o= flty)
1.15

{y(to) = Yo, (1.15)

admet une unique solution maximale (J,y).

Remarque 1.18. 1l existe des énoncés plus forts (avec des hypotheses de régularité plus faibles

sur f).

Comparons ce que donne le théoréme avec les exemples ci-dessus. Dans exemple 1.14, f(t,z) =
a(t)z + b(t) est seulement continue mais on a bien solution du probleme de Cauchy en (%o, yo) et
unicité. De plus la solution est définie sur I si a(t) et b(t) le sont : elle donc globale. On a donc
obtenu plus que ce donne le théoreme 1.17, cela tient au fait que I’équation de 1.14 est linéaire.
Dans ce cas il y a une version de Cauchy-Lipschitz plus forte que I’énoncé 1.17 : il suffit que
f(t, x) soit continue.

Dans I'exemple 1.15, il n’y a pas unicité de la solution au probleme de Cauchy en (ty = 0,39 = 0).
La fonction f(t,x) = \/x est définie sur R x [0, +oo[ mais n’est de classe C! que sur Rx]0, +oo|
(elle n’est pas dérivable par rapport a x en (¢,0)). Les hypotheéses du théoréme 1.17 ne sont donc
pas satisfaites en (to = 0,39 = 0)). Par contre (tg = 3,y = 1) tombe dans le domaine de validité
du théoreme.

Enfin dans I'exemple 1.16, la fonction f(t,z) = 3|z|?/3 est définie sur R x R mais n’est de classe
C! que sur Rx] — oo, 0[ et sur Rx]0, +oo[. Le théoréme ne s’applique donc pas en (t = 0,y = 0).
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Application & ’équation logistique Puisque f(x,t) = ax — bx? est de classe C! sur R x R,
le théoreme 1.17 s’applique en tout (tg,yo) et donne U'existence d’une unique solution maximale
(J,y) telle que y(tg) = yo. On a trouvé des solutions globales constantes

y=0 et yEN:%.

et des solutions ne prenant pas les valeurs 0 et N :

Keat

=N——1—
YK 1+ Keat

Montrons qu’il n’y en a pas d’autres. Soit (J,y) une solution maximale non constante. S’il existe
to € J tel que y(to) = 0 ou y(tp) = NN, alors y est solution du probleme de Cauchy

{ y o= ay—by’
y(to) = 0 (ouy(to) = N),

Par unicité de Cauchy (i.e unicité de la solution au probleme de Cauchy), (J,y) est 'une des
solutions constantes, ce que nous avons exclu. Donc (J,y) ne prend pas les valeurs 0 et N. Il
s’ensuit que y = yx pour un certain K. C’est une solution globale (R, yx) si y(tg) €]0, N[, une
solution maximale (] — oo, T [, yx) si y(to) < 0 ou (JTk,+oo[, yx) si y(to) > N.

L’unicité de Cauchy se manifeste tres simplement sur le graphe des solutions : les trajectoires ne

se coupent jamasis. Elle dit aussi qu’une trajectoire en peut converger vers un point d’équilibre
en temps fini.

1.6 Suppléments : quelques applications aux équations autonomes y' = f(y)

On tire quelques conséquences du théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les équations autonomes :

v =) (1.1)

ol f:U— R est supposée de classe C!, U intervalle ouvert de R.
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Essayons d’abord de comprendre ce qui se passe lorsque t s’approche de la borne droite d’un
intervalle J maximal, i.e. tel que (J,y) est une solution maximale. Le cas de la borne gauche est
similaire.

Corollaire 1.19 (Explosion en temps fini). Soit (J/,y) une solution maximale de (1.1). Sup-
posons J de la forme Ja, b] avec b < oo, alors pour tout compact K C U il existe to tel que
y(t) ¢ K pour tout ¢ € [to, b].

Si U = R cela implique que |y(t)|— oo quand t— b.

Preuve: Supposons que y(t,) € K pour une sous-suite t,—b. Donnons nous € > 0 et un
compact K’ C U tel que pour tout z € K, d(x,0K') > . Puisque f est continue et K’ est
compact, il existe M tel que |f(x)| < M pour tout x € K'. Soit a €]a, b assez proche de b pour
que b —a < 557 et y(a) € K. Un tel a existe par hypothese (prendre a = t, pour n grand).
Commengons par montrer qu’on peut étendre y en une fonction continue y : [a, b]— K'. Pour

cela montrons que y([a,b]) C K’ puis que y est uniformément continue sur [a, b[. Soit ¢ € [a, b],

alors
t
/ y(s)ds

< / Fy(s))] ds
< (t—a)M (1.2)

ly(t) —yla)| =

tant que y([a, t]) reste dans K'. C’est vrai pour ¢ > a assez proche de a par continuité. Supposons
que y([a,t]) soit dans K’ et y(t) au bord de K'. Mais alors |y(t) — y(a)| < 55;M = § par
(1.2). Comme y(a) € K, ceci contredit y(t) € OK'. 1l s’ensuit que y([a,b[C K’ et (1.2) montre
l'uniforme continuité. On peut donc définir y(b) = lim;_,; y(¢). Montrons maintenant que y est
dérivable a gauche en b et solution de ’équation différentielle (1.1). On a

y(®) = yla)+1lim [ o(s)ds

en utilisant I'uniforme continuité de F'(y(s)). Donc y(t) = y(a) + ff f(y(s))ds pour t € [a,b]. 11
s’ensuit que y'(b) = F(y(b)) (pour la dérivée a gauche). Maintenant d’apres le théoreme 1.17, le
probleme de Cauchy en (t = b,y = y(b)) admet une unique solution maximale (.J,7). Puisque
J est un intervalle ouvert contenant b et que ' (b) = F(j(b)) = F(y(b)) = v/(b), on peut donc
prolonger la solution y sur |a, b'[ avec b’ > b, ce qui contredit la maximalité de (J,y). O
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Corollaire 1.20. Soient p,q € U deux points tels que f(p) = f(¢) = 0 et f > 0 sur |p,q|.
Soit (J,y) une solution maximale de (1.1) telle que y(to) €]p, ¢[ pour un certain ty € J. Alors
J =R, y(t) tend vers p quand t— — oo et y(t) tend vers ¢ quand t— + co.

Autrement dit, si sur la ligne de phase deux points d’équilibre sont séparés par une fleche, la
trajectoire va d’un point vers Pautre. Le cas ou f < 0 sur |p, ¢] est similaire, en inversant le role
de p et q.

x(0

_/ T

FIGURE 3.1 —

Preuve: L’unicité de Cauchy implique que y(t) # p, g pour tout ¢ € J. Autrement dit p < y < g
sur J. Puisque ¢/(t) = f(y(t)) > 0, y est strictement croissante sur J. Montrons d’abord que
J est de la forme Jo, +o00[. Si J =]a,b[ avec b < oo, alors d’apres 1.19, y(t) doit sortir du
compact K = [p, q] pour un certain ty. Puisque p < y < ¢, c’est impossible. Donc b = +o0.
La démonstration que o = —oo est similaire. Notons alors ¢’ = lim;, o y(t) < ¢, qui existe
puisque y est croissante majorée. Nous voulons montrer que ¢ = ¢, il suffit pour cela d’établir
que f(¢') =0, i.e. ¢’ est un point d’équilibre. Appliquons le théoréme des accroissements finis &
y sur [n,n+1] : il donne ¢, €|n,n+1[ tel que y(n+1) —y(n) = y/'(t,). Puisque f(n) et f(n+1)
convergent vers ¢’ quand n— oo, y/(t,) tend vers 0. Or ¢/(t,) = f(y(tn)) tend vers f(¢') par
continuité de f, d’out f(¢') = 0. La démonstration que y(t) tend vers p en —oo est similaire. [

Remarque 1.21. La méme démonstration montre que si y'(¢t) = f(y(¢)) > 0 sur un intervalle
de la forme |or, +00[ et que y est bornée sur un intervalle [a, +oo], alors y(t) converge vers un
point d’équilibre lorsque t— oo.
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2 Systemes différentiels et équations différentielles

2.1 Systemes différentiels d’ordre 1, champs de vecteurs

On commence dans ce chapitre I'étude des systéemes d’équations différentielles, ou systémes
différentiels, d’ordre 1, c’est-a-dire de familles d’équations différentielles :

yll = fl(t7y17'” 7y7’b)7
yé = f2(t7y17'” 7yn)7

y;, = fn(tvyla"'uyn)

ou les f; sont des fonctions de (n + 1)-variables a valeurs réelles, f; : I x U— R ou I intervalle

Y1 fl(tvylv"' 7y'f7«)
ouvert de R, U ouvert de R". Enposant Y = | @ | et F((t,Y) = : , le systeme
Yn fn(taylv'” 7yn)
peut se réécrire
Y'=F(Y).

On pourra également noter les vecteurs en ligne pour gagner de la place. L’équation est identique
a (1.1) : v/ = f(t,y), sauf que la fonction réelle y est remplacée par une fonction vectorielle Y.

Définition 2.1. Un systéme différentiel d’ordre 1 est |'équation
Y' =F(t,Y) (2.1)

ou I est une fonction continue sur I X U a valeurs dans R", I C R étant un intervalle ouvert
et U étant un ouvert de R™.

Un couple (J,Y), ot J C I est un intervalle ouvert Y : J—R" est de classe C!, est une
solution de (2.1) si

(1) Pour toutt e J, Y(t) € U,
(2) Pour tout t € J, Y'(t) = F(t,Y(t)).

EXEMPLE 2.2. Le systeme de Lotka et Volterra que nous avons vu dans I'introduction

' = ax—bry
y = —cy+dry

est de la forme Y/ = F(t,Y) ot F(t, (y1,92)) = (ay1 — byiye, —cy1 + dy1y2), F : R x R2—R? est de
classe C*°.
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On peut interpréter un systeme différentiel comme un champ de vecteur dont on cherche les
courbes intégrales. Considérons un systeme différentiel d’ordre 1 autonome, c’est-a-dire

Y' =F(Y),
ou F : U C R"=R" ne dépend plus de t. On peut alors se représenter Y — F(Y) comme
la donnée, en chaque point Y € U d’un vecteur de coordonnées (f1(Y),- -, fn(Y)) ot F =
(fla"' afn)
EXEMPLE 2.3. Au systéme (' = y,y’ = —=x), correspond le champ de vecteur F(z,y) = (y,—x).

Dessinons en quelques points :

RN RN
N N
vl

FI1GURE 3.2 — Champs de vecteur et ses courbes intégrales

Résoudre Y/ = F(Y) revient & trouver les trajectoires t — Y () € R™ dont le vecteur vitesse Y’ (¢)
au point Y (¢) coincide avec le champ de vecteurs en ce point, i.e. Y'(t) = F(Y(¢)). Sur 'exemple
(2.3), les trajectoires (les courbes intégrales) sont des cercles (z(t) = acos(t), y(t) = asin(—t)),
acR.

Un systeme différentiel d’ordre 1 général Y’ = F(¢,Y) peut s’interpréter de la méme maniere
mais avec un champ de vecteur dépendant du temps...donc pas facile a visualiser.

2.2 Equations différentielle d’ordre supérieur

Définition 2.4. Une équation différentielle d’ordre n est |'équation

y™ = F(t,y,y,y", -, y™Y) (2.2)

ou F est continue de I x U dans R, I C R étant un intervalle ouvert, U étant un ouvert de
R™.
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Un couple (J,y), ou J C I est un intervalle ouvert et y : J— R est de classe C", est solution
de (2.2) si

(1) Pour tout t € J, (y(t),y' (), y"(¢),-- ,y" V(1)) € U,

(2) Pour tout t € J, y™(t) = F(t,y(t),y'(t),y"(t),- -,y " D(t)).

Une équation différentielle d’ordre n est équivalente a un systéeme différentiel d’ordre 1 sur R™.
Considérons d’abord I'exemple

y' +alt)y +b(t)y = f(t).

Supposons que (.J,y) soit une solution, y étant donc de classe C2. Posons y; = y et yo = 3/
définie sur J de classe C'. Alors sur J,

yi = 1
yy = Y =—a)y —b(t)y+ f(t) = —a(t)y2 — b(t)y1 + f(t)

soit
(y’l(t)> _ ( ya(t) )
Yy (t) —a(t)y2(t) — b(t)ys(t) + f(t)

un systéme différentiel & deux équations, Y’ = G(¢,Y) ot on a posé Y = (Zl) = (5,) et
2

G(t, @;)) = (_b(t)yl _ git)yQ + f(t)> '

Plus généralement,

Proposition 2.5. Soit F': I x U— R une fonction continue, I C R étant un intervalle ouvert
et U étant un ouvert de R™. Soit G : [ x U— R"™ définie par

€2
€3
G(t7ajla"' axn) =
F(tal‘la"' ,l‘n)

(1) Si (J,y) est solution de I'équation différentielle d’ordre n

y™ = F(tyyy" -y (2.3)
y(t)
\ y'(t) . e
alors (J,Y), ot Y(t) = _ est solution du systeme différentiel d'ordre 1
y ()
Y' =G(t,Y) (2.4)
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y1(t)
: . ya(t) .
(2) Inversement, si (J,Y") est solution de (2.4), avec Y (t) = _ alors (.J,y1) est solution
Yn(t)
de (2.3).

2.3 Cauchy-Lipschitz pour les systemes

Nous avons pour les systemes différentiels un théoreme de Cauchy-Lipschitz, en tout point
semblable a celui énoncé pour les équations différentielles :

Théoréme 2.6 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les systémes). Soit F': [ x U—=R
continue, ot I C R est un intervalle ouvert et U est un ouvert de R™. Soit to € [ et Yy € U. Si
F est de classe C' sur I x U alors le probleme de Cauchy

{Y’ — F(t,Y)
Y(to) = Yo,

admet une unique solution maximale (J,Y).

La preuve de ce théoreme sera donnée plus tard. Ce théoréeme nous suggere quelle est la bonne
notion de probleme de Cauchy pour une équation différentielle d’ordre n :

Définition 2.7. Soit I': I x U— R continue, ot I C R est un intervalle ouvert et U est un

ouvert de R™. Soit tg € I et (yo, Y, - - - ,y(()n_l)) € R™. Résoudre le probleme de Cauchy en t
y(n) = F(t7 y’? y//7 A 7y(n_1))
— / ) (n—1) _ ,(n=1) (2.5)
y(to) = wo.y'(to) =vp,---,y" o) =w5

c'est trouver toutes les solutions maximales (J, y) de (2.5) telle que tg € J et y(to) = yo, ¥ (to) =
/ (n=1) () = "1
Yoo -y (b)) =y

D’apres 2.5 et 2.6, si F est de classe C!, (2.5) a une unique solution maximale. En effet, on sait
bien par exemple qu'une solution de I’équation de Newton mz”(t) = f(x(t)) est déterminée de
maniere unique si on fixe une position initiale 2:(0) et une vitesse initiale z/(0).
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2.4 Systemes différentiels linéaires

Parmi les systemes différentiels, les systemes différentiels linéaires a coefficients constants jouent
un role tres important. D’abord parce qu’on sait les résoudre completement. Ensuite parce qu’on
pourra souvent les utiliser comme approximation locale d’un systeme différentiel quelconque, par
un procédé qu’on appelle la linéarisation.

2.4.1 Définition et Cauchy-Lipschitz

On a déja vu une équation différentielle linéaire, 'équation (1.2) : ' = a(t)y+0b(t). On généralise
ceci a un systeme différentiel sur R™, en remplagant a(t) par une matrice n x n b(t) par une
fonction & valeurs dans R™. Rappelons qu’on note M,,(R) I’ensemble des matrices carrées n x n

a coefficients réels. C’est un espace vectoriel de dimension n?.

Définition 2.8. Soit F': I x U— R" continue, ou I C R est un intervalle ouvert et U est
un ouvert de R™. On dit que le systeme différentiel

Y' = F(t,Y)
est linéaire lorsqu'il existe deux fonctions A : I— M, (R) et B : [—R", continues, telles que

F(t,X) = A(t)X + B(1).

EXEMPLE 2.9.
¥ = x4+ 3ty -+t
y = tr-y+t

7\’ (1 3t T n t?

y) \2 —1)\y )"
Mentionnons tout de suite un résultat indiquant la spécificité des systemes linéaires, une version
plus forte du théoréme de Cauchy-Lipschitz :

se met sous la forme

Théoréme 2.10 (Cauchy-Lipschitz, version systéme différentiel linéaire). Soit F' : I X
U— R" continue, ou I C R est un intervalle ouvert et U est un ouvert de R™. Soit t5 € [
et Yo e U.SiY' = F(t,Y) est un systeme différentiel linéaire, i.e. si F(t,X) = A(t)X + B(t),
avec t — A(t) et t — B(t) continues, alors le probleme de Cauchy

{5” = AW)Y + B(t)

Y(t) = Y, (26)

admet une unique solution globale (J,Y).

Notes du cours KIMA6021, 2012-2013 22 Laurent Bessiéres



2. Systemes différentiels et équations différentielles Cours 3 : mercredi 30/01/13

Insistons sur les 2 particularités : on n’a pas besoin de supposer la fonction F de classe C! sur
I x U, la continuité suffit ; les solutions maximales sont automatiquement globales. En particulier
il ne peut pas se produire le phénomeéne d’explosion en temps fini que nous avons observé pour
I’équation logistique en section 1.3.2. Nous avons déja montré ce théoréme dans le cas n = 1 :
pour I’équation (1.2). Dans le chapitre suivant nous donnerons une preuve du théoreme 2.10
dans le cas n = 2, pour des systemes homogenes autonomes. Nous montrerons le théoreme dans
toute sa généralité plus tard.

On visite maintenant quelques propriétés fondamentales des systemes différentiels linéaires.

2.4.2 Principe de superposition

Définition 2.11. Le systeme différentiel
Y = A}t)Y (2.7)

est appelé systeme différentiel homogéne associé a (2.6).

On ne garde que la partie proprement linéaire de I’équation X — A(t)Y + B(t). Son intérét est
le résultat suivant, simple mais trés important :

Proposition 2.12. Si Y] et Y sont deux solutions du systeme Y’ = A(t)Y, alors pour tous
at, a2 € R, a1Y7 + aoYs est encore une solution. L'ensemble des solutions d'un systéme linéaire
homogene est un sous-espace vectoriel de C*(I,R).

Preuve: C’est immédiat, car pour tout t € I :

(Y1 +a2Y2) (t) = arY](t) + axY3(t)
aA(t)Y1(t) + agA(t)Ya(t)
= A@®)[(a1Y1 + a2Y2)(t)]

Proposition 2.13. Si Y] et Y, sont deux solutions d'un systeme linéaire Y/ = A(t)Y + B(t),
alors X =Y; — Y3 est solution du systéme linéaire homogene associé, i.e. X'(t) = A(t)X(t).

Preuve: Pourt € I,

X'(t) =Y{(t) = Y3(t) = A()Y1(t) + B(t) — (A(t)Y2(t) — B(t)) = A@®)[Y1(t) — Ya(t)] = A(H) X (2).
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On en déduit

Proposition 2.14 (Principe de superposition).  Soit Y} une solution de I'équation (2.6). Toute
solution de (2.6) est de la forme Y = Y+ X, ou X est une solution du systeme homogene associé
(2.7).

Pour trouver TOUTES les solutions de (2.6), il suffit donc de
(1) trouver TOUTES les solutions X de I’équation homogene associée (2.7),
(2) trouver UNE solution Y; de 'équation (2.6).

Les solutions de (2.6) sont alors les Yp + X.
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2.4.3 Dimension de I’espace des solutions

On suppose toujours A : I— M, (R) continue. D’apres (2.12), 'ensemble Sy des solutions de
I’équation inéaire homogene Y’ = A(t)Y est un sous-espace vectoriel de C'(I,R). Dans le cas
n =1 (cf théoreme 1.4), cet espace vectoriel est de dimension 1, engendré par ¢ — eAlt) (attention
ici A(t) est une primitive de a(¢)! ). Le théoreme de Cauchy-Lipschitz 2.6 nous permet d’étendre
cette propriété a la dimension n :

Proposition 2.15. Soit A : I— M, (R) continue. L'espace vectoriel Sy des solutions du
systéme linéaire homogeéne Y’ = A(t)Y est de dimension n.

Preuve: Soit tg € I. D’apres le théoreme 2.6, pour chaque Yy € R", le probleme de Cauchy

{Y/ = A@R)Y
Y(to) = Yo,

admet une unique solution globale, qu’on note (I, Yy, ). Définissons ¢ : R"— Sy par Xo — Yx,.
L’application est bijective car

- injective : si Yx, = Yx,, alors X; = Yx, (t0) = Yx, (t0) = Xo,

- surjective : siY € Sp, Y = ¢(Y (t0)) = Yy (4,) par unicité de la solution au probleme de Cauchy.
De plus, ¢ est linéaire : soit X = a3 X1 + agXo; soit Yx, Yx, et Yy, les images par ¢ de X, X,
et Xg, respectivement. Par définifion, Yx (t9) = X. Or 'application ¢ — a1 Yx, (t) + a2Yx, (t) est
solution de Y/ = A(t)Y par 2.12, et vérifie la méme donnée initiale :

O£1YX1 (to) + OQYX2 (to) =X+ asXe = X.
Par unicité de la solution au probléeme de Cauchy

Y = AQ)Y
{Y(to) = X,

il s’ensuit que Yx(t) = a1Yx, () + aaYx,(t) pour tout t € I. On a donc bien ¢(X) = Yx =
a1Yx, +aoYx, = a10(X1) + az¢(X2). 1l s’ensuit que ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel,
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et que
dim Sy = dimR" = n.

3 Systéemes planaires

3.1 Définition

Il s’agit des systémes linéaires X’ = A(t)X + B(t) ot X(¢) € R% On ne considerera que le cas
homogene et autonome, c’est-a-dire X’ = AX ou A € M3(R), ce qui donne

-0 o

ot a,b,c,d € R. Puisque la fonction (¢, X) — AX est définie sur R x R? et est continue (et
méme C'). Le théoreme de Cauchy-Lipschitz 2.10 s’écrit donc :

Théoréme 3.1. Soit A € My(R), alors pour tout tg € R et Xg € R?, le probléme de Cauchy

{X, - AaxX (3.2)

X(to) = Xo,

admet une unique solution globale (R, X).

On va en détailler la preuve dans ce chapitre.

3.2 Rappels d’algebre linéaire

On rappelle quelques notions de base sur les matrices et, chemin faisant, on donne quelques
applications immédiates aux systémes différentiels linéaires. On rappelle qu’une matrice A €
M,,(R) est inversible s’il existe une matrice B € M, (R) telle que AB=BA=1,. S

Proposition 3.2. Soit A € M,,(R). Sont équivalents :
(1) A est inversible.
(2) Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.
(3) Les lignes de A sont linéairement indépendantes.
(4) det(A) # 0.
(5) L'équation AX = 0 admet X = 0 comme unique solution.
(

6) Pour tout Y € R", I'équation AX =Y admet une unique solution.
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Rappelons que des vecteurs Vi, --- | Vi sont linéairement indépendants si 1'égalité a Vi + --- +
ar Ve = 0 implique a3 = --- = a; = 0. Une conséquence de cette proposition est que si A est
inversible, le systéme lindaire X’ = AX admet un seul point d’équilibre : X = 0.

Définition 3.3. On dit que deux matrices A, B € M,,(R) sont semblables s'il existe une
matrice inversible P € M, (R) telle que

P~ 'AP = B.

L’intérét pour les systemes différentiels est le suivant. Supposons que P~'AP = B.

Proposition 3.4. Soit X : I—R" une fonction de classe C! sur un intervalle I; posons
Y(t) = P71X(t). Alors
X' =AX &Y' = BY.

Preuve: (=) Découle de
Y =P 'X'= P 'AX = P'APP !X = BY,

Réciproque identique. ]

L’application de ceci & la résolution de X’ = AX consiste a trouver une matrice semblable B
pour laquelle il est plus simple de résoudre Y’ = BY. Nous verrons que c’est particulierement
simple si B est diagonale, c’est-a-dire

A 0 - 0
0 X - 0
B=|. . . )
0O ... 0 M\,

Définition 3.5. Un vecteur non nul V} est appelé vecteur propre de A si AV = AV pour
un certain A € R. Le réel \ est appelé valeur propre de A.

Supposons que A admette un vecteur propre Vj de valeur propre A. Considérons la fontion
X (t) = eMVjp, alors

X'(t) = XMV
= MAV,
ANV = A.X(t)

C’est une solution de X’ = AX, définie pour tout ¢t € R, qui satisfait X(0) = "V = V4.
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Proposition 3.6. Supposons que V| soit vecteur propre de A de valeur propre \. Soit tg € R,
alors (R, X (t) = et=%0)1}) est une solution globale du probleme de Cauchy X’ = AX, X (ty) =
Xo)

1

EXEMPLE 3.7. A= (1

3 3
1) alors 1 est vecteur propre de valeur propre 2 :

(3 0)=6)=20)

donc X (t) = €2t (?) est solution de X’ = AX.

Définition 3.8. On dit qu'une matrice A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice
diagonale, c'est-a-dire s'il existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale, tel que

P~ 'AP = D.

Le lien entre diagonalisation et vecteurs propres est le suivant :

Théoréme 3.9. A est diagonalisable si et seulement si elle admet n vecteurs propres
{W,---,V,} linéairement indépendants.

Preuve:
(=) Supposons qu’il existe P inversible et une matrice D diagonale telle que P~1AP = D.

Notons
0

E;,=|1]| < — lignej
0

le i-eme vecteur de la base canonique. Posons V; = P.E;, alors V; est la j-éme colonne de P.
Ona A= PDP~! donc

0
AV;=PDP ' V;=PD.E;=P |\ | = NP.E; = \;V}.

0
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Les V; sont donc des vecteurs propres. Ils sont linéairement indépendants d’apres la proposition
3.2 puisque P est inversible.

(<) Supposons donnés n indépendants {Vi,---V,,}, de valeurs propres Aj,--- , A, respective-
ment. Formons P = (V1 . Vn) la matrice dont les colonnes sont les V;. Par la proposition 3.2,
P est inversible. Un calcul similaire a celui au dessus donne

P 'AP.E; = \;E; (3.3)
soit
M O - 0
. 0 X -+ 0
P APIL, = i ) )
0 ... 0 X\
d’ott P~'AP = D une matrice diagonale. O

Lemme 3.10. Soit {\1,---,\;} des valeurs propres 2 a 2 distinctes, et {Vi,---,Vj} des
vecteurs propres associés. Alors la famille {V1,--- Vi } est linéairement indépendante.

Preuve: Par récurrence sur k. Pour £k = 1 il n’y a rien a montrer. Pour k > 2, supposons que
{Va,--+, Vi } soient indépendants mais V) = aoVa + -+ + ax V. On a

AVi = Vi = MaeVa + - -+ Mo V.

On a aussi
AV = daaaVo + - - + Aoy Vi,
d’out
0= (A1 —A2)aaVo+ -+ (A — Ay, ) Va
et puisque Ay — \; ZOpour i >2onaay=---=q, =0. ]
Corollaire 3.11. Si A admet n valeurs propres deux a deux distinctes {A1,---, A, }, alors A

est diagonalisable.

Preuve: Notons {Vi,---,V,} les vecteurs propres associés. D’apres le théoreme 3.9 il suffit de
montrer qu’ils sont indépendants. Or c’est prouvé par le lemme 3.10. ]

Venons en a la recherche des vecteurs propres. On cherche V non nul tel que AV = AV pour un
certain A € R, soit AV — AV = 0, soit encore

(A= AL,)V =0.

D’apres la propositition 3.2 cela revient a dire que A — AL, n’est pas inversible et que det(A —
AL,) =0.
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Définition 3.12. On appelle P4(\) = det(A — AI,) le polyndéme caractéristique. C'est
un polyndme de degré 2 en la variable \.

La discussion ci-dessus nous dit que les racines de P4()\), lorsqu’elles existent, sont des valeurs
propres de A. Inversement toute valeur propre est racine de P4 ().

Proposition 3.13. X € R est valeur propre de A < P4(\) = 0.

Recherche de valeurs propres et vecteurs propres : On commence donc par chercher les
racines de P4(\). Ensuite on cherche pour chaque valeur propre A a résoudre (A — AL,)V = 0,
d’inconnue V. On est str de trouver au moins une solution, et méme une droite de solution car

si AV = AV, A(aV) = aAV = a\V = A(aV).

o
Pi(A)=(1-XN)(=1-X)—=3=22—4=(A—2)(A+2). Il y a2 valeurs propres : +2 et —2. Pour A\ = 2

on résoud (1 ; 2 _13_ 2) (;) = (8) ce qui se réduit a une équation : —z + 3y = 0. On pose par

EXEMPLE 3.14. Reprenons la matrice A de I'exemple 3.7, alors A — A\l = (11/\ 3 ) et

exemple V; = i’
, 1+2 3 x 0 . (e s s . _
Pour A = —2 on résoud < 1 14 2> (y) = (O> ce qui se réduit a I'équation : x —y = 0 et on

1 . - ) .
pose Vo = 1) On voit que V; et V5 sont indépendants, comme prévu par le lemme 3.10. La matrice

P=(W V)= (i’ 1) est inversible et

s (20
par= (2 0).

1) + Be~ 2 G) est solution globale de I'équation X' = AX.

Alors X (t) = ae?! <3

Remarque 3.15. En général le polynome caractéristique P4(\) n’a pas nécessairement deux
racines réelles A\; # Ag. Il peut avoir une racine réelle double (par exemple si Ps(\) = (A — 2)?)
ou pas de racines réelles mais deux racines complexes conjuguées « + +if3 (par exemple si
P4(\) = A2 4 1). Néanmoins dans tous ces cas nous pourrons résoudre X’ = AX & l'aide des
vecteurs propres et valeurs propres de A, éventuellement complexes !
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3.3 Résolution de X' = AX et portraits de phase

Dans toute cette section, on suppose que A € Ma(R). Nous allons démontrer le théoreme 3.1, a
savoir que le probleme de Cauchy

AX,

A/
{A(O) _ X, (3.4)

admet une unique solution globale. Pour cela on va montrer que A est semblable & I'une des 3
matrices B suivantes :

i) B= (Aol A02> (i) B = (_O‘ﬁ g) (iii) B = <g i)

Si P~1AP = B, le probléme de Cauchy (3.4) équivaut, via Yo = P~1Xg et Y (t) = P~1X(¢) (cf
proposition 3.4), au probleme

BY,

Y/
{Y(0> - Y (3:5)

qu’on résoudra plus facilement.

Le cas (i) correspond & une matrice A diagonalisable. Si A n’est pas diagonalisable, alors le
polynoéme caractéristique P4(\) a

(1) deux racines complexes conjuguées o + i3, ou

(2) une racine réelle double A\, mais pas de base de vecteurs propres.

Ces deux cas correspondront & (ii), (iii) respectivement.

3.3.1 A est diagonalisable

Il existe P une matrice inversible telle que

-1 L (A0
P AP-B-(O o
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on n’exclut pas A\; = A2). En notant Y = v , Yo = 0 , le systeme (3.5) est découplé en
Yy Y
0
{ = Mz, z(0) =1z

Yy = My, y(0) =y

Chaque équation admet pour unique solution maximale

z(t) = zoeMt
y(t) = yoe?

eMt T eMt
- ) @) (5 L)

d’ou la solution globale unique de (3.4)

soit

At At
e 0 e 0 _
X(t) = PY(t) = P ( . A> Yo =P ( . A) P X,.

Enregistrons ceci :

Théoréme 3.16. Soit A € My(R) telle que P1AP = (Al 0). Alors le probleme de

0 Ao
Cauchy (3.4) admet I'unique solution globale

At
e 0 _
X(t)=P < 0 €A2t> P~ X,

On a aussi la formulation équivalente suivante,

X(t) = al.e“Vl + OéQ.@AltVQ

ou Vi, Vs sont les vecteurs propres de A associés a A1, Ay respectivement.

Portraits de phase Nous allons maintenant dessiner le portrait de phase du systéme X' =
AX, c’est-a-dire des trajectoires dans le plan R?, appelé plan de phase, représentatives de solu-
tions t — X (t) = (z(t),y(t)) du systeme. Pour cela, il suffit de dessiner le portrait de phase de
Y’ = BY et de lui appliquer la transformation P. Nous allons distinguer 3 cas, en supposant
d’abord A\; < Ao :

(1) AL <0< Ag,
(2) A< A < O,
(3) 0< A < Ao

Nous considererons ensuite le cas A1 ou Ay = 0.
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(4) )\1:O</\2 0u>\1<0:)\2.
Commengons par (1). D’apres (3.6) les solutions de Y/ = BY sont

Y(t) = (Z;Zij) . (3.7)

e Sia; =z =0, on trouve la solution stationnaire Y (t) = (0,0).

e Sia;=0,a#0,R| |t (0,ae*??) décrit 'un des demi-axes de Oy \ {(0,0)} (selon
le signe de ag). Puisque Ay > 0, ||Y ()| = 0o quand t— oo et || Y (¢)||— 0 quand t— — oc.

e Sia; #0,az =0, R||- |t == (a1e*,0) décrit 'un des demi-axes de Oz \ {(0,0)}.
Puisque A1 < 0, ||Y(¢)||— 0 quand t— oo et ||Y (¢)— oo quand t— — co.

e Siaj,as#0, Rt — Y(t) est dans un des 4 quadrants du plan (selon les signes de
a1 et ag). Lorsque t— oo,

(/\17)\2)15
X (t) = e (0416 ) ~ age?! (0> ,
(6% 1

la courbe est asymptote a I’axe Oy. Lorsque t— oo,

art aq -~ at (1
Y(R)=e <age()‘2—/\1)t> ~ e (0) !

la courbe est asymptote a I’axe Ox. On peut se faire une idée de la trajectoire en remar-
quant que, pour a; = ag = 1,

A2

M , soit y =x* =27 pour v < 0.

yM =
Les autres cas, correspondant a oy, s # 0, s’obtiennent en dilatant cette courbe (pour

a1, a9 > 0) et en faisant des symétries par rapport aux axes.

Le point d’équilibre est dit de type selle.

Revenons maintenant & X’ = AX, de solution X (¢) = PY (t). Le portrait de phase de X' = AX
s’obtient donc en appliquant la transformation linéaire P au portrait de phase de Y/ = BY (voir
figure 5.2).

Observons que les demi-axes trajectoires ont désormais pour vecteur directeur Vi = PE; et
Vo = PEs.

(2) On suppose maintenant A\; < A2 < 0. Le point d’équilibre est toujours (0,0) et les demi-
axes sont des trajectoires. Désormais toute solution (R,Y) de Y/ = BX vérifie Y (¢)— (0,0)
lorsque t— oo. Pour déterminer de quelle maniére les trajectoires s’approchent de (0, 0), lorsque
a1, ay # 0, on peut étudier le ratio y/z, lorsque t— oo :

Aot
ylt) _ o™ a2 (noage g 00,
z(t)  areMt oy
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FIGURE 5.1 — point d’équilibre de type selle

selon le signe de 22. Les trajectoires s’approchent donc de (0,0) tangentiellement a 'axe Oy.

2.
Inversement lorsque t— — oo, ||Y(¢)||— oo, et %—m indiquant que les trajectoires tendent a

étre horizontales.

Le point d’équilibre (0, 0) est dit de type puits. On dit aussi que c’est un noeud stable. En général,
un point d’équilibre X, est dit stable si pour tout voisinage U de X, il existe un voisinage V' C U
de X, tel que si X(t9) € V, alors X (¢) reste dans U pour tout ¢ > tg. Sinon le point d’équilibre
est dit instable.

Le portrait de phase de la matrice générale A s’obtient comme précédemment en appliquant la

transformation P (voir figure 5.4). Les axes invariants ont pour direction (i) et ((1)>
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FIGURE 5.3 — point d’équilibre de type puits ou noeud stable

(3) On suppose 0 < A1 < Ag. Le portrait de phase est similaire a celui du cas (2), avec les
fleches inversées. Les trajectoires s’approchent donc de (0, 0) tangentiellement & 1’axe Oz (lorsque
t— — 00).

(4) Supposons Ay = 0 < Ag. Une solution Y (¢) du systeme diagonal Y’ = BY se réduit a
Y(t) = (a1,a2e*?!). On a une droite de points d’équilibre, constituée de I'axe des x, i.e. des
points (aq,0) (cvoir figure). Les autres trajectoires sont des demi-droites, convergeant vers ’axe

des x lorsque t— — 0o. Le portrait de phase de X’ = AX s’obtient comme précédemment en
appliquant la transformation P.

EXERCICE 3.17. Dessiner le cas général X’ = AX et traiter le cas \; < 0 = Ag.

3.3.2 Valeurs propres complexes

On suppose ici que le polyndme caractéristique P4(\) a pour racines o =i € C (8 # 0).
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FIGURE 5.4 — X' = AX : point d’équilibre de type puits ou noeud stable
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FIGURE 5.5 — point d’équilibre de type source ou noeud instable

ExEMPLE 3.18. A= <_04 (1)> donne I'équation caractéristique A2 +4 = 0, qui a pour racines +2i.

On peut considérer A = o+ i3 comme une valeur propre compleze de A : il existe W € C™\ {0}
tel que AW = AW. En effet, la proposition 3.2 est vraie pour des matrices A € M, (C) et dit
(A — AIL,)W =0 a des solutions non nulles. Notons que AW = AW = A\W.

Sur 'exemple 3.18, avec A = 2i la résolution de (A — 2il,,)W = 0 donne

(5 ) () =0)

. N . . 1
qui conduit a y = 2ix soit W = (22)

Proposition 3.19. Soit A € My(R) admettant un vecteur propre W associé a la valeur propre
a+if €C, B+#0. Soit Wr, Wt € R? tel que W = Wg + iW7. Alors
(1) Les vecteurs W et Wi sont linéairement indépendants (dans le R-espace vectoriel R?)
(2) Soit P = (Wr Wi) € Ma(R), alors

_ a p
P 1AP_<_5 a)

(3) Z(t) = @AV est une solution complexe de X' = AX,

(4) Si non décompose Z(t) = Zr(t) +iZi(t), on obtient deux fonctions réelles Zg : R— R?
et Z; : R— R?, qui sont solutions de X' = AX. On a

ZRr(t) = €™ (cos(bt)Wg — sin(bt)Wr), Zi(t) = e (sin(bt)Wg + cos(bt)Wr)
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FIGURE 5.6 - Y ' =BY, A\ =0

Preuve: (1) Supposons que Wr = c¢Wj pour ¢ € R. On a alors
A(WR + ’iWI) = (Oé + ’Lﬁ)(WR + iWI) = (Oz + zﬁ)(c + i)WI.

On a aussi
A(WR + ZWI) = A(C + Z)WI = (C + Z)AWI

d’ou I'égalité (en divisant par (c +1i)), (o +iB8)W; = AW € RZ Or Wi € R? et a + i3 ¢ R par
hypothese, d’ou la contradiction.
(2) On a PE, = Wy et PEy = W, puis

AWR + iWp) = AW = (a+iB)(Wr + iWr) = aWg — Wi + i(aWr 4+ SWR).

En identifiant partie réelle et imaginaire,

{ AWR = OZWR - BWIa

AWr = aWi+ BWg.
Alors
-1 «
P APE1 = aE1 —BEQ - (_5> )
P YAPE, = aFE,+pBE, = (g) ,
soit
Aup_ [ B
par= (% 7).

(3) On dérive.
(4) On a Z'(t) = Z(t) + iZ{(t), et puisque Z est une solution de X’ = AX :

Z'(t) = AZ(t)

A(Zr(t) +iZx(1))
= AZn(t) + iAZ()
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d’ou en identifiant partie réelle et imaginaire :

{Zﬁ(t) = AZgr(),
ZI(t) = AZ(1).

Les expressions de Zgr et Z1 s’obtiennent en développant
Z(t) = ety = e (cos(bt) + i sin(bt))(Wr + iWr)
et en reproupant partie réelle et imaginaire.

O]

sy

On va en déduire la solution de (3.5), pour B = < ) Puisque B admet aussi a+¢8 comme

e )0-0

conduit a —ifz + y = 0 soit le vecteur propre E = <1> = <1> +1 <(1)> = F1 +iFs. Alors

valeur propre,

Z(t) =eME = T (B +iE,)
= (cos(Bt)Ey — sin(fSt) Ey + i(sin(St) Ey + cos(St)Es)

= e (i) e ()
= Zr(t) +iZi(t)

Par linéarité (proposition 2.12), pour tout aj, a2 € R, Y (t) = a1 Zgr(t) + a2 Zi(t) est également
solution, d’ou 'expression générale :

v = (i) = o (G0) — (it i) ()

On en déduit la solution globale de (3.5)

o= (5 o) (0) 63

Il reste & démontrer 'unicité de cette solution (si I’on ne veut pas utiliser 'argument de dimension
de la proposition 2.15 , qui repose sur le théoréme de Cauchy-Lipschitz 2.10).

Preuve: Supposons que X (¢) soit une autre solution du probleme de Cauchy. Ecrivons X (t) =

(ZEQ) dans la base {E1, E»}. Puisque X (0) = (ZES;) - (Zg) on a u(0) = zq et v(0) = yo.

Formons la fonction a valeurs complexes

F(t) = (u(t) +iv(t))e o+,
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définie sur R. Montrons que f’(¢) = 0 pour tout t € R. Pour t € R, on a
Ft) = [ + i) + (u+ iv)(—a +ip)] (t)e TP (3.9)
Pour calculer v’ et v/, écrivons que X’ = BX :
W\ (a B\ [(u) [ ua+vp
V') \=B a)\v) \—uB+ova
et en reportant dans (3.9) on a bien f’(¢) = 0. Il s’ensuit que f(¢) = f(0) pour tout ¢t € R, d’ou
(u(t) + v (t))e =B = 4 (0) + v (0) = zo + iyo

d’ou
u(t) +iv(t) = e®e™ P (zg + iyg) = e (cos(Bt) — sin(Bt))(zo + iyo)

puis par identification des parties réelles et imaginaires :

w0 () o (i ) o (5 ) () e

d’apres (3.8). O

On peut alors & I’existence et I'unicité d’une solution au probléme de Cauchy pour la matrice A
de départ :

Théoréme 3.20. Soit A € My(R) admettant une valeur propre complexe o + i3 (8 # 0),
W = Wr + W7 un vecteur propre complexe associé. Alors le probleme de Cauchy (3.4) admet
I'unique solution globale

o cos(80) sin(8D) -
X(t) = Pe <—sin(6t) cos(ﬁt))P Xo

ou P est formée des vecteurs Wgr et W7.

EXEMPLE 3.21. Sur I'exemple 3.18, la solution complexe est
i [ 1 cos 2t + i sin 2t cos(2t) ( sin(2t)
_ 24t _ _
2(t) = (22) o <2i cost — 2sin 2t) o <—2 sin(2t)> T <2 cos(2t)
conduit a la solution générale réelle
- cos(2t) sin(2t)
X(t) = o (—2 sin(2t)> ta (2 cos(2t)

aq cos(2t) 4 g sin(2t)
—2a; sin(2t) + 2aq cos(2t)

- (Y (e

S~ —

(6 1)) X©
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. , . ;. . cos(ft)  sin(St)
Portraits de phase Tracons d’abord celuide Y’ = BY'. Notons Rg; la matrice (_ sin(Bt) cos(Bt) )’

C’est la matrice d’une rotation d’angle 3 dans le sens horaire. D’apres (3.8), Y () = e* R <z0> .
0

Il y a essentiellement 3 cas a considérer : « =0, a < 0 et a > 0.

a = 0 Les trajectoires de X (t) sont des cercles centrés en (0,0), parcourues dans le sens horaire
si 6 > 0. On dit que le point d’équilibre est un centre.

FIGURE 6.1 — Y/ = BY : Centre

Si on applique la transformation linéaire P pour revenir au systéme X’ = AX, les cercles sont
déformés en ellipses :

On dit que (0,0) est un centre.

a < 0: Les trajectoires de X (¢) décrivent des spirales, centrées en (0,0). On a || X (¢)||— co quand

40
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FIGURE 6.2 — X' = AX : Centre

t— — oo et X(t)— (0,0) quand t— + oco. Elle sont parcourues dans le sens horaire si 8 > 0. Le
point d’équilibre est dit de type spirale puits ou foyer stable.

FIGURE 6.3 — Y’ = BY : Spirale-puits ou foyer stable
Apres application d’une transformation linéaire P :
a > 0 : Les trajectoires de X (t) décrivent des spirales, dites spirales sources, centrés en (0,0)
car s’éloignant de (0,0). On a ||X (¢)||— oo quand t— + oo et X (¢)— (0,0) quand t— — oo Elle

sont parcourues dans le sens horaire si § > 0.

Comme dans la section 3.3.1, les portrait de phase de X’ = AX s’obtiennent an appliquant
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FIGURE 6.4 — X' = AX : Spirale-puits ou foyer stable

;

FIGURE 6.5 — Y’ = BY : Spirale-source ou foyer instable

5

N

2

fﬁ

la transformation P = (VR VI), ou VR + iV} est un vecteur propre complexe de A, a ceux de
X' = BX.

3.3.3 Valeur propre réelle répétée

On suppose que A n’a qu'une valeur propre A € R, racine double du polynéme caractéristique
P4s(N).

Le cas le plus simple est lorsque A admet deux vecteurs propres indépendants V7, V5 pour cette
valeur propre, c’est-a-dire AV; = AVq et AVo = AV5. 1 est facile alors de voir que, par linéarité,
AV = AV pour tout vecteur V, i.e.
A0
A= .
(0 3)
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FIGURE 6.6 — A >0 FIGURE 6.7 - A <0

Les solutions sont alors de la forme X (t) = aeMV, pour tout o € R.

La situation est plus intéressante si A admet un vecteur propre V pour A, mais pas d’autre
vecteur propre indépendant de V. Essayons comme précédemment de nous ramener a une matrice
”canonique”. Prenons W un vecteur non colinéaire & V', de sorte que {V, W} soit une base.
Notons que W n’est pas un vecteur propre de A. On a

AV = AV,
AW = aV +bW, a,beR,a#0.

Lemme 3.22. Onab= .

Preuve: Considérons un vecteur W +¢V. On a

AW +cV) = aV 4+ bW +cAV
= (a+cN)V +0W
= bW +cV)
si bc = a + ¢, soit ¢(b — X) = a. Si b # A, on peut poser ¢ = a/(b— \) et W + ¢V devient
un vecteur propre de A, non colinéaire a V', contrairement a 'hypothese initiale. Il s’ensuit que

b=\ O
Posons alors U = %, de sorte que {V,U} soit une base de R? et qu’on ait :

AV = AV
AU = U+ NV

En posant P = (V U), on a alors

1 (A 1Y
P AP—<O \ =B

Comme précédement on résoud le probleme de Cauchy (3.5). Le systéme est simplement

/

¥ = Ar+y, (3.9)
y = . (3.10)
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qu'on résoud comme suit. La solution générale de (3.10) est y(t) = czeM, pour co € R. En
reportant cette expression dans (3.9), il vient

=\ + 026)\t.

C’est une équation linéaire du ler ordre avec second membre, que nous avons résolu en 1.2.2.
On trouve
z(t) = c1eM + eote™, 1, c0 € R.

SiYy = <§0), il vient ¢; = zg,co = o, d’ou 'unicité de la solution au probleme de Cauchy
0

V() = e (é i) (Zg) (3.11)

Portraits de phase 1l y a deux cas a considérer, A < 0 ou A > 0.
A > 0 : Lorsque t— — oo, X(t)— (0,0). De plus, quand t— — oo,

y(t) _ o
z(t) 1 +teo

(3.5). La solution s’écrit

— 0,

donc toutes les trajectoires s’approchent de (0,0) tangentiellement au vecteur (1,0). Pour tout
co > 0, y(t) > 0 pour tout t alors que x(t) > 0 pour tout ¢ grand et x(¢) < 0 pour tout t << 0
(quelque soit ¢1). Pour tout ¢z < 0, y(t) < 0 pour tout ¢ alors que x(t) < 0 pour tout ¢ grand et
x(t) > 0 pour tout t << 0 (quelque soit ¢1). D’ou le dessin :

/N

FIGURE 6.8 — Noeud stable dénéréré

A < 0 : fait en cours.

Théoréme 3.23. Soit A € Ma(R) admettant une valeur propre double A € R. Supposons que
A # Mo, soit V' un vecteur propre de A et U un vecteur non colinéaire a V. Soit ty € R et
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Xo € R?, alors le probléme de Cauchy (3.4) admet une unique solution globale (R, X), donnée
par

X(t) = peM (é i) P71X,

ou P=(V U).

Preuve: On a X(t) = PY(¢). Il suffit d’appliquer P & P'égalité (3.11), et d’écrire Yy = P~1X,.
L]

3.4 Bilan : classification des systemes planaires

A=)

M —(a+d)X+ad—bc=0

Pour une matrice

I’équation caractéristique a la forme

Notons D = ad — bc = det A et T = a+ d = trA (la trace de A). Rappelons que la trace
vérifie tr(AB) = tr(BA), et donc tr(P~'AP) = tr(APP~') = tr(A). En particulier, si A est
diagonalisable de valeurs propres A1, Ag, trA = A1 + Ao.

Si D # 0, le systtme X’ = AX admet un unique point d’équilibre X = 0. On peut déterminer
son type uniquement avec les nombres D et T. Notons que T2 — 4D est le discriminant.

Théoréme 3.24 (Classification des systemes planaires). Soit D = det A et T = trA,
considérons le systeme

X' = AX.

(1) Si D <0, alors X = 0 est un point selle du systeme

(2) SiD>0etT?—4D >0 alors X = 0 est un noeud. |l est stable si 7' < 0 (puits), instable
si T > 0 (source).

(3)SiD>0etT?—4D < 0,si T # 0, alors X = 0 est un foyer. Il est stable si 7" < 0
(spirale puits), instable si 7' > 0 (spirale source).

(4) SiD>0etT =0, X =0 est un centre.

Preuve:
(1)SiD <0, T2 — 4D > 0 donc A deux racines réelles \; # Xo. Puisque D = A Ao elles sont de
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signe opposé.
(2)SiD>0etT?—4D > 0,0 < T? —4D < T? donc les racines

T+VT?—-4D
2

sont du signe de 7', donc du méme signe. On a noeud stable si T' < 0, instable si 7" > 0.

(3)Si D >0,T?—4D < 0 donc A a deux valeurs propres complexes conjuguées a % i3. Puisque
T # 0, le point d’équilibre est un foyer (spirale). Puisque la partie réelle des valeurs propres est
a= %, c’est un foyer stable si 7" < 0, instable si T > 0.

(4) Si D > 0et T =0 (alors T? — 4D < 0), les racines complexes sont imaginaires pures. Le
point d’équilibre est un centre. O

On peut visualiser tout ceci dans le schéma suivant :

DESSIN

On appelle hyperbolique un point d’équilibre de X’ = AX ou Re(\) # 0 pour toute valeur
propre A, c’est-a-dire tout sauf les centres et les points d’équilibre dégénérés. Ils joueront un role
important dans les questions de stabilité des systemes non linéaires.
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4 Solution fondamentale des systemes linéaires

Le but de ce chapitre est de résoudre les systemes linéaires
= AX + B(t) (4.1)
ou A € M,(R) et t — B(t) € R" est continu.

Idée : définir une exponentielle de matrice e € M, (R) telle que €® = I,, et t — €4 soit dérivable
et vérifie (e1) = Ae!4. Alors X (t) = et X vérifie X'(t) = Ae! Xg = AX(t). C’est une solution
du probleme de Cauchy ((4.1), X(0) = Xp).

4.1 Exponentielle de matrices.

Pour a € R,
2 B Xk
e—1+a+—+§+ =X
k=0
On veut donc poser
A2 A3
A _
Aomrar g S

ou AF = A.A. . ... A le produit de k matrices A, avec A° = In. Probleme : assurer la convergence

de la série. Solution : on montre sa convergence absolue grace a une norme bien choisie.

Définition 4.1 (Norme d’opérateur). On définit un norme sur M, (R) en posant, pour

IA]l = max [[AX]]
IXli<1

ob | X||=zi+ - +a2si X =(z1,...,20).
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Le maximum est bien défini car X + ||AX|| est continue sur le compact B(0,1) C R™ donc est
bornée et atteind ses bornes.

EXERCICE 4.2. Vérifier que c'est une norme, c'est a dire que pour tous A, B € M, (R) et A € R,
- |Al > 0et |[A] =0 A=0,
- [IAA] = [AL LA,
- [A+ Bl < [[All +11B].

Cette norme, dite d’opérateur, a des les propriétés spéciales suivantes :

Lemme 4.3 (Propriétés de la norme d’opérateur). Pour tous A, B € M, (R) et A € R,
(1) [1AX] < [IA[L-[1XT]
(2) I1A.B] < [JAlLIBII,
(3) [|A¥|| < ||A|l* pour tout k € N*.

Preuve:
(1) Si X =0 cest vrai. Si X # 0,

JAX]
1220 a
IX]

X

<||A
Tl < 4

par définition de la norme de A.
(2) Soit X € R™ tel que ||X|| < 1. On a, en utilisant 2 fois (1) :

IA-BX| < Al BX]| < [[AlIBI-IX[ < Al 1Bl

d’ou ||A.B|| < ||AJ|.|[B|| en prenant le max.
(3) Par récurence. ]

Définition 4.4. On dit qu'une série (4; = "1 _, By) de M, (R) converge vers A si || 4; —
A||— 0 quand i— oo. On dit que (A;) converge absolument si > 77 || Bx|| < oo.

L’espace (M, (R), || - ||) étant complet (car de dimension finie), la convergence absolue implique
la convergence. On montre la convergence absolue de A; =3}, Ak—f et un peu plus :
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Théoréme 4.5. Soit tyg > 0, A € M,(R). Alors la série

L (tA)F
>

k=0

converge absolument et uniformément pour t € [—to, to].

Preuve: On a

”(tA)knltlkllAHk _ Wl AD* _ o
k! K =kl
ou a = to||Al|. Alors pour tout n

LAk S&dh
w=Y <Y =€t <o

k=0 ' k=0
k : k
donc la série de terme (tﬁl) converge absolument. Il s’ensuit que la suite 4; = >}, %
converge vers une limite qu’on note e*4. On vérifie 'uniformité de la convergence :
o0 k .k
tA (tA) a
let — Al < || > L 70
k=i+1 k=i+1
quand i— oo indépendament de ¢. ]

Proposition 4.6. Soit A, B, P € M,(R), P inversible.
(1) Si A= PBP7!, 4 = PeB P!
(2) Si AB = BA (on dit que A et B commutent), eAt8 = ¢4.eB.

(3) e est inversible d'inverse e=4.

Preuve:

(1) On a (PBP~Y)* = PB*P~! donc

— (PBP W)Y & BF . ~BF
> = ZPHP =P )P
k=0 k=0 k=0

(2) Si AB = BA, la formule du binéme donne

(A+BF =k >

i+j=k

donc

B I 2
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quand n— co. D’autre part

) ()T wan

=0 7=0 k=0i+j=k k=n+1i+j=k

On peut montrer que le terme de droite converge absolument vers 0 quand n— oo, d’ou

A'BI DA " BI
:nll{%oz Z 7,!]' _n]i>oo (Z z') ZOJ' :eA,eB.
]:

k=01i+j=k =0

EXERCICE 4.7. Soit A= <8 é) et B= <(1) 8) Vérifier que AB # BA et que e 1B £ e4.eB.

Lemme 4.8. Soit A € M,,(R), alors

d
aetA = AetA.
Preuve:
A(t+h) _ At Ah _ 1 Ah 1
lim S lim eAte " — A lim € i
h—0 h h—0 h h—0 h
AQ i
= M lim lim A+ —h—i— + —pt
h—0i— 00 7!
A2 At
= M lim lim A+ —h +.+=pt
i— 00 h—0 7!
— eAtA — AeAt

ou on a utilisé 'uniformité de la convergence pour intervertir les limites, et la commutation de
A avec et O

4.2 Solution fondamentale des systemes linéaires

Théoréme 4.9 (Solution fondamentale des systemes linéaires). Soit A € M, (R) et X € R.
Le probleme de Cauchy

{X/ = X (4.3)

X(0) = Xo.

admet I'unique solution globale X (t) = ¢4 Xj.
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Preuve: Que X(t) = e X soit une solution découle du lemme 4.8. Pour 1'unicité, supposons
que X (t) soit une solution de (4.3) et considérons la fonction Y (t) = e~ 4* X (¢). Alors

Y'(t) = —Ae X (t) + e MAX (1) = 0

en utilisant le fait que A4 et e’ commutent. Il s’ensuit que e*AtX(t) = Xg pour tout t € R, d’ou
en multipliant & gauche par e4?, X (t) = et X,. O

Vérifions si dans le cas de la dimension 2 on retrouve les résultats de la section 3. On a besoin
calculer efficament des exponentielles de matrices.

A0 0
0 A 0
Proposition 4.10. (1) SiA=P 0 0 P!
0 0 M
e O 0
0 ey 0
eA=Pp > p!
0 -0
0 0 e

A qf cosb sinb
© T \_sinb cosb)"

A aof1 b
e—e<01.

Preuve:
(1) est évident 4.6(1).
(2) Si A = a + ib, on montre par récurence que

(7 1) = (e o)
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Puis

A 0 Re(\F) Tm(\*)
_ 1 1
e = Z( In]i(,\k) Re]fAk)>
k=0 \7 &I k!
Re(Sodr) T (S0 %
—Im( k=0 %) Re Zio?\TT
B Re(e?) TIm(e?)
~ \~Im(e}) Re(e?)

4 cosb sinb
— © \—sinb cosb)"

(3) Ona A =aly + B avec B = (8 8), donc e = e*2¢B, OreP =1L, +B+0+4...=1,+ B
car B2 = 0 (calcul) et donc les termes suivants aussi. O

EXERCICE 4.11.  Calculer I'exponentielle des matrices suivantes.

G B ) EYCD 6D
i) (i) ()

FEn conséquence, si B a une des formes suivantes :

(a0 (a b 2N
p=(o ) =5 a) 2= (00

At .
Bt _ e O Bt _ at COS bt Ssin bt Bt o )\t ]. t
€= < 0 e’\2t> » € T¢€ (— sinbt cosbt)’ ¢ T \o 1

et les solutions

on a

X(t) = eMXy = PPt PX,

comme dans les théoremes 3.16, 3.20 et 3.23.

4.3 Systémes non homogenes

On considere maintenant ’équation

= AX + B(t) (4.4)
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Définition 4.12. On appelle solution fondamentale de
X' =AX (4.5)

une fonction t — ®(t) € M, (R) telle que ®'(t) = AD.

On vient de voir que ®(¢) = ' est une solution de fondamentale de (4.5). Alors :

Théoréme 4.13. Si ¢ est une solution fondamentale de (4.5), alors la solution de (4.4) de
donnée initiale X (0) = X est

X(t) = o(t)®(0) "1 Xy + /t O(t)®(u) "' B(u) du.
0

Preuve: On dérive cette fonction :

X = A<I>(t)<I>(O)_1X0—|—/t¢>’(t)<1>(u)_lB(u)du+<I>(t)<I>(t)_lB(t)
0

_ A[(I)(t)@(O)_l+/t<I>(t)<I>(u)_1B(u)du +B@®)
0
—AX()

Remarque 4.14. On arrive aussi a ce résultat par la méthode de la variation de la constante.
Puisque les solutions de (4.5) sont de la forme X (t) = ®(¢)C, on cherche les solutions de (4.4)
sous la forme X (t) = ®(¢)C(t). En dérivant :

X' '=d'(t)C(t) + ®(t)C'(t) = AD(t)C(t) + B(t)
d’on C'(t) = ®~1(t)B(t) et on integre.

4.4 Description des solutions

L’écriture X (t) = e*X( ne nous renseigne par forcément car il peut étre difficile de calculer
I’exponentielle en pratique. Commencgons par quelques exemples.

4.4.1 Exemples de base, blocs de Jordan
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-2 1 0
EXEMPLE 4.15. B=| -1 —2 0]. On lit directement dans la matrice que les valeurs propres sont
0 0 3
1
A =—2+1, Ay =—2—1det A3 = 3. On a pour A un vecteur propre complexe W = | i | = Fy +iF»
0
0
et pour Ao, E3 = | 0 |. L'exponentielle se calcule dans chaque bloc :
1
e ?tcos(t) e ?!sin(t) 0
X(t)= | —e?sin(t) e ?cos(t) 0
0 0 e3t
0 1 0
ExEmMpPLE 4.16. B=|—-1 0 0
0 0 -2

Alors X (t) = [ sin

Ces deux cas sont faciles a traiter car il y a 3 valeurs propres distinctes. Plus généralement, il sera
facile de décrire le comportement de X (t) lorsque A € M,,(R) aura n valeurs propres distinctes
(éventuellement complexes) : on pourra ”diagonaliser” A en B = P~1AP, avec éventuellement

des blocs ( a

b . _ .
b a> dans la matrice B, et distribuer ’exponentielle sur chaque bloc.
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Considérons maintenant des exemples ou ce n’est pas possible.

210
ExXeEMPLE 4.17. B= [0 2 1| (bloc de Jordan).
0 0 2

Vu que la matrice est triangulaire, on voit directement que \; = 2 est la seule valeur propre et que E;
est vecteur propre. Un calcul immédiat montre qu'il n'y a pas de vecteur propre non colinéaire 3 F;. La
stratégie pour calculer e*? est d'écrire

2 00 010
B={0 2 0)J]+]0 0 1]=S5+N.
0 0 2 0 00

Puisque S = 2I3, S commute avec N et on peut utiliser e = 5N = e%eN | et de méme etB = etV

Observons que

NE, = 0
N.Ey, = FE
N.E3; = Es
0 0 1
Si on réapplique N, N2.Ey; =0et N2.E3 = F;,soit N>= [0 0 0]. Alors N3.E; = 0 pour tout i
0 0 0
donc N3 =0 et N*¥ =0 pour tout k > 3. Il s’ensuit que eV =I5 + N + NT et de méme
1t L
t2N? 2
M=l HIN+——=1{0 1 ¢
0 0 1

On obtient donc

La matrice N ci-dessus est un exemple de matrice nilpotente :
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Définition 4.18. Une matrice N € M,,(R) est dite nilpotente s'il existe un entier k € N
tel que N* = 0. Elle est dite nilpotente d’ordre k si N¥ = 0 mais N*~1 £ 0.

Une matrice T € M, (R) triangulaire supérieure stricte (diagonale nulle et tous les termes
sous la diagonale nuls) est nilpotente puisque T.E; = 0 et pour tout i € {2,...,n}, T.E; €
vect{E1, ..., E;_1}. En itérant au plus k < n fois, Tk.E; = 0 pour tout i donc T* = 0. Pour une
matrice N nilpotente d’ordre k, la série de ’exponentielle n’a qu’un nombre fini de termes :

Nk—ltk—l
tN
et =L, +tN+... 4+ —r-
ntIN+.. + = 1)
a b 1 0
EXEMPLE 4.19. B = _Ob g 2 2 (aussi un bloc de Jordan). On procéde de méme :
0 0 —=b a
a b 0 0 0010
b a 0 0 00 01
B=10 0 a v|T|o 00 of =5
0 0 —b a 00 0O

ou S est diagonale par bloc et N est nilpotente d'ordre 2. On peut vérifier que S et N commutent, donc

e cos(bt) e sin(bt) 0 0 1 0 t %

otB _ SN _ e sin(—bt) e cos(bt) 0 0 01 0 ¢
0 0 cos(bt) e sin(bt) 001 0

0 0 esin(—bt) e cos(bt) 00 0 1

4.4.2 Cas général, forme normale de Jordan

Théoréme 4.20 (Forme normale de Jordan). Soit A € M, (R). Alors il existe une matrice P
inversible telle que
By
B
PIAP = ’
B,
ou les blocs élémentaires de Jordan B = B;, j = 1,...,r sont de la forme
A1 0 ... 0
0 1 ... 0
B = (4.6)
0 A1
0 0 A
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ol A est une des valeurs propres réelles de A, ou de la forme

D I, 0 ... 0
0 D Iy ... 0
B=| L (4.7)
0o ... D I,
0 ... 0 D
ou D= (_ab 2) I, = ((1) (1)> et 0 = <8 8) et A = a + ib est une des valeurs propres
complexes de A. En particulier P~* AP = S+ N ou S est diagonale par bloc (avec éventuellement
des blocs D), N est nilpotente, et S et N commutent. Les élémentsde S - \j, j =1,...,k et
a;j +1ibj, j =k+1,...,n - sont les valeurs propres de A apparaissant selon leur multiplicité.

On n’exclut pas dans (4.6) les blocs de taille 1 et dans (4.7) les blocs de taille 2. En les répétant,
D

S peut contenir des blocs de la forme AI, ou

On en déduit

Corollaire 4.21. Chaque coordonnée d'une solution X (¢) de X’ = AX est une combinaison
linéaire de fonctions de la forme

tkeat cos(bt) ou tFe sin(bt)

ol A = a + ib est une valeur proprede Aet 0 <k <n—1.

On n’exclut pas ici b = 0, auquel cas il s’agit d’une valeur propre réelle.

Remarque 4.22. On dit que A est semi-simple si dans la forme normale de Jordan, la partie
nilpotente N est nulle, i.e. P~'AP = S. Dans ce cas, la base de R™ associée & P est, quitte a
permuter les vecteurs, de la forme

B:{U1,~~-,Uk,WR,1,WI,1,---,WR,m,WI,m} (4.8)

ou les U; sont vecteurs propres associés aux valeurs propres réelles \;, pour ¢ = 1,... k, et les
couples Wr ,, Wi, sont tels que Wg , + iW7, soit vecteur propre complexe associé a la valeur
propre complexe a, +1b,, p=1,...,m.
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5 Stabilité dans les systemes linéaires

Introduisons la notion de systéeme dynamique.

Définition 5.1. On dit qu'un point d'équilibre X, de X’ = f(X) est stable si pour tout
voisinage U de X, il existe un voisinage V' de X, tel que, si X(0) € V alors X () est défini
pour tout ¢ > 0 et X (¢) € U. Sinon on dit que X, est instable.

Définition 5.2. On dit qu'un point d'équilibre X, de X’ = AX est asymptotiquement
stable s'il est stable et s'il existe un voisinage V' de X, tel que, si X(0) € V alors X (t) tend
vers X, lorsque t— oc.

En particulier, asymptotiquement stable = stable. En dimension 2, les puits et les spirales-puits
sont asymptotiquement stables. Les centres sont stables mais pas asymptotiquement stables. Les
sources sont instables. On cherche un critere, dans la veine du théoreme de classification 3.24,
permettant de savoir rapidement & quel type de point d’équilibre on a affaire.

5.1 Stabilité asymptotique

Théoréme 5.3. Soit A € M,,(R). Sont équivalents :
(1) Toutes les valeurs propres de A ont partie réelle strictement négative,
(2) Il existe une base B de R, des constantes ¢, C' > 0 telles que, pour la norme || ||z associée
abB,
e | Xolls < e Xolls < e[| Xolls
pour tout Xy € R" et t € R. En particulier, X, = 0 est asymptotiquement stable.

(3) Pour toute norme || - || sur R™, il existe des constantes ¢, C,m, M > 0 telles que
me” || Xol| < [le™*Xolls < Me™ || Xo|

pour tout Xg € R" et t € R.
4) Pour tout Xy € R, e*X|, tend vers 0 quand t— .
q

Rappel :

Notes du cours KIMA6021, 2012-2013 58 Laurent Bessiéres



5. Stabilité dans les systemes linéaires Cours 8 : mercredi 27/02/13

Définition 5.4. Soit B={Uj,...,U,} une base de R™. On appelle produit scalaire a B, le
produit scalaire (-,-)g pour lequel B est orthonormée. Si @ = (Uy ... Uy,), il est défini par

la relation
(X,Y)s=(Q7'X,Q7'Y)

ou (-,) > est le produit scalaire standard de R". La norme associée a BB est /(:,-)5.

Preuve: L’équivalence de (2) et (3) se réduit & ’équivalence des normes dans R™ : si || - ||; et

- ||2 sont deux normes, il existe m, M > 0 tel que m < X1 < M pour tout X non nul.
X112

(2)-(3) = (4) est évident.

Montrons (4) = (1) puis (1) = (2).

(4) = (1). Supposons qu’il existe une valeur propre A = a + ib avec a > 0 (on n’exclut pas
b=0). Sib=0, la valeur propre A\ = a est réelle et A admet un vecteur propre associé V. Alors
X (t) = e™V est solution (cf proposition 3.6), et eV ne tend pas vers 0 quand t— oo ce qui
contreduit (4).

SI b # 0, A admet un vecteur propre complexe W = Wg + iWW7 donc on déduit deux solutions
réelles Xy(t) et Xi(t) (cf proposition 3.19). Considérons par exemple

Xgr(t) = e™(cos(bt)Wr — sin(bt)Wr).

Alors pour réel t,
| XR (1) = ™| cos(bt)Wg — sin(bt)Wi|| > we™

pour une constante w > 0 indépendante de ¢, donc Xy (t) ne tend pas vers 0, contredisant aussi

(4).

Montrons (1) = (2). Soit —C' < 0 tel que Re(\) < —C pour toute valeur propre A de A. Donnons
nous aussi —c < 0 tel que —¢ < Re(A). On a besoin du lemme suivant :

Lemme 5.5. Soit A € M,,(R). Supposons que
a < Re(N) <p
pour toute valeur propre A de A. Alors il existe une base B de R"™ telle que
a(|X5)* < (AX, X)5 < B(|X|5)* (5.1)

pour tout X € R™.

Supposons le lemme vrai et montrons le théoréeme. On se sert du lemme, avec a = —cet § = —C.
pour montrer que la fonction ¢ — || X (t)||z décroit le long des trajectoires. Pour simplifier, notons
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|-Il=1"1lset ()= (,-)B. Soit X(t) une solution de X’ = AX, on a

12X, X)

2 (X, X)L/
(AX, X)
<X,X>1/2

d’ou en utilisant (5.1),
d
X

<p

a <
1 X1

soit p
a< —Inl||X]|| <8.

Par intégration, on a
at <In|[ X ()] —In || X(0)] < Bt,

puis

< pt,
et enfin
eI X(0)]] < IX ()] < e[ X(0)].

Il reste a prouver le lemme.

Preuve: (dulemme)Montrons la majoration, la minoration étant semblable. Supposons d’abord
que A soit semi-simple, sa forme normale de Jordan donnée par le théoreme 4.20 se réduit a
P~'AP = S. Soit B la base associée & P (cf remarque 4.22)

B={U,....U, Wr1, W1, ..., WRym, Wim }

Alors le produit scalaire associé, pour lequel B est orthonormée, convient. En effet puisque U;

est vecteur propre de A :
(AU, Ui)p = (\iUi, Uy = Xi < B

Par ailleurs A agit sur chaque {Wg, W1} = {Wr;, Wi} comme (_a;) ZZ> donc

(AWR, Wr)B = (aiWr — 0b;W1,WR) =a; <
et de méme
(AW, W) = (biWR + a; W1, W) = a; < 8

On en déduit que
(AX, X)5 < B(| X|5)°

pour tout X € R”.
Supposons maintenant A quelconque, alors

B

. By
P AP = _ =S+ N
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ou chaque B = B; est un bloc de Jordan, de la forme (4.6) ou (4.7). On peut décomposer
orthogonalement (pour le produit scalaire standard) R™ en sous-espaces vectoriels

R'=F&...8F,

chaque F; étant stabilisé par A et correspondant & un bloc de Jordan, i.e. P~1F; est stable par
S + N et la restriction de S + N & P~1F; est le bloc B;. Notons A; la restriction de 4 a F;. 11
suffit de montrer 'existence d’une base de F; pour lequel le lemme est vrai pour A;, pour chaque
i, et la réunion de ces bases vérifiera le lemme pour A. Pour simplifier on peut donc supposer
que P~'AP = B est un bloc de Jordan. Supposons d’abord que

A1 0 ... 0
o x 1 ... 0
B=|__ = AL, + N.
0 A1
0 0 A

Ona N.Ey=0et N.E; = E;_; pouri € {2,...,n}. Pour £ > 0, considérons la nouvelle base de
Rn
{E1,€E2, - ,8"71En} = {El, ey En}

Observons que

NE = 0
N.EQ = EEl

NEn = EEn_l

Notant Q. la matrice formée des FE;, ceci équivaut a

A e 0 0
0O X € ... 0
Qa_l(S"‘N)Qs: = A, +eN
0o ... A€
0o ... 0 A
Notons B. = {Uy,eUs,...,e" 'U,} (la base correspondant & la matrice PQ.), on a
(AX, X). _ ((PQ:) 'AX, (PQ.)"'X)
(X, X)n. (PQ:) X, (PQ:) 1 X)
A, +eN)Y.,Y. -
{ :;/6 Y)> - Ye) (‘en posant Y. = (PQ.)"'X)
gy tLe
(NY.,YZ)
= Ate———+F
(Y, Y2)

— A

quand e— 0. Donc pour € > 0 assez petit, la base B; satisfait le lemme. Pour un bloc de la forme
(4.7) la preuve est semblable. O
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Ayant prouvé le lemme, le preuve du théoréme est complete. O

On montre de la méme maniere le résultat suivant :

Théoréme 5.6. Soit A € M,,(R). Sont équivalents :
(1) Toutes les valeurs propres de A ont partie réelle strictement positive,

(2) Il existe une base B de R", des constantes ¢,C' > 0 telles que, pour la norme associée a
B,
! Xolls < [le™*Xolls < €[ Xolls

pour tout Xg € R" et t € R.

(3) Pour toute norme || - || sur R™, il existe des constantes ¢, C,m, M > 0 telles que
me[| Xoll < [le*Xolls < Me"|| Xo|

pour tout Xg € R" et t € R.
4) Pour tout Xy € R", e4* X, tend vers 0 quand t— — cc.
q

Si on s’intéresse a la stabilité

Proposition 5.7. Si X’ = AX admet X = 0 comme point d'équilibre stable, alors toutes les
valeurs propres de A ont partiee réelle négative ou nulle.

Preuve: Se montre comme (4) = (1) dans le théoréeme 5.3. O

Remarque 5.8. On n’affirme pas que si toutes les valeurs propres ont partie réelle négative
0 1
ou nulle, X = 0 est un centre. Par exemple A = <0 0> n’admet comme valeur propre que

A = 0, mais admet la solution (x(t),y(t)) = (¢,1) qui montre que X = 0 n’est pas stable.

5.2 Sous-espaces stables et instables

Proposition 5.9. Soit A € M,,(R). Il existe une décomposition
R"=FE°*® E“® E°

en sous-espaces invariants par A et par e*. Les valeurs propres de

- la restriction de A a E° ont partie réelle strictement négative,

- la restriction de A a E€ sont de partie réelle nulle,

Notes du cours KIMAG021, 2012-2013 62 Laurent Bessires



5. Stabilité dans les systemes linéaires Cours 8 : mercredi 27/02/13

- la restriction de A a E's ont partie réelle strictement positive.

By

B
Preuve: Soit P1AP = ? ) = S+ N la forme normale de Jordan de A. On

B,
décompose R" = F* @ F° @ F*, ou F* correspond aux blocs de Jordan de valeur propres A sa-
tisfaisant Re(\) < 0, F correspond au bloc ayant Re(\) = 0 et F'* correspond au bloc vérifiant
Re(A) > 0. Chaque sous-espace est invariant par S + N. On pose alors E% = P.F'* E¢ = P.F°¢
et E5 = P.F": ils sont clairement invariants par A, donc par e*4. O

Définition 5.10. On appelle E* le sous-espace stable, E° le sous-espace centre, E" le sous-
espace instable.

En restriction a B, X () = e X, satisfait les conclusions du théoréme 5.3. En restriction &
E", X(t) = €4 X, satisfait les conclusions du théoreme 5.6. Sur I'exemple 4.15, on a E° =
vect{E1, Ea}, B = vect{Es}, E¢ = {0}.

Sur l'exemple 4.16, E¢ = vect{E, Eqo}, E® = vect{E3}, E* = {0}.

Sur 'exemple 4.17, R? = E%, E¢ = E* = {0}. Sur I'exemple 4.19, R* = E¥ si a > 0, R* = E° si
a < 0.
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6 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz

Le but de ce chapitre est de montrer le théoréeme fondamental 2.6, dont nous rappelons ’énoncé
ici :

Théoréme 6.1 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les systémes). Soit F' : I x U—R"
continue, ot I C R est un intervalle ouvert et U est un ouvert de R™. Soit to € [ et Yy € U. Si
F est de classe C! sur I x U alors le probleme de Cauchy

{Y’ = F(,Y) (6.1)

Y(tO) = }/07

admet une unique solution maximale (J,Y).

Pour simplifier la rédaction on détaille la preuve dans le cas autonome Y’ = F(Y), le cas général
étant similaire.

6.1 Préliminaires

Définition 6.2. Soit U C R" un ouvert, une fonction f : U C R"— R" est dite localement
lipschitzienne (loc. lipschitz) si pour tout x € U, il existe un voisinage U, C U de z et une
constante K, tels que

Vy,z €Uz, [If(y) = FR) < Klly — =]
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Lemme 6.3. Si f:U—R" est de classe C'! elle est loc. liptschitz.

Preuve: Notons d, f : R"— R" la différentielle de f en un point = € U, elle vérifie

)~ f@)

Ao f(u) = t—>0 t
Sif:(z1,..y2n) = (fi(zr, o cyxn), oy fu(1, ..., @), diof est déterminée par les dérivées
partielles
ofi d

owi %fi(xl,...,:cj + b, xn) = dof(e))

La fonction f est de classe C! si et seulement si les dérivées partielles existent et sont continues.

Ceci revient a dire que I'application qui a = associe sa matrice jacobienne J, f = (gi t) € My(R)

est continue. Fixons x € U et considérons U, = B(x,r) ou r > 0 est assez petit pour que
U, C U. Puisque U, est compact, il existe une constante K telle que ||J,f| < K pour tout
y € Ug. On travaille avec la norme d’opérateur sur M, (R), donc

[y f ()| = [y ful < Klu]

pour tout vecteur v € R"”. Maintenant soit y,z € Uy, alors ¢(t) : (1 —t)y +tz =y + ( —y)
définit un segment de y & z (pour ¢ € [0, 1]), contenu dans U,, de vecteur vitesse 7/'(t) = z — y.
Posons ¢(t) = f(c(t)). Alors

1£(2) — 1)l = [8(1) — (@) = | / ) ds|

= | / )) ds|
< /H% () ds

/0 K|z —yllds = Klly — 2|

IN

6.2 Reformulation du probleme, solution locale

On commence par montrer que (6.1) admet une solution locale, i.e. définie sur un intervalle
J C I pas nécessairement maximal. Pour cela on reformule 1’équation sous forme intégrale :
X :J C I—-R" vérifie X' = f(X), X(0) = Xp si et seulement si

= X0+ /t f(X(s))ds (6.2)

On se donne K > 0 tel que ||J, f|| < K sur Uy = B(Xg,r) C U. Par continuité de f, on se donne
également une constante M > 0 telle que || f(y)|| < M sur Uy. Choisissons une petite constante
0 < a < min{4;, K} et considérons J = [—a, a].
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Lemme 6.4. |l existe X : [—a, a]— Uy, solution de (6.2),

Preuve: On va construire une suite de fonctions Xy, : [—a, a]— Uy, s’approchant de plus en plus
de I'égalité dans (6.2), et avec la propriété d’étre de Cauchy :

Ve >0,3dN e N, Vp,q > N, || X, — X¢|loc <e.

On utilise ici la norme uniforme sur l'espace C([—a,a],R™) des fonctions continues de [—a, a
dans R"™, définie par
I X()lloo = sup [ X(@)].

te[—a,al

On utilise cette norme a cause de la propriété suivante :

Théoréme 6.5. Dans (C([—a,a],R"),|| - ||s), toute suite de Cauchy converge (on dit que
I'espace est complet).

On saura donc que (X}) converge. Il restera a voir que la limite X vérifie (6.2). Allons-y : On
définit
Xo(t) = Xp, Vt € [—CL, CL]

Clairement X : [—a, a]— Uy. Supposons défini X, : [—a, a]— Uy, on pose pour t € [—a,al,

Xipa(t) = Xo + /0 F(Xi(s)) ds (6.3)

Vérifions que X; est a valeurs dans Uy :

X501 (8) X0||</ IFCeDlds < [ Mds = adt <1

car X;(s) € Uy. Vérifions que (Xj) est de Cauchy. On montre d’abord une estimée intermédiaire,
a savoir qu’il existe L > 0 tel que

VEeN |, || Xis1 — Xilloo < (Ka)kL. (6.4)

Posons L = || X7 — Xo||co- Montrons (6.4) par récurence. C’est vrai au rang k = 0. Supposons
I'inégalité vraie au rang k. Alors pour t € [—a, a],

[ Xpt2(t) = Xpa (D) = II/ J(Xit1(s)) = f(Xi(s)) ds
< / K Xear(s) — Xi(s)]lds
< aK(aK)*L = (aK)*1L
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donc || Xps2—Xpi1lloo < (aK)F1L ce qui acheve la récurence. Maintenant soit p < ¢ des entiers,
alors

HXq - Xp”oo = HXq - Xq—l + Xq—l ..t Xp+1 - XpHoo
< 1 Xg = Xg-lloo + -+ [ Xpt1 — Xplloo
q—1 00
< Z(aK)kL < LZak (a=aK <1)
k=p k=p
p+1
= La <e
l—«o

si p, q sont assez grands. Ceci établit que (X}) est de Cauchy.

D’apres le théoreme 6.5, il existe donc X : [—a,a]—R"™ continue telle que || X — X||oc—0
quand k— oo. Puisque Xy (t) € Uy pour tout k et que Uy est fermé, il en est de méme pour
X (t) = lim X(t), pour tout t € [—a,a]. De plus en passant a la limite dans (6.3), et en utilisant
la convergence uniforme

X(t):Xg+/0 F(X(s)) ds.

On pourrait montrer I'unicité de la solution dans le lemme 6.4 & partir de la construction ci-
dessus. On le fera par d’autres arguments dans les sections suivantes.

6.3 Controle exponentiel

Théoréme 6.6 (Controle exponentiel). Soit U C R"— R" lipschitzienne de constante K, soit
Y, Z deux solutions de X' = f(X) définies sur un intervalle [to,t1]. Alors pour tout ¢ € [to, t1],

1Y (t) = ZO)]l < (1Y (to) — Z(to) [l 0.

En particulier si Y (tg) = Z(to) alors Y (t) = Z(t) sur [to,¢1]. On a besoin du lemme suivant.

Lemme 6.7 (lemme de Gronwall). Soit u : [0, a]— R continue positive. Supposons que pour
des constantes C' > 0, K > 0,

vt 0,a], u(t)<C+ /t Ku(s) ds.
0

Alors u(t) < CeXt sur [0, a].
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Preuve: Supposons d’bord C' > 0. Posons
t
U(t) = C+/ Ku(s)ds >0
0
L’hypothese s’écrit alors u(t) < U(t) sur [0,a]. On a U’ = Ku donc

U Ku
— < — <K
uv—-—uvu — 7
d’ou
In(|U(t)]) < Kt + In|U(0)|
donc (avec In |U(0)| = C)
u<U=|U|l <CeXt.

Si C = 0, on applique ce qui précede a une suite C;— 0 strictement positive. O

Pour démontrer le théoréme 6.6, posons v(t) = ||Y (t) — Z(t)||. Puisque

¥~ 2)(t) = (Y - Z)(to) + / (F(Y) — F(Z))(s) ds

to
on a en prenant la norme,

t
o(t) <olto) + [ Kllv| ds
to

et on peut appliquer le lemme de Gronwall & u(t) = v(t + tg).

6.4 Extension sur un intervalle maximal

Lemme 6.8 (Unicité). Soit f : U— R™ de classe C!, Y (t) et Z(t) deux solutions de X' =
f(X) définies sur un intervalle J telles que Y (tg) = Z(to). Alors Y (t) = Z(t) sur J.

Preuve: Soit J* C J le plus grand intervalle sur lequel Y = Z. Si J* #£ J, J* a une extrémité,
par exemple a droite, t; < +oo. Par continuité Y (t1) = Z(t;) € U. D’apres le lemme 6.3, il
existe un voisinage Uy C U de Y (¢1) et une constante K > 0 tels que f est K-lipschitz sur Up.
Par continuité, Y ([t1,t1 + €]) et Z([t1,t1 + €]) sont contenus dans Uy pour € > 0 assez petit.
D’apres le théoreme 6.6, Y (t) = Z(t) sur [t1,t1 + €], contredisant la maximalité de ¢. O
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On peut maintenant conclure la preuve du théoreme 6.1 (dans le cas autonome) et trouver une
solution maximale. Soit (a, 3) la réunion de tous les intervalles contenant 0 surlequel est défini
une solution vérifiant X (0) = Xg. D’apres le lemme d’unicité, deux solutions sur deux intervalles
coincident sur 'intersection des deux intervalles. Il s’ensuit qu’il y a une solution sur (a, 3).
On n’exclut pas @ = —o0 ou f = 400. Que peut-on dire si une borne est finie ?

Corollaire 6.9 (Sortie de compacts). Soit U C R™ un ouvert, f : U—R" de classe C*. Soit

Y (t) solution sur J = (a, ) C R maximal, avec 8 < +o0. Alors pour tout compact K C U, |l
existe to € (a, ) tel que a(t) ¢ K pour tout t € [to, 5).

Preuve: Voir la preuve du corollaire équivalent 1.19 O

Par contradiction, on en déduit qu’on peut prolonger indéfiniment une solution restant dans un
compact :

Corollaire 6.10. Soit U C R™ un ouvert, f : U— R" de classe C. Soient K C U un compact
et Yp € K. Si toute solution de la forme Y : [0, 5]— U telle que Y (0) = Y, reste contenue dans
K, alors il existe une solution Y : [0,00)— U telle que Y(0) = Yp, contenue dans K.

6.5 Solution globale

On donne une version plus forte du résultat de controle exponentiel :

Théoréme 6.11. Soit U C R™ un ouvert, f : U— R" de classe C. Soit Y (t) une solution de
X' = f(X) sur un intervalle [tg,t1] tel que Y (tp) = Yp. Alors il existe un voisinage V de Yj et
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K > 0 tel que pour tout Zy € V, il existe une unique solution Z(t) aussi définie sur [to, ;] telle
que Z(to) = Zy. De plus,
1Y (8) = Z(@)l| < 1Yo — Zof| "0

sur [to, t1].

La force de ce résultat est qu’on ne demande pas & ’avance que Z soit définie sur [to, t1].
Preuve:

On utilise le résutat d’analyse suivant :

Lemme 6.12. Soit f : U C R"— R" localement lipschitzienne, A C U un compact. Alors il
existe une constante K > 0 telle que f|4 est K-lipschitz.

Ce résultat se démontre par contradiction, en considérant deux suites x,,y, de A telles que
| f(xn) — f(yn)l] = n||xn — ynl||- Par compacité de A, on se ramene & ce que x,, et y,, convergent.
Comme f est bornée sur A 'inégalité implique qu’elles ont méme limite, x € A. L’hypothese
que f est localement lipschitzienne en x permet de conclure.

Si D est une partie fermée de R™, la fonction = — d(z, D) = inf{d(z,y) | y € D} est continue
et la distance est toujours réalisée par un élément y € D. En conséquence, si B est un compact
disjoint de D, la fonction d(x, D) est strictement positive sur B et donc minorée par une constante
e > 0. Appliquons ceci avec B = Y ([tg,t1]) et D = R™ \ U. On en déduit qu’il existe ¢ > 0
tel que le e-voisinage de B est contenu dans U. Quitte a remplacer £ par €/2, on obtient que
A = U.(B) le e-voisinage fermé de B, égale & I'ensemble des z € R™ tel que d(z, B) < ¢, est
contenu dans U. C’est un fermé borné donc compact. D’apres le lemme il existe K > 0 tel que
f est K-lipschitz sur A. Soit § > 0 assez petit pour que

sef(ti—to) ¢

Posons V' = B(Zy, ). Soit Zy € V. Montrons que Z(t) telle que Z(ty) = Zp est défini sur [to, t1]
et reste dans A. D’apres le théoréeme 6.1, il existe une unique solution maximale Z(t) définie sur
[to, ) maximal. Montrons que > t;. Supposons au contraire que 3 < t1. Alors pour t € [tg, 3)
et tant que Z(t) reste dans A, le lemme de contfole exponentiel s’applique et donne

12(t) =Y @) 120 — YljeK o)

<

N

e

ce qui montre que Z(t) reste dans A sur [0, ). Ceci contredit le corollaire 6.9 de sortie des
compacts lorsque [tg, f) maximal vérifie 5 < oco. Il s’ensuit que 5 > t1 et que Z(t) reste dans A
sur [to,t1] par 'estimée ci-dessus. L’unicité découle de lemme 6.8. O
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On peut interpréter le théoreme ci-dessus comme un résultat de continuité pour le systeme
dynamique associé & I'équation X' = f(X). En effet, le théoreme dit que si ¢ € [to, t1], Z(t) est
défini si Z(tg) = Zy est assez proche de Y et que de plus Z(t) tend vers Y (t) quand Zy tend
vers Yp. Si on appelle ¢(t, Zy) = Z(t), on a

lim ¢(t, Zo) = ¢(t, Yo)

Zo— Yo

uniformément sur [to,?;]. Autrement dit ¢ est continue en la seconde variable.

6.6 Systeme dynamique

Supposons donnée f : U—R™ de classe C'. Pour tout X in U il existe une unique solution
maximale (Y (t), Jx) de Y/ = f(Y) vérifiant Y (0) = X. Posons alors ®(¢, X) = Y (¢) si Y (¢) est
définie. Notons que (0, X) = X. Notons

Q={t,X)eRxU|te Jx}

Alors Dapplication (¢, X) — ®(t, X) définie de 2 dans U est appelé le flot de X' = f(X) ou
systéeme dynamique associé & X' = f(X). On note souvent ®,(X) = ®(t, X).

Théoreéme 6.13. L’application @ a les propriétés suivantes.
(1) Ps14(X) = Ps(P(X)), dans le sens que si I'un des cotés de I'expression est défini, |'autre
aussi et il y a alors égalité.
(2) Q est ouvert dans R x U et ® : Q— U est continue.
(3) Si (t,Xo) € Q, il existe un voisinage ouvert V de X tel que {t} x V C Q, V; := &4(V)
est ouvert, et P_;(P4(X)) = X pour tout X € V et &,(P_4(Y)) =Y pour tout Y € V;.
En particulier ®; est un homéomorphisme de V sur V;.

Preuve: (1) S upposons ®,4(X) défini, notons Y (u) = ®,(X) pour u € [0, s
fY(u)), Y(0) = Y(t) = ®&(X) et Y(t +s) = ®s44(X). Notons Z(v)
pour v € [0, s]. Alors Z'v) =Y'(t+v) = f(Y(t+v)) = f(Z(v) et Z(0) =

conséquence,

+t] alors Y'(u) =
— Y(t + v), défini
Y(t) = ®(X). En

(B(X)) = Z(s) = Y(t +5) = Byye(X).

Inversement supposons ®(P4(X)) défini. Posons Y (u) = ®,(X)) pour u € [0,t] puis Y (u) =
D, (P4(X)) pour u € [t,t + s]. Alors Y (u) est une solution de Y/ = f(Y), qui vérifie Y (0) =
®(X) = X, donc

Bes(X) = V(s + 1) = By(@(X)).

(2) Soit (to, Xo) € Q. Supposons tg > 0, 'autre cas étant similaire. Par hypothese ¢t — ®(t, Xo)
est une solution définie sur [0, tp]. En réappliquant le théoréme de Cauchy-Lipshitz en 0 et en ¢,
on peut étendre la solution sur [—¢, tg+¢] pour € > 0. Le théoreme 6.11 donne alors un voisinage
V de X tel que t — ®(t, X) est défini sur [—¢, tg+¢] pour tout X € V. Donc |—¢,tg+e[xV C Q.
Ceci montre que € est ouvert. Montrons que ® est continue en (g, Xo). On peut supposer que
V est contenu dans U. La fonction f étant C' sur U, elle est localement lipschitzienne donc
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K-lipschitz pour une constante K > 0, sur le compact A = ®([—¢,t9 + €|, V), d’apres le lemme
6.12. Soit M = max{||f(X)|| | X € A}. Soit ¢ € (0,¢) assez petit pour que B(Xp,d) C V. Pour
[t1 —to| < § et X1 € B(Xo,9),

1 (1, X1) = ®(to, Xo)| [ (1, X1) = ®(t1, Xo)|| + |®(t1, Xo) — D(to, Xo)||

<
< 650 4+ M§

(en utilisant 6.11) qui tend vers 0 avec 6.

(3) Puisque 2 est ouvert, il existe € > 0 et un voisinage ouvert V' de Xy tel que |t—¢, t+¢[xV C Q.
Pour Y = ®4(X) € V4, la fonction Z(s) = ®415(X) est définie sur [—t, 0], vérifie Z' = f(Z) et
Z(0) =Y, donc ®_; est définie sur V; et d’apres (2) :

B_(B(X)) = Bo(X) = X, By(D_y(Y)) = Bp(Y) = Y.

Puisque @ est continue, ®_; est continue donc V; = (®_;)~1(V) est ouvert. O
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7 Stabilité dans les systémes non linéaires

On considere un systeme différentiel

X' = f(X) (7.1)
om f : U—R" est de classe C', U C R"™ ouvert. On dit qu'un point X, € U est un point
d’équilibre si f(X,) = 0. Dans ce cas la solution constante X (t) = X, est I'unique solution
passant par X,. En termes de flot, si ® : Q— U est le flot associé au systeme (€2 C R x U ouvert,
®,(X) = ®(t, X) solution de (7.1)), on a ®4(X,) = X,. Pour étudier ¢ au voisinage de X, on
utilise son linéarisé.

7.1 Linéarisé

Définition 7.1. Soit A= Jx f = (%z) la matrice jacobienne de f en X,. On appelle partie
linéaire de f en X, la matrice A et linéarisé de (7.1) le systeme différentiel

X' = AX (7.2)

2 _ 2
EXEMPLE 7.2.  Soit f(z) = (xl 252 D) Les points d'équilibre sont X; = (1,0) et X5 = (—1,0).
2
. . . 21 —2x9 sy ’ ’ 2 0
La matrice jacobienne est Jf = 0 5 | Le linéarisé de X' = f(X) est X' = 0 2 X en X;

et X' = (_02 g) en Xo. .

Définition 7.3. Soit X, un point d'équilibre de (7.1), A = Jx, la partie linaire de f. On
dit que
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(1) X, est hyperbolique si aucune valeur propre de A n'a partie réelle nulle.
(2) X, est un puits si toutes les valeurs propres de A ont partie réelle < 0.

(3) X. est une source si toutes les valeurs propres de A ont partie réelle > 0.
(4) X, est un point-selle s'il est hyperbolique mais ni un puits ni une source.

EXERCICE 7.4. Trouver les points d'équilibre des systemes non inéaires suivants et déterminer leur type

xr1 — T1T2 —4xo + 21209 — 8
(a) ( To — T3 ) (b) ( 4r2 — 22 )
—x
21‘1 — 23?1332 - 2
(c) (2332 - x%) (d) T2 + o7

T3+ a3

7.2 Stabilité asymptotique des puits

En termes de flot la stabilité et la stabilité asymptotique s’éconcent comme suit :

- X, est stable si pour tout voisinage V de X il existe un voisinage W de X, tel que
@, (X) est défini pour tout t > 0 et reste dans V' si X, € W.

- X, est asymptotiquement stable s'il est stable et si ®;(X)— X, lorsque t— oo, pour tout
X voisin de X,.

Théoréme 7.5. Soit X, un point d'équilibre du systéme (7.1) de type puits et soit ¢ > 0 une
constante telle que toute valeur propre de la partie linéaire A = Jx, f ait partie réelle < —c. Alors
il existe un voisinage V C U de X, tel que

(1) ®4(X) est défini sur V pour tout t > 0,
(2) Il existe une norme sur R™ telle que pour tout ¢ > 0, pour tout X € V,

[@:(X) — Xl < e IX — X

En particulier X, est asymptotiquement stable.

Preuve: Quitte & remplacer la fonction f(X) par g(X) = f(X + X.), on peut supposer que
X, = 0. Soit b > 0 tel que toute valeur propre de A = Jyf ait partie réelle < —b < —c¢ < 0.
D’apres le lemme 5.5 il existe un produit scalaire sur R" tel que

(AX,X) < —b| X|?, VX €R™

Par définition,
f(X)=AX 4+ o(X)
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donc pour § > 0 assez petit,
1f(X) — AX|| < (b— o) | X]|

si X € B(0,6) := V. Par Cauchy-Schwarz,

(f(X) - AX, X)
X1

<b-c
d’ou
((X), X) (AX.X) _
X[ [P

pour tout X € V. Soit X € V, I = [0, o] maximal tel que ¢¢(X) soit défini pour ¢ € [0, %o]. Soit
[0,t1] C [0, 20 maximal tel que ®4(X) € V alors

<(b-c)+ —c

(X', X)
S Xl <o (7.3)

d
— || X @) <
SIX@) <

donc || X ()] décroit sur [0, 1], donc || X (¢)]| < [|X(0)]] < d et t; = to. Il s’ensuit que X ([0,¢1]) C
V. D’apres le corollaire 6.10, X (¢) est défini sur [0, +0o[ et reste dans V. En intégrant I'inégalité
7.3 on obtient

IX @] < e[ X ().

7.3 Exemple : Le pendule avec friction

On considére un pendule en mouvement, soumis a une force de friction. Soit une corde de
longueur ¢, a laquelle est attachée une masse soumise a une force gravitationnelle m? di-
rigée vers le bas. On note # 'angle de la corde avec la verticale. La vitesse angulaire est €',
la vitesse tangentielle ¢0'T ou T = (cos(f),sin(#)). On suppose qu’il y a une force de fric-
tion opposée au mouvement et proportionnelle & la vitesse tangentielle, soit —kl6’T. En notant
c(t) = L(sin(6(t), — cos(f(t))) la position de la masse, on a

dt) = 0T
d'(t) = 0"T + 16 (—c)

Faisons le bilan des accélarations et forces dans la direction tangentielle : Accélération tangen-
cielle : 6"¢,

Friction : —k6'/¢

Gravité : —mgsin(0).

L’équation de Newton Y F' = md se traduit, pour sa composante tangentielle, en

—k0'0 — mgsin(0) = meo”
soit I’équation d’ordre 2 non linéaire

—k,,  gsin(0)

"o
e_m 4
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On se ramene a un systeme différentiel en posant w = 6’ :

0’ =w
w/ — 9// — ;kw o gsu’l(e)
m ¢

/
soit <f)> = < wgsm(g)) = f(#,w). La matrice jacobienne en (0,w) est
¢

0 1
Jow)f = <_9CO;(9) k) :

m

Au point d’équilibre (0,0) on obtient le linéarisé

0 1
A= Joof = (_g k) :
l

Les racines de I’équation caractéristique sont

k k 4
—mEVG) -7

2

de partie réelles —% < 0:(0,0) est bien un point d’équilibre asymptotiquement stable.

A:

7.4 Théoréme de Hartman-Grobman

Le théoreme 7.5 montre qu’au voisinage d’un puits, le comportement des solutions d’un systeme
non linéaire ressemble & celui des solutions du linéarisé. Cette propriété est en fait valable en
tout point d’équilibre hyperbolique, ce que démontre le trés important théoréeme suivant. Avant
de I’énoncer, précisons ce qu’on entend par ”ressemblance” des solutions

Définition 7.6. Soit X' = f(X) et ¢’ = g(X) deux systémes différentiels ou f,g : U—R"
sont de classe C', U C R™ un ouvert contenant I'origine. Notons ®; le flot associé a f et ¥, le
flot associé a g. On dit que les deux systémes sont topologiquement conjugués s'il existe
un homéomorphisme H défini d'un voisinage de 0 sur un voisinage de 0 tel que pour ¢ voisin de
0.

U (H(X)) = H(®,(X))

Théoréme 7.7 (Hartman-Grobman). Soit f : U—R" de classe C!, U ouvert de R" conte-
nant 0, ®; le flot du systéme non linéaire X’ = f(X). Supposons que 0 soit un point d'équilibre
hyperbolique du systeme X’ = f(X) et notons A = Jyf. Alors il existe homéomorphisme H

défini d'un voisinage de 0 sur un voisinage de 0 tel que pour tout X voisin de 0, pour t voisin de
0

H(®,(X)) = eM"H(X)

Autrement dit le systéme non linéaire est topologiquement conjugué a son linéarisé, au voisinage
du point d’équilibre. Ce théoreme implique 7.5. Nous n’aborderons pas sa preuve, plus délicate.
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On a les corollaires suivants :

Corollaire 7.8. Supposons que X, soit un point d'équilibre stable de (7.1). Alors aucune valeur
propre de la partie linéaire A = Jx, n'a de partie réelle > 0. En particulier, un point-selle est
instable.

Corollaire 7.9. Un point d'équilibre hyperbolique est asymptotiquement stable ou instable.

EXERCICE 7.10. Montrer que le point d'équilibre § = 7 du pendule est instable.

Il reste a étudier la stabilité éventuelle en des points non hyperboliques, i.e. lorsqu’une valeur
propre au moins de la partie linéaire est de partie réelle nulle. Un critere tres utile pour établir
la stabilité est I’existence de fonctions de Lyapounov.

7.5 Fonctions de Lyapounov

Soit V : U— R différentiable sur U \ {X,}. Etant donnée une équation (7.1), on note V : U— R,
la fonction

V(X) = dxV.f(X) = (VxV, f(X))
Si @,(X) est une trajectoire de X’ = f(X), on alors

d d
- Dy (X)) = By (X
di o’ (P = dx Vg i(X)

=V
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Théoréme 7.11. Soit X, un point d'équilibre de (7.1). Soit V' : U— R, continue sur U,
différentiable sur U \ {X.}. On suppose que
(1) V(X,) =0, V(X) > 0si X # X,.
(2) V <0sur U\ {X.}.
Alors X, est stable. Si de plus on a

(3) V < 0sur U\ {X.},
alors X, est asymptotiquement stable.

Définition 7.12. On appelle fonction de Lyapounov une telle fonction V : U— R sa-
tisfaisant (1)-(2). On appelle fonction de Lyapounov stricte une fonction qui saisfait de

plus (3)

Remarquons que dans le théoreme, on ne fait pas du tout référence aux valeurs propres du
linéarisé. On a en fait déja rencontré une fonction de Lyapounov stricte : la fonction X +—
| X|| dont on a montré, lorsque X, était un puits, qu'elle satisfaisait %[ X(¢)|| < 0 le long des
trajectoires. C'est exactement la condition (3) ci-dessus. Démontrons le théoreme :

Preuve: Considérons une boule fermée B(X,,d) C U. Puisque V' > 0 sur U \ {X.}, par conti-
nuité de V et compacité de la sphere S(X,, ), il existe

0<a=min{V(X)| X e S(X.,9)}.

Posons W = B(X,,e) pour € > 0 assez petit tel que V < « sur W (e existe par continuité de
Vet Phypothese V(0) = 0). Si X € W\ {X.}, alors ¢ — V(®¢(X)) est décroissante (puisque
sa dérivée est V < 0) donc V(P(X)) < a pour ¢ > 0, ce qui implique que ®;(X) reste dans

B(X.,0) et est défini V¢t > 0.
Supposons maintenant que V soit une fonction de Lyapounov stricte. Alors V < 0 implique
que V' décroit strictement le long des trajectoires de U \ {X.}. Soit ®;(X) une trajectoire telle

que X € W\ {X.}. Par compacité de B(X,,0) il existe X tel que @, (X)— Xoo pour une
sous-suite t,— oo. On affirme que X, = X,. Notons d’abord que

V(Xeo) < V(P4(X)) (7.1)
par décroissance stricte de V(®4(X)). Si X # X., alors
V(®1(Xoo)) < V(Xeo) (7.2)
également pour tout ¢ > 0. Fixons s > 0. Puisque X, := @, (X)— X, alors
Pyt (X) = (X)) = Ps(Xo)
par continuité de ®,, d’ou pour n assez grand, par continuité de V',

V(q)s+tn (X))_> V((I)S(XOO)) < V(XOO)
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par (7.2), ce qui contredit (7.1).
Il s’ensuit que X, est la seule limite possible de {®;(X) | ¢t > 0}, d’ou &4(X)— X.. O

/ .3
EXEMPLE 7.13. Soit le systéme (;) = < x%’ ) Au point d'équilibre X, = <8

(0 =3y*\ _ (0 0
7= (e 0" )=( o)
donc X, n'est pas hyperbolique. Considérons V (z,y) = 2* + y* > 0 sur R?\ {X.}. De plus

V= (et ) (4) =0
_(x7y) $3 -

>, la partie linéaire est

Le théoreme 7.11 permet d'affirmer que X, est stable. L'étude des lignes de niveau de la fonction V'
permet d'en dire plus. Les courbes de niveau de V/,

{(%,y) | V(l‘,y) = C}

forment une famille de courbes fermées entourant I'origine. Puisque V = 0, V est constante le long des
trajectoires, ce qui signifie qu'une trajectoire X (¢) reste contenue dans le niveau {(z,y) | V(z,y) =
V(X(0))}. En conséquence, X, n'est pas asymptotiquement stable.

Dans une situation olt V' < 0 hors de X, les trajectoires doivent traverser les lignes de niveau.
Obsevons que les lignes de niveau d’une fonction sont orthogonales en chaque point au gradient
VV de la fonction. Le champ de vecteur VV donne en chaque point la direction dans laquelle la
croissance de V' est maximale (penser a la ligne de plus grande pente d’une colline). L’hypothese

V= (VxV, f(X)) <0

signifie que le champ de vecteur f(X) est orientée dans une direction opposée (faisant un angle
> 7/2) a celle du gradient de V' : la valeur de V' décroit si on se déplace dans la direction f(X),
i.e. le long des trajectoires. Si les courbes de niveau forment une famille de courbes fermées
entourant un centre X, il est intuitivement clair (et c’est ce que montre le théoreme) que les
trajectoires n’ont pas d’autre choix que de converger vers le centre.

7.6 Un exemple : le systeme proies-prédateur de Lotka et Volterra

Il s’agit du systeme différentiel non linéaire

/

¥ = ax—bry =x(a—by) (7.3)
"' = —cy+dry=y(—c+dr) (7.4)

ou a,b,c,d > 0. C’est une équation du type X’ = F(X) ou F est définie sur R™ et de classe
C'. 11 existe donc, pour toute donnée initiale Xo = (z0,%0), une unique solution maximale
(J, X(t) = (z(t),y(t)) issue de Xy. On s’intéresse a des quantités x(t) et y(t) positives, x(t)
représentant une population de proies et y(¢) une population de prédateurs.
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Lorsque yp = 0, on voit que y(t) = 0 sur R est solution de (7.4) et que (7.3) se résoud en
x(t) = woe®. Inversement, si xg = 0 alors z(t) = 0 sur R résoud (7.3) et alors y(t) = yoe .
En 'absence de son prédateur, la population de proies croit exponentiellement. En ’absence
de proies la population de prédateurs décroit exponentiellement. C’est évidement un modele
rudimentaire. Les axes (Ox) et (Oy) sont stables par le flot de 1’équation.

La solution (0,0) est un point d’équilibre évident. On vérifie sans peine que (g, §) est 'unique
autre point d’équilibre. Etudions leur type. La partie linéaire de F' est

_ (a—by —bx
Taw)f = < dy —c+ d:v) ’

a O
Joo) f = (0 _c> 7

d’out (0,0) est un point selle et donc un point hyperbolique. C’est donc un point d’équilibre
instable par le théoreme de Hartman-Grobman.

0
3 0

Le polynome caractéristique est P(\) = A% + ac, les valeurs propres sont 4-i./ac, imaginaires
pures. Le point d’équilibre X, n’est pas hyperbolique donc le théoreme de Hartman-Grobman
ne s’applique pas.

En (0,0),

En X, = (5,9),

Cherchons une fonction de Lyapounov. Commengons par chercher V :]0, +00[x]0, +00[— R telle
que

d
V=—V(X(#)<0
SVIX() <
sur ]0, +00[x]0, +00[—{X,}. On a
ov ov
V=o—4+y—.
¥ ox Ty oy
En écrivant
¥ = xy a_
(y )
y = zy(——+d
il vient c
d(——+d) =y (- —b) =
x
Donc si on peut trouver V telle que
ov c ov a
— =(——+d t —=—(——0b
il S oy (y )

on aura V = 0. Or il suffit de poser V(z,y) = G(x) + H(y) ott G est une primitive de (=< +d)
et G une primitive de —( — b). On obtient

V(z,y) = —clnz +dx —alny + by.
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Le tableau de variation de G et H montre que (§, 7) est le minimum strict de V' sur ]0, +-00[x]0, 4-o00].
De plus V' est continue sur |0, +00[%]0, +00]. Il s’ensuit que V' — V' (X,.) est une fonction de Lya-
pounov du systene en X,. On conclut du théoreme 7.11 que X, est un point d’équilibre stable.

En travaillant plus, on peut montrer que pour tout Xo = (xo,y0) (dans le quadrant supérieur
droit) différent du point d’équilibre X, la trajectoire issue de X est périodique autour de X,.
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