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Ce cours est une initiation a la topologie algébrique, branche des mathématiques qui utilise des
outils d’algebre pour étudier des espaces topologiques. De quoi s’agit-il? Une question fonda-
mentale pour les topologues est de classifier les espaces topologiques. On veut, par exemple, faire
la liste de toutes les surfaces, & homéomorphisme pres, ou savoir si deux surfaces données sont
homéomorphes ou pas. L’idée centrale pour attaquer ce genre de question est d’associer a ’'objet
topologique un objet algébrique (entier, groupe, etc..) de maniere qu’a deux objets topologiques
homéomorphes soient associées deux objets algébriques isomorphes. On peut alors tester sur ces
derniers I’équivalence ou non des premiers.

Un des premiers succes de la topologie algébrique (aux alentours des années 1900) a été la clas-
sification des surfaces, que nous dmontrerons dans ce cours. Nous commencerons par introduire
les principales notions de topologie générale, qui sera plus efficace pour construire surfaces et
variétés (’analogue n-dimensionnel d’une surface) que les simples espaces métriques. En parti-
culier on verra dans le dernier chapitre comment classifier les surfaces en les considérant comme
des quotients de polygones ou les cotés sont identifiés selon certaines régles. Auparavant on
abordera la notion de groupe fondamental, groupe associé a un espace topologique.

Mentionnons que le probleme de topologie le plus célebre du 20e siecle, la conjecture de Poincaré,
est une question de classification. On peut I’énoncer comme suit : une variété de dimension 3 com-
pacte, connexe, sans trou (on dira plus tard dans le cours simplement connexe) est homéomorphe
4 S3 (Poincaré, 1904). Cette question & 1 million de dollars (véridique!) a été prouvée récemment
(Perelman, 2002) par des méthodes d’analyse et de géométrie. C’est une autre histoire.
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Chapitre 1 : topologie générale

On va définir les espaces topologiques, généralisation des espaces métriques. Ils seront plus pra-
tiques pour certaines constructions. Sur un espace métrique (E,d), on a une notion de partie
ouverte : tout O C E tel que

Ve € E, 3¢ > 0, B(x,¢e) C E.

Leur propriété fondamentale est qu’une union quelconque d’ouverts est ouverte, une intersec-
tion finie d’ouverts est ouverte. On peut exprimer les notions de limite, continuité, compacité,
connexité, etc... a 'aide d’ouverts. La topologie générale permet de définir ces notions sur un
espace X sans utiliser de distance. Pour ce faire on va prendre la propriété fondamentale des
ouverts comme axiome.

1 Topologies

Définition 1.1. Une topologie sur un ensemble X est une collection T de parties de X
vérifiant les axiomes suivants :

(1) 0 et X sont dans T.
(2) Une union quelconque d'éléments de 7 est dans 7.
(3) Une intersection finie d'éléments de T est dans T .

Le couple (X, T) est appelé espace topologique. Les éléments de T sont appelés ouverts
de (X, T), ou simplement ouverts de X s'il n'y pas d’ambiguité.

Dans l'axiome (3) on peut remplacer ”intersection finie” par ”intersection de deux éléments”,
I’équivalence découlant par une récurrence immédiate utilisant 1’égalité

(Ulﬂ...ﬁUn):(Ulﬂ...ﬂUn_l)ﬂUn.



Chapitre 1 : topologie générale 1. Topologies

EXEMPLES 1.2. - La collection des ouverts d'un espace métrique (E, d) est une topologie sur E.

- Sur X, T = {0, X} définit la topologie grossiére.

- Sur X, T = P(X) (la collection de toutes les parties de X) définit la topologie discréte. Toutes les
parties et en particulier les singletons, sont ouvertes.

- Sur X = {a,b,c}. T = {0, X,{a},{b}} n'est pas une topologie, T = {0, X,{a},{b},{a,b}} oui,
T ={0,X,{a,b},{b,c}} non.

EXERCICE 1.3.  Sur X soit Ty la collection de tous les U C X tels que X — U est fini ou égal a X.
Montrer que T est une topologie sur X. On I'appelle la topologie du complémentaire fini.

Définition 1.4. On dit qu'une topologie 7 sur X est métrisable s'il existe une distance d
sur X dont les ouverts sont ceux de 7.

La topologie grossiere et T = {0}, X, {a,b}} sur X = {a, b, ¢} sont par exemples non métrisables.
On peut le voir facilement grace a la notion suivante.

Définition 1.5. Une topologie sur X est séparée si pour tout x # y dans X, il existe deux

ouverts U, Uy tels que
€Uy, yelUy, U, NU, =0.

Autrement dit on peut séparer les points par des ouverts. La topologie d’un espace métrique (et
donc d’un espace métrisable) est séparée car si x # y, alors € = d(z,y) > 0 et on peut séparer x
de y par les ouverts disjoints B(z,e/2) et B(y,e/2). En conséquence, une topologie non séparée
n’est pas métrisable. C’est le cas des deux exemples au dessus.

Il y a des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une topologie soit métrisable mais on ne
I’abordera pas dans ce cours.

L’inclusion définit une relation d’ordre (partiel) sur I’ensemble des topologies de X :

Définition 1.6. Soit 7,7’ deux topologies sur X telles que 7 C 7. Alors on dit que T est
plus grossiere que 7" et que T est plus fine que 7.

Par exemple sur X = {a,b,c}, {0, X, {a}, {b}, {a,b}} est plus fine que {0, X, {a}}. Une topologie
est plus fine si elle a plus d’ouverts, elle permet de discerner plus de choses. La topologie grossiere
sur un ensemble est la plus grossiere des topologies de cet ensemble, la topologie discrete est
la plus fine. Par contre T = {0, X, {a}, {b},{a,b}} et T = {0, X, {b},{c},{b,c}} ne sont pas
comparables.
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Chapitre 1 : topologie générale 1. Topologies

1.1 Bases d’une topologie

Définir une topologie peut-étre assez compliqué car il y a beaucoup d’éléments. Souvent on se
donne une sous-collection, la base, qui engendre la topologie.

Définition 1.7. Soit X un ensemble, une collection B de parties de X est une base de
topologie pour X si :

(1) Pour chaque z € X, il existe B € B tel que = € B.
(cela équivaut a Jgep B = X)

(2) Pour tous By, By € B et x € By N By, il existe Bs € B tel que x € B3 C B; N Bo.

L’axiome (2) est une sorte de stabilité faible par intersection finie (on ne demande pas que
B1 N By soit dans B). C’est vérifié par les boules ouvertes d’'un espace métrique (c’est 1’exemple
auquel penser) : 'intersection de 2 boules ouvertes n’est pas (en général) une boule ouverte mais
chaque point de l'intersection est centre d’une boule ouverte contenue dans l’'intersection. Les
boules ouvertes forment une base pour la topologie des espaces métriques.

Avec une base, on fabrique une topologie :

Définition 1.8 (Topologie engendrée par une base). Soit Tz la collection des ensembles
U C X tel que
VeeU,dBe B,x € BCU.

On appelle 75 la topologie engendrée par B et on dit que BB est une base de 7.

En particulier les éléments de B sont ouverts. Si U est non vide la condition d’ouverture équivaut
a ce que U soit réunion d’éléments de B. Les éléments de B jouent pour T le méme role que les
boules ouvertes pour les ouverts d’un espace métrique. Vérifions que

Lemme 1.9. 73 est une topologie.

Preuve: Vérifions les 3 axiomes de la définition 1.1.

Axiome (1) @ € T par la condition d’ouverture est est vérifiée trivialement, et X € Tpde méme
car B est une base.

Axiome (2) Soit (Uy) une collection d’éléments de 73, on doit montrer que |J, Uy C T, c'est &
dire que si z € |J, Ua, il existe B € B tel que z € B C |J, Ua, . Soit un tel z, alors il existe
a tel que x € U,. Par définition de 73, il existe B € B tel que x € B C U, C |, Ua, ce qu'on
voulait.

Axiome (3) Soit Uy, Uy deux éléments de T, on doit montrer que Uy NUs € Tg. Soit z € U; NUs,
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Chapitre 1 : topologie générale 1. Topologies

alors x € Uy € Tp donc il existe By € B tel que x € By C U;. De méme il existe By € B tel
que x € By C Us. En particulier x € B; N By. Par définition d’une base il existe B € B tel que
xr € BC ByN Bs. Alors x € B C Uy NUs comme voulu. O

EXERCICE 1.10. (1) Soit B, B’ deux bases de topologie sur X. Montrer que Tp est plus fine que 75
si et seulement si pour chaque x € X et B € B contenant z, il existe B’ € B tel que x € B’ C B.

(2) Montrer que B = {]a,b[| a < b,a et b rationnels} est une base dénombrable de la topologie usuelle
de R.

A quoi on reconnait une base, quand on a déja la topologie? Il suffit qu’elle vérifie ’assertion
(2) du lemme 1.9, plus précisément :

Lemme 1.11. Soit (X,7) un espace topologique, B une collection d'ouverts telle que pour
tout U ouvert de X et tout z € U, il existe B, € B tel que x € B, C U. Alors B est une base
de T.

Preuve: L’axiome 1.7(1) est vérifié en prenant U = X. Pour 1.7(2), soit By, By € B et
xr € By N By. Puisque By et By sont ouverts, By N By est ouvert donc il existe B € B tel
que x € B C By N By par hypothese. O

On peut faire encore plus simple pour engendrer une topologie : engendrer une base a I’aide d’une
sous-base qui est simplement d’une collection S de parties de X dont I'union est égale a X. La
collection des intersections finies d’éléments de S est alors une base de topologie. La topologie
engendrée est alors 'ensemble des réunions quelconques d’intersections finies d’élements de S.

EXERCICE 1.12. (1) Vérifier que ¢a marche.
(2) Soit (7,) une famille de topologies sur X. Montrer que [ 7, est une topologie.

(3) Soit B une base de topologie de X. Montrer que 75 est l'intersection de toutes les topologies
contenant B.

1.2 Topologie produit

On note X x Y le produit cartésien de X et Y, i.e. 'ensemble des couples (z,y) ou z € X,
yey.

Définition 1.13. Soit X, Y deux espaces topologiques.On appelle topologie produit sur
X x Y la topologie engendrée par la base

B={U x V| U ouvert de X;V ouvert de Y}.
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Chapitre 1 : topologie générale 1. Topologies

(on dit que c’est la topologie engendrée par les cubes U x V). Vérifions que B est une base de
topologie : 'axiome 1.7(1) est vérifié car X x Y € B; pour 1.7(2) B est stable par intersection
finie : si U x V et U’ x V' sont dans B, alors

UxV)NU xV)=UNU)x (VNV')eB

car U NU’ est ouvert dans X et V NV’ ouvert dans Y.

Remarque 1.14. On vérifie aisément que si B une base de X et C une base de Y, alors la
collection

D={BxC|BeB,Cec(C}

est aussi une base de X x Y.

1.3 Topologie induite

Définition 1.15. Soit (X,7) un espace topologique. Soit Y C X, alors la collection
Ty ={UNnY |UeT}

est une topologie sur Y, appelée la topologie induite.

La vérification est immédiate. Lorsqu’on omettra les topologies, on dira simplement que U est
ouvert dans Y s’il est ouvert pour la topologie induite, et ouvert dans X s’il appartient a la
topologie de X.

EXEMPLE 1.16. Soit Y =[0,2] C R = X muni de sa topologie usuelle. Alors |1,2] est ouvert dans Y’
(mais pas dans X) car ]1,2] =1, 3[NY. De méme [0, 2] est ouvert dans Y (et pas dans X).

On peut se demander quand un ouvert pour Y l’est aussi pour X.

Lemme 1.17. SoitY C X. Si U est ouvert dans Y et Y est ouvert dans X, alors U est ouvert
dans X.

Preuve: Ona U =V NY ou V, et Y par hypothese, sont ouverts dans X. O

Notes du cours NIMA6014, 2014-2015 8 Laurent Bessiéres



Chapitre 1 : topologie générale 1. Topologies

EXERCICE 1.18. Soit Y = [—1,1] C R. Lesquels des ensembles suivants sont ouverts dans Y ? Dans
R7?
1
A = {zly<lal<1}
1
B = {z|5<lal<1},
1
C = {z]5<ll<1},
1
D = {z|z<lel<1}
E = {z|0<|z|<letl/z¢Z}

Que se passe t’il au niveau des bases ? Ce qu’on imagine :

Lemme 1.19. Soit B une base de la topologie 7T, alors la collection
By ={BNY | B € B}

est une base de la topologie induite Ty .

Preuve: Soit y € Y et U un ouvert de Y tel que y € U. Il existe V ouvert dans X tel que
U =V NY. Puisque B est une base de topologie pour X, il existe B € B tel que y € B C V.
Onaalorsdouy € BNY C VNY =U et on applique le critére 1.11. ]

1.4 Fermés, adhérence

Définition 1.20. Une partie A d'un espace topologique X est fermée si X — A est ouverte.

On notera souvent ‘A = X — A. Les intervalles fermés sont fermés dans R. Pour la topologie
discrete, toutes les parties sont ouvertes et fermées. Pour la topologie du complémentaire fini,
les fermés sont les parties finies et I’ensemble entier.

EXEMPLE 1.21. Soit Y = [0, 1]U]2, 3[ muni de la topologie induite usuelle. Alors [0, 1] est ouvert dans
Y, car [0,1] =] =1, 1.5[NY". Il s’ensuit que |2, 3[ est fermé dans Y. Comme |2, 3[ est ouvert dans Y, [0, 1]
est aussi fermé dans Y.

Lemme 1.22 (Propriété fondamentale des fermés). Soit X un espace topologique, alors :

(1) @ et X sont fermés.

Notes du cours NIMA6014, 2014-2015 9 Laurent Bessiéres



Chapitre 1 : topologie générale 1. Topologies

(2) Une intersection quelconque de fermés est fermée.

(3) Une union finie de fermés est fermée.

Preuve: Découle de

X=X -Ts), X-JUs=()X-0Ua)

Lemme 1.23. Soit Y C X. Une partie A C Y est fermée dans Y si et seulement si A est
I'intersection de Y et d'un fermé de X.

Preuve: Supposons que A soit fermé dans Y. Alors Y — A est ouvert dans Y, donc il existe U
ouvert de X telque Y —A=UNY.Maisalors A=Y —(Y-A) =Y —-(UNY)=Y-U=°UNY
ol “U est bien un fermé de X. Réciproquement supposons que A = FFNY ou F est fermé dans X .
Alors Y —A =Y —(FNY) = “FNY est bien un ouvert dans Y puisque °F est ouvert dans X. [

En résumé les ouverts et fermés de Y sont les traces sur Y des ouverts et fermés de X, respec-
tivement.

Définition 1.24. Etant donné une partie A d'un espace topologique X, on définit I
intérieur de A comme |'union de tous les ouverts de X contenus dans A :

(0]
IntAd = A = U U.
U ouvert deX,UCA
On définit 'adhérence de A comme l'intersection de tous les fermés de X contenant A :

A= N F.

F fermé de X, FOA

Proposition 1.25 (Propriétés de l'intérieur et de ’adhérence). Soit X un espace topologique
et A une partie de X.

(1) A C A estouvert dans X, A est ouvert & A = A et

xilz{xEAHUCA,Uouvert de X,z € U}.

(2) A D A est fermé dans X, A est fermé < A = A.
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Chapitre 1 : topologie générale 1. Topologies

o

(3) cA=¢<(4), (‘A) = “A.
(4) A est le plus gros ouvert de X contenu dans A : A est ouvert et si U ouvert de X et

U cC A, anrsUC;l.

(5) A est le plus petit fermé de X contenant A : A est fermé et si F' fermé de X et F D A,
alors A C F.

(6) SiACB AcCBetAcC B.

Prel%)ve: .
(1) A est une union d’ouverts donc ouvert ; si A est ouvert il est dans I'union donc A = A, la

réciproque est claire. Soit z € ;l Par définition il existe U ouvert x € U C A. Réciproquement,
si x € U ouvert C A, z est dans la réunion de ouverts C A.

(2) A est une intersection de fermés donc fermé. Si A est fermé il est dans l'intersection, la
réciproque est claire.

(3)x €A VF fermé tel que F DA, 2 € F.Or F DA & °F C A, et °F = U est ouvert. On

(o]
a donc équivalence avec x ¢ U pour tout ouvert U C A, soit x ¢ A. En appliquant cette égalité
. o
a B = “A et en prenant son complémentaire, ‘B = (B pour tout B C X.

(4) SiU C A et U ouvert alors U est contenu dans la réunion des ouverts C A, donc U C ;1
(5) Si FF D A et F est fermé alors U'intersection des fermés D A est contenue dans F', donc
ACF. ] ]
(6) Soit A C B. Soit x € A alors il existe U, ouvert, x € U, C A; alors x € U, C B et z € B.
B est un fermé et A C B C B, or A est le plus petit fermé contenant A donc A C B. O

Si ACY C X, ladhérence de A dans Y peut différer de celle de A dans X. On notera toujours
A V'adhérence dans X. L’adhérence de A dans Y est alors ANY. En effet :

Théoréme 1.26. Soit Y C X ; soit A C Y. Alors 'adhérence de A dans Y est ANY.

Preuve: Notons B I'adhérence de A dans Y. Alors B C ANY qui est un fermé de Y contenant
A. Par ailleurs B est fermé dans Y donc B = F'NY pour un fermé F de X. Comme A C B C F,
F D A On conclut que B=FNY DANY, dou 'égalité. O

Définition 1.27. Soit A une partie d’'un espace topologique X. On dit que z € X est un
point d’accumulation de A si pour tout tout ouvert U contenant z, U — {z} intersecte A.
On note A’ I'ensemble des points d’accumulation de A,

A" ={x € X | pour tout ouvert U contenant x, U — {x} intersecte A}.

Notes du cours NIMA6014, 2014-2015 ]. 1 Laurent Bessiéres



Chapitre 1 : topologie générale 1. Topologies

Théoréme 1.28. Soit A une partie d'un espace topologique X.
(1) A= AU A"

(2) = € A si et seulement si tout ouvert U contenant x intersecte A.

Une autre maniere de définir 'adhérence est donc

o
A ={x € X | VU ouvert de X contenant x, U N A # (}.
Preuve: Montrons d’abord (2). Pour cela montrons I’assertion équivalente :

r ¢ A< il existe un ouvert U contenant z disjoint de A.

Supposons que x ¢ A. Alors U = X — A est un ouvert contenant x disjoint de A. Réciproquement,
supposons que U soit un ouvert contenant x, disjoint de A. Alors X — U est un fermé contenant
A, donc X —U D A. Comme z € U, z ¢ A. ~

(1) Yinclusion A D AU A’ est évidente car A C A et si x € A', si U est un ouvert contenant x,
alors U — {x} intersecte A donc U aussi, d’ott A" C A. Réciproquement, supposons que = € A et
que z ¢ A. Soit U un ouvert contenant x, par (2) il intersecte A en un point y € U N A. Puisque
x ¢ A y+#xetdonc U— {z} intersecte A. D’ou z € A’ comme voulu. O

EXEMPLE 1.29. Pour A =]0,1[C R, A= A’ =[0,1]. Pour A= {1/n|n € N*} CR, A= AuU{0},
A’ ={0}.

Un ouvert U contenant x est un cas particulier de voisinage de x.

Définition 1.30. On dit qu'une partie V' C X est un voisinage de x s'il existe un ouvert
U, tel que x € U, C V. On note V, I'ensemble des voisinages de .

Proposition 1.31 (Propriétés des voisinages). (1) SiVveV,etVcCValors V' €V,.
(2) SiVi,...,V, €V, alors Vin---NV, €V,.
(3) SiV eV, ileiste U CV,U>x UE€V,y pour tout 2/ € U.

Preuve:

(1) SiV €V, il existe U ouvert, xt ¢ U C V,alorsx ¢ U CV C V' donc V' € V,.

(2) Pour i € {1,...,n} il existe U; ouvert, x € U; C V;, alorsz e Uy N---NU, CViN---NV,
douVin---NV, €V,.

(3) Si V € V,, il existe U ouvert, x € U C V, alors pour tout 2’ € U, 2’ € U C V donc
VeV, O

En particulier un ouvert est voisinage de chacun de ses points, cette propriété caractérisant
d’ailleurs les ouverts. Le théoreme 1.28(2) est vrai si on remplace "tout ouvert contenant z”
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Chapitre 1 : topologie générale 1. Topologies

par "tout voisinage de z”. Dans la définition d’un point d’accumulation, il est équivalent de
demander que ”tout voisinage épointé de x intersecte A”.

Remarque 1.32. Ceux qui se rappellent du cours ”Espaces métriques” se demandent peut-
étre pourquoi il n’est pas mentionné I’équivalence séquentielle : x € A ssi z est limite (dans X)
d’une suite (z,,) de A. C’est qu’il n’est pas vrai en toute généralité.

On rappelle qu’une suite dans un espace X est une application z : N—X. Pour n € N, les
éléments z(n) sont souvent notés x,, et la suite est notée (x,)nen ou simplement (z,,). Définir
une limite de suite ne pose pas de probleme dans un espace topologique :

Définition 1.33. Soit X un espace topologique. Soit (zy,),en une suite de X et z € X. On
dit que (z,,) converge vers x si pour tout voisinage V de z, il existe ng € N tel que =, € V
pour tout n > ng.

Par contre on rencontre des difficultés a définir la limite d’une suite : celle-ci n’est pas forcément
unique! Pour la topologie grossiére une suite quelconque converge vers tout les points! Voir
aussi 'exemple 1.2. La suite x, = a pour tout n converge vers a et b. Cela n’arrivera pas si la
topologie est séparée (voir plus bas). On a cependant :

Lemme 1.34. Soit A une partie d'un espace topologique X et (x,) une suite de A convergeant
dans X vers x € X. Alors z € A.

Preuve: Soit V un voisinage de z. Soit ng tel que x, € V pour tout entier n > ng. Puisque
Tny € A,ona ANV #0dou z € A. O

Comme dit plus haut, la "réciproque”, & savoir la caractérisation séquentielle de A comme étant
I’ensemble des limites de suites de A, est valide dans un espace métrique, mais pas dans un
espace topologique en toute généralité.

1.5 Espaces séparés

Théoréme 1.35. Dans un espace topologique séparé, une suite de points converge vers au
plus un point.

Preuve: Supposons que (z,) converge vers z; soit y # x. On prend des voisinages U, de z et
Uy de y, disjoints. Soit ng € N tel que x,, € U pour tout n > ng. Alors pour tout n > ng, z,, ¢ V.
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Ce voisinage V' empéche la suite de converger vers y. O

Théoréme 1.36. Le produit cartésien X X Y est séparé si et seulement si X et Y sont séparés.
Une partie d'un espace séparé est séparée.

Preuve: Montrons d’abord =-. Supposons que X X Y soit séparé et montrons que X est séparé,
Pargument sera le méme pour Y. Soit x # z’ dans X. Prenons y € Y quelconque. Alors
(z,y) # («',y) donc il existe des ouverts U,V de X x Y contenant (x,y) et (2,y) respecti-
vement tels que UNV = (). La topologie produit ayant pour base de topologie les cubes, il existe
un voisinage ouvert Uy x Uy de (z,y) contenu dans U, et un voisinage ouvert Vx x Vy- de (2/,y)
contenu dans V. Quitte a remplacer Uy et Vy par Uy N Vy, on peut supposer que Uy = Vy.
Alors de U NV = () on déduit que Ux N Vy = (), séparant = et 2’. Réciproquement si X et Y
sont séparés, soit (z,y) # (2, y) par exemple. Soit Uy, U,s deux ouverts de X séparant x de z’.
Alors U, x Y et Uy x Y séparent (z,y) de (2,y). Le cas (z,y) # (z,y) est similaire.

Supposons X séparé et soit A C X. Soit z # y € A. Soit U,, U, des voisinages de z,y respecti-
vement, tels que U, N U, = ). Alors U, N A et Uy N A séparent z et y dans A. O

EXERCICE 1.37. Discuter de la convergence de la suite x,, = 1/n dans R muni de la topologie du
complément fini. Cette topologie est-elle séparée ?

1.6 Continuité

On se rappelle que la continuité d’une fonction f entre deux espaces métriques peut étre ca-
ractérisée de la facon suivante : I'image réciproque par f de tout ouvert est un ouvert. Dans le
cadre des espaces topologiques, ce sera notre définition :

Définition 1.38. Soit X, Y deux espaces topologiques et f : X —Y une application. On dit
que f est continue si, pour tout ouvert U de Y, f~1(U) est ouvert dans X.

Remarque 1.39. La définition dépend des topologies de X et Y. Si Y est muni de la topologie
grossiere, toute application (surjective) est continue. Si c’est X qui est muni de la topologie
grossiere et si Y a au moins 2 éléments, les seules applications continues sont les constantes.

EXEMPLE 1.40. Les projections mx : X x Y, (x,y) = z et my : X XY, (z,y) — y, sont continues.
Effet pour tout ouvert U de X, W)_(l(U) =U X Y est ouvert dans X x Y. De méme si V est un ouvert
de Y, 7' (V) = X x V est ouvert dans X x Y.

Remarque 1.41. La topologie produit est la plus grossiere (la moins fine) rendant les pro-
jections continues. En effet si 7 est une topologie sur X x Y telle que wx et my sont continues,
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alors 7 contient S = {U x Y | U ouvert de X} U{X x V | V ouvert de Y'}. Or il est facile de
voir que S est une sous-base de la topologie produit.

Pour vérifier la continuité, on peut se contenter de tester la définition sur une base de Y, ou
mieux sur une sous-base. En effet si V est un ouvert de Y, V = U, B, ou les B, sont dans la base,
et ona f~1(V) = Uyf H(Ba,). Il suffit donc que chaque f~1(B,) soit ouvert pour que f~1(V) le
soit. Maintenant B, peut-étre écrit comme une intersection finie S1 N ...N S, d’éléments de la
sous-base. Puisque f~1(B) = f~1(S1)N...Nf71(S,), il suffit que 'image réciproque de chaque
élément de la sous-base soit ouverte.

Théoréme 1.42. Soit X,Y deux espaces topologiques et f : X—Y une application. Sont
équivalents :

(1) f est continue.

(2) Pour toute partie A C X, f(A) C f(A).

(3) Pour tout fermé B de Y, f~1(B) est fermé dans X.

(

4) Pour tout z € X, pour tout voisinage V de f(x) il existe un voisinage U de z tel que
fu)cVv.

Définition 1.43. Si la condition (4) vaut en un point z € X, on dit que f est continue
au point x. Puisque f(U) C V < U C f~4V), cela équivaut a : I'image réciproque tout
voisinage de f(x) est un voisinage de z.

Preuve: Montrons (1) = (2) = (3) = (1) et (1) = (4) = (1).

(1) = (2) Supposons f continue et soit A C Y. Soit € A, montrons que f(z) € f(A). Soit
V un voisinage ouvert de f(z), alors f~!(V) est un voisinage ouvert de z, donc intersecte A en
un point y. Il s’ensuit que f(y) € V N f(A). Tout voisinage ouvert de f(z) intersecte f(A) donc
f(x) est adhérent a f(A).

(2) = (3) Soit B un fermé de Y. Posons A = f~1(B) et montrons que A = A. On a f(A) C B
donc f(A) C f(A) C B= B donc A C f~1(B) = A.

(3) = (1) Soit V un ouvert de Y, alors Y — V = B est un fermé. On a

V) =) - (B) =X~ f7H(B)

est ouvert car f~!(B) est fermé par hypothese.

(1) = (4) Soit x € X ; soit V un voisinage de f(z). Soit O un ouvert de Y tel que f(z) € O C V.
Puisque f est continue, f~(O) est ouvert dans X. De plus x € f~1(0) c f~1(V). Alors
U = f~YO) est un voisinage de x satisfaisant (4)

(4) = (1) Soit V un ouvert de Y ; soit z € f~1(V). Puisque f(z) € V, V est un voisinage de
f(x). Par hypothese f~(V) est alors un voisinage de z. Puisque z est quelconque dans f~1(V),
f7H(V) est ouvert. O
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Lemme 1.44. Soit X,Y deux espaces topologiques, x € X un point et f : X—Y une
application continue en z. Si une suite (z,,) converge vers x alors la suite (f(x,)) converge

vers f(x).

Preuve: Soit V un voisinage de f(z), alors f~(V') est un voisinage de x. Puisque (x,,) converge
vers z il existe ng € N tel que x, € f~1(V) pour tout entier n > ng. Dot f(z,) € V pour tout
entier n > ng et (f(z,)) converge vers f(x). O
Remarquons qu’on n’a pas écrit la "réciproque”, a savoir la caractérisation séquentielle de la
continuité, car elle n’est pas vraie en toute généralité. Vérifier la définition n’est pas forcément
tres pratique. On pourra avoir recours aux regles suivantes.

Théoréme 1.45 (Regles de construction d’applications continues). Soit X,Y et Z des es-
paces topologiques.

(1

) (fonction constante) Si f : X—Y envoie tout X sur un point y € Y, alors f est continue.
(2) (inclusion) Si A C X, la fonction inclusion j : A—X est continue.

(3) (composition) Si f: X—Y et g: Y—Z sont continues, alors go f : X—Z est continue.
(4)

4) (restriction du domaine) Si A C X et si f : X—Y est continue, alors la restriction
fla : A=Y est continue

(5) (restriction ou agrandissement au but) Soit f : X—Y est continue. Si Z C Y contient

I'image f(X), alors la fonction g : X—Z restriction de f au but est continue. Si Z DY,
alors la fonction g : X—Z obtenue en agrandissant I'espace but de f, est continue.

(6) (formulation locale) L'application f : X—Y est continue si X admet un recouvrement par
des ouverts U, tels que chaque restriction f|y, soit continue.

(7) (Recollement de fermés) Si X = AU B ou A et B sont fermés dans X, f : A=Y
continue et g : B—Y continues telles que f(xz) = g(x) pour tout x € AN B alors la
fonction combinée h : X —Y définie par h(z) = f(z) siz € A et h(zx) = g(z) siz € B
est continue.

Preuve: (1)-(5) sont évidents.
(6) Voir que pour un ouvert V C Y, fl?fi (V) = f~Y(V)NU, est ouvert dans X car ouvert dans

U, par hypothese et U, est ouvert dans X. Ensuite, puisque X = (J U,

Fr) =) nJUa =1 (V)N UL)

est une union d’ouverts de X donc ouverte.
(7) Soit U un fermé de Y, f~1(U) = (f"H(U)NA) U (f~1(U)NB) = h~Y(U) U g~ (B) est une

union finie de fermés donc fermée. O

EXERCICE 1.46. (1) f : X=Y x Z, f = (f1, f2) est continue si et seulement si f; et fy sont
continues.
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(2) La propriété (7) se généralise a un nombre fini de fermés, mais pas a une infinité. Trouver un
contre-exemple.

Définition 1.47. Soit X,Y un espace topologique. On dit qu'une application f : X—=Y est
ouverte si I'image par f de tout ouvert est un ouvert, qu’elle est fermée si I'image par f de
tout fermé est fermé. On dit que f est un homéomorphisme si f est bijective, continue et
ouverte.

Remarque 1.48. Si f est bijective, f est ouverte < f est fermée < f~! est continue. Une
bijection f est homéomorphisme si f et f~! sont continues. Un homéomorphisme réalise une
bijection entre la collection des ouverts (resp. fermés) de X et la collection des ouverts (resp.
fermés) de Y.

Lorsque f : X—Y est injective et continue, la fonction f' : X—Z = f(X) obtenue en restreignant
le but, est bijective continue. Si elle est de plus ouverte, c’est un homéomorphisme. On dit alors
que f: X—Y est un plongement (homéomorphisme sur son image).

EXERCICE 1.49. Les projections mx : X X Y—X et my : X X Y=Y sont ouvertes. Pour tout y € Y,
x +— (x,y) est un plongement de X dans X x Y,

2 Quelques constructions d’espaces topologiques

2.1 Union disjointe

Définition 1.50. Soit (X;);c; une famille d'espaces topologiques. On appelle union dis-
jointe I'ensemble

HXi:{(z',x) |z e X;}

On prend la réunion de copies disjointes de chaque X;. Attention [0, 2] [[[1, 3] # [0, 3]. En effet, il
se peut que x € XN Xy mais (1,z) # (2,2) dans X [ [ X». Si on note ¢; : X;— [[; X; I'inclusion
canonique, définie par ¢;(x) = (i,x), on a ¢1(z) # Pa2(x).

Définition 1.51. La topologie de I’union disjointe a pour ouverts

T = {H U; | U; ouvert de Xl}

()
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(vérifier que c’est une topologie). On peut voir que U C [], X; est ouvert si et seulement si
(bfl(U ) est ouvert dans X; pour tout i € I. C’est la topologie la plus fine pour laquelle les ¢;
sont continues. En effet si U € T une topologie et que les ¢; sont continues, alors gzﬁi_l(U) est
ouvert dans X; et U =[], ¢ N U) € Ty, ot T C Ty

EXERCICE 1.52. Les ¢; sont des plongements.

2.2 Topologie quotient

Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X. On rappelle que c’est une relation
binaire (R C X x X)) qui vérifie 3 axiomes : (1) 2Rz (réflexivité) (2) 2Rz < yRx (symétrie) (3)
TRy et yRz = xRz (transitivité). Les classes d’équivalence associées, i.e. pour chaque x € X,

R(z) ={y € X | *Ry}

forment une partition de X, c’est & dire une collection (C;);cr de parties de X telle que U;C; = X
et C;NC; = 0sii# j. Inversement une partition C = (Cj)ier de X, définit une relation
d’équivalence R par zRy < 3C € C,z,y € C, dont les classes d’équivalence sont les éléments
de C. On note X/R l'ensemble des classes d’équivalence et 7 : X—X /R la projection canonique
associée. On pourra noter [x] la classe de x, et © ~ y la relation zRy. Si X est un espace
topologique, on veut munir X/R d’une topologie rendant 7 continue.

Définition 1.53. Soit X un ensemble, R une relation d'équivalence sur X et 7 : X—>X/R
la projection canonique associée. On appelle topologie quotient sur X/R

Tr ={U C X/R | n~'(U) ouvert de X}

Autrement dit U est ouvert si et seulement si 7-1(U) est ouvert. On vérifie aisément que c’est
une topologie, la plus fine rendant 7 continue.

Si X,Y sont deux ensembles, R une relation d’équivalence sur X, on dit que f : X—=Y est
compatible avec R si f est constante dans chaque classe d’equivalence. Elle “passe alors au
quotient” en f: X/R—Y , vérifiant f = fom.

Théoréme 1.54. Soit X, Y sont deux espaces topologiques, R une relation d'équivalence sur
X, et f: X—Y compatible avec R.

(1) Alors f est continue < f est continue.

(2) Si f est ouverte, alors f est ouverte; si f est fermée alors f est fermée.
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Preuve: (1) Si f est continue alors f = f o m est composée d’applications continues donc
continue. Supposons f continue et soit U C Y un ouvert, alors f~!(U) est ouvert. Or

FHU) = (fom) ™ (U) = a1 (f71(U))

est ouvert si et seulement si f~(U) est ouvert. B
(2) Soit U un ouvert de X/R alors 7~ 1(U) est ouvert de X et f(U) = f(7~1(U)) est ouvert si
f est ouverte. O

Corollaire 1.55. Sous les mémes hypotheses, si f est continue, ouverte et z ~ y & f(z) =
f(y) alors f est un plongement de X/R sur Y.

EXEMPLE 1.56. Soit R la relation sur R définie par 2Ry < =z —y € Z, et f : R—=S! C R?,
x — (cos(2ma,sin(2mrx)). Il est clair que f est continue, surjective et  ~ y < f(z) = f(y). Il s'ensuit
que f : R/Z—+S" est continue, bijective. De plus f est : soit U C R un ouvert, z € U, 0 < € < 1/2 assez
petit pour que |z —e,z+¢[C U. Alors f(]Jz—e, x+¢[) est I'intersection de S' un secteur angulaire ouvert

d’angle 47e centré sur I'angle 27z, et est donc ouvert dans S*. Il s’ensuit que f est un homéomorphisme.

EXEMPLE 1.57. Soit g : [0,1]—S?! Ia restriction a [0, 1] de I'application f de I'exemple précédent. On
a g(0) = g(1). L'application g est donc compatible avec la relation R sur [0, 1] définie par 0 ~ 1 (on
identifie 0 et 1). Il s’ensuit que [0, 1]/R est homéomorphe 3 S*.

EXERCICE 1.58. Sur [0,1] x [0, 1] on considere la relation (s,0) ~ (s,1) et (0,¢) ~ (1,¢). Montrer que
f:00,1] x [0,1]=St x St, (s,t) + (cos(2ms, sin(2ms)), cos(27t, sin(27t)) induit un homéomophisme
de ([0,1] x [0,1]/R sur le tore S* x S*.

Remarque 1.59. L’espace quotient X /R d’un espace topologique séparé X n’est pas nécessairement
séparé. Considérons par exemple X = R muni de la relation d’équivalence : x ~ y ssix —y € Q.
Alors [0] = Q et [x] = = + Q ne peuvent pas étre séparés par des ouverts, méme si z ¢ Q .

En effet soit U un voisinage ouvert de [0] et V un voisinage ouvert de [z]. Alors 7=}(U) est un
voisinage ouvert de 0, il intersecte z + Q = 7~ ![x] et en particulier 7=1(V'), d’ott U intersecte

V.

Définition 1.60. Soit A C X une partie de X. On dit que le saturé de A par R est la
réunion de toutes les classes d'équivalence qui rencontrent A, soit I'ensemble 7—1(7(A)). On
dit que A est saturé s'il est égal a son saturé par R.

Proposition 1.61. L’espace topologique quotient X /R est séparé si et seulement si pour tout
x,y € X n'appartenant pas a la méme classe d'équivalence, il existe deux ouverts U,V saturés
disjoints contenant x,y respectivement.
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Preuve: Supposons que X/R soit séparé, soit z,y € X n’appartenant pas a la méme classe
d’équivalence, i.e. w(x) # 7(y). Alors on peut prendre pour U,V l'image réciproque de deux
ouverts de X/R disjoints contenant 7(x),m(y) respectivement.

Réciproquement supposons la condition vérifiée. Soit 2’ # 3y’ € X /R, alors 2’ = w(x) et ¢y = 7(y)
ou z,y € X ne sont pas équivalents. Soit U,V des ouverts saturés disjoints contenant x,y res-
pectivement. Alors w(U) 3 2’ est ouvert car 7 }(7(U)) = U. De méme 7(V) > o' est ouvert.
Enfin 7(U) et 7(V') sont disjoints car aucun élément de U n’est équivalent a un élément de V. [

La topologie quotient permet de nombreuses constructions d’espaces topologiques :

2.3 Cone sur un espace topologique

Définition 1.62. Soit X un espace topologique. Le cone sur X est |'espace topologique

quotient
CX = (X x[0,1))/R

ol R est la relation d'équivalence sur X x [0,1] engendrée par (z,1) ~ (2/,1) pour tout
z, 7' € X.

On laisse en exercice de vérifier que x +— [(z, 0)] est un homéomorphisme sur son image, permet-
tant d’identifier X avec une partie de C X, et que si f : X—Y est une application continue, alors
Papplication C'f : CX—CY définie par [(x,t)] — [(f(z),t)] est continue. L’'image de X x {1}
dans CX est réduite & un point, qu’on appelle sommet du cone.

2.3.1 Suspension d’un espace topologique

Définition 1.63. Soit X un espace topologique. La suspension de X est I'espace topolo-
gique quotient
SX = (X x[-1,1])/R

ol R est la relation d'équivalence sur X x [—1, 1] engendrée par (z,1) ~ (2/,1) et (z,—1) ~
(z',—1) pour tous z,z’ € X.

On laisse en exercice de vérifier que z — [(z,0)] est un homéomorphisme sur son image, per-
mettant d’identifier X avec une partie de SX, et que si f: X—Y est une application continue,
alors l'application Sf : SX—SY définie par [(x,t)] — [(f(x),t)] est continue.
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2.4 Recollement de deux espaces topologiques

Définition 1.64. Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partiede X et f: A— Y
une application continue. Le recollement de X sur Y par f est |'espace topologique quotient

XupY = X[[v)/R

ou R est la relation d'équivalence engendrée par x ~ f(x) pour tout z € A.

2.5 Somme pointée d’espaces topologiques

Définition 1.65. Soit (X, z;)ies une famille d'espaces topologiques pointés (z; € X;). La
somme pointée de cette famille est |'espace topologique quotient

i€l 1€l

ol R est la relation d'équivalence engendrée par x; ~ x; pour tous 4,5 € 1.

Il est clair que l'inclusion X;— Hz‘e ; X; induit un plongement de X; dans \/z‘e (X, ;).

3 Connexité, connexité par arc

Les notions de connexité et connexité par arc formalisent I'idée simple d’un espace fait d’un seul
morceau. Commengons par la connexité, notion plus générale.

Définition 1.66. Soit X un espace topologique. On dit que X est connexe s'il n'existe pas
de partition de X en deux ouverts non vides. On dit qu'une partie A C X est connexe si elle
est connexe pour la topologie induite..

Proposition 1.67. Soit X un espace topologique. Sont équivalents :
(1) X est connexe.

2) Il n'existe pas de partition de X en deux fermés non vides.

(3) Les seules parties ouvertes et fermées de X sont ) et X.

4) Toute application continue de X dans un espace discret est constante.
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(5) Toute application continue de X dans {0, 1} discret est constante.

Preuve: (1) < (2) car une partition de X en deux fermés est une partition en deux ouverts.
(1) = (3) Si A C X est ouverte et fermée alors {A, X — A} forme une partition de X en deux
ouverts. Puisque X est connexe, {4, X — A} = {0, X}.

(3) = (4) Soit f : X—Y continue ou Y est muni de la topologie discrete. En particulier les
points de Y sont ouverts et fermés. Soit y € f(X), alors par continuité de f, f~1(y) est ouvert,
fermé dans X . Puisque non vide il est égal & X. D’ou f(X) = v.

(4) = (5) Evident.

(5) = (1) Montrons la contraposée, non (1) = non (5). Soit {U, X — U} une partition de X en
deux ouverts non vides. Définissons f : X—{0,1} par f(U) = 0et f(X—U) = 1. Les restrictions
de f a U et & X —U sont continues car constantes (cf 1.45(1)). Puisque U et X — U sont ouverts,
1.45(6) dit que f est continue. On peut aussi conclure avec le lemme de recollement 1.45(7) car
{U,X — U} est une partition en deux fermés. O

Un ensemble discret est le moins connexe possible. Le connexe de base est I'intervalle :

Théoréme 1.68. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Preuve: Rappelons qu'une partie A C R est un intervalle si elle vérifie la propriété :
Va<be A VzeR a<z<b=z€ A

Montrons d’abord qu’une partie connexe est un intervalle. Soit A C R connexe, soit a,b € A tel
que a < b et soit a < z < b. Si z ¢ A alors

A= (AN] — o0, z[) U (AN]z, +0])

est réunion de deux ouverts de A, disjoints, contenant a, b respectivement donc non vides. Contra-
diction donc z € A et A est un intervalle.
Montrons qu'un intervalle est connexe. Soit A C R un intervalle (non vide) et f : A—{0,1}
continue. Nous allons montrer que f est constante, ce qui sera conclusif d’apres 1.67(5). Suppo-
sons qu’il existe a < b € A tel que f(a) # f(b); quitte a remplacer f par 1 — f supposons que
f(a) = 0. Soit

J={te€la,b] | f(s)=0, Vs € [a,t]}.

Cet ensemble est non vide car contient a, majoré par b donc admet un borne supérieure
z € [a,b] C A. Par définition de la borne sup il existe (z,) dans J convergeant vers z. Par
continuité de f (cf lemme 1.44) on a donc f(z) = lim f(z,) = 0, donc z < b. Par continuité de
f, f71(0) est ouvert dans A. Comme z < b, on en déduit qu’il existe £ > 0 tel que f = 0 sur
[z, 2+ €] C [a,b], ce qui contredit la définition de z. En conclusion f est constante. O
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Définition 1.69. Soit X un espace topologique, z,y € X deux points. On appelle arc de
x & y toute application continue 7 : [0,1]—X telle que v(0) = = et v(1) = y. On dit que X
est connexe par arc si pour tout z,y € X il existe un arc de x a y.

Proposition 1.70. Soit X un espace topologique. Si X connexe par arc alors X est connexe.

Preuve: Supposons X connexe par arc et utilisons la caractérisation 1.67(5) de la connexité.
Soit f : X—{0,1} continue et soit z,y € X. Puisque X est connexe par arc il existe un arc =y
de = & y. L’application composée f o~ : [0,1]—{0,1} est continue, & valeurs dans {0, 1}, donc
constante puisque [0, 1] est connexe. D’ou f(x) = foy(0) = fovy(1) = f(y). O

Il va de soit qu’un intervalle est connexe par arc car convexe. On peut fabriquer des connexes
et des connexes par arc grace aux résultats suivants :

Proposition 1.71. L'image continue d’'un connexe (resp. connexe par arc) est connexe (resp.
connexe par arc).

Preuve: Faisons le cas de la connexité, la connexité par arc étant un exercice. Soit X connexe,
f: X—=Y continue telle que Y = f(X). Soit g : Y—{0, 1} continue. Alors I’application composée
go f: X—{0,1} est continue, & valeurs dans {0, 1} donc constante par 1.67(5) puisque X est
connexe. Il s’ensuit que g est constante d’ou1 Y est connexe par 1.67. O

Corollaire 1.72 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit X un espace topologique
connexe et f : X—R continue. Si f prend les valeurs y; et yo alors elle prend toutes les va-
leurs intermédiaires.

Preuve: f(X) est connexe dans R, donc c’est un intervalle, qui contient [y, ya]. O

Proposition 1.73. Soit X,Y deux espaces topologiques. Alors X x Y est connexe (resp.
connexe par arc) si et seulement si X et Y sont connexes (resp. connexes par arc).

Preuve: Faisons le cas de la connexité, la connexité par arc étant un exercice. Supposons que
X x Y soit connexe. Puisque les projections 7x : X X Y—=X, (z,y) — z et my : X X Y=Y,
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(z,y) — y sont continues par 1.40, on obtient que X = 7(X x Y') et Y2(X X Y) sont connexes
par 1.71. ]

Proposition 1.74 (Réunion de connexes). Soit X un espace topologique et soient (A;)icr,
A; C X, des sous-espaces connexes (resp. connexes par arcs) de X. Supposons que Vi,j €
I,A;Aj # 0. Alors | J;c; A; est connexe (resp. connexe par arc).

Preuve: Faisons le cas de la connexité, la connexité par arc étant un exercice. On va encore
utiliser 1.67 (5). Soit f : |J;c; Ai—{0,1} continue. Pour chaque i € I, la restriction de f a A;
est continue par 1.45(4), a valeurs dans {0, 1} donc constante puisque A; est connexe. Fixons un
indice ig € I, alors pour tout i € I, puisque A;, N A; # 0, f(A;,) = f(A;). D’ou [ est constante
et (J;c; Ai est connexe O

Cela s’applique en particulier si NjesA; # (). Dans le cas d’une union dénombrable | J, o Ay de
parties connexes, il suffit que A, N A,y1 # () pour tout n pour que 'union soit connexe. En
général, l'intersection de deux connexes n’est pas connexe (prenez deux croissants).

Proposition 1.75 (Adhérence de connexe). Soit A une partie connexe d'un espace topolo-
gique X et B une partie de X telle que A C B C A. Alors B est connexe. En particulier A est
connexe.

Preuve: Soit f: B—{0, 1} continue. La restriction de f & A est continue & valeurs dans {0, 1}
donc constante puisque A est connexe. Soit x € B. Puisque f(x) est un ouvert de {0,1}, par
continuité U = f~1(f(z)) est un voisinage (ouvert) de z. Or x € A donc tout voisinage de x
rencontre A. En particulier UN A # () d’ou f(x) = f(A). Il s’ensuit que f est constante sur B.
On conclut par 1.67. O

EXEMPLE 1.76. Donnons (enfin) un exemple de partie connexe non connexe par arc. Notons A =
{(z,sin(1/x) | 0 < z < 1} C R2. C'est I'image continue par x — (z,sin(1/x)) de ]0, 1[, c’est donc une
partie connexe. On vérifie que A = AU {0} x [—1,1]. Il est donc connexe par 1.75. Par contre A n'est
pas connexe par arc (exercice).

La connexité est une propriété invariante par homéomorphisme. Cela fournit un moyen tres
simple de savoir que deux espaces topologiques ne sont pas homéomorphes : lorsque 'un est
connexe et I'autre pas. Ainsi S' est connexe, comme image continue de [0, 1] par t — €2 mais
n’est pas homéomorphe & [0, 1] (ni & aucun intervalle) : S privé d’un point reste connexe alors
qu'un intervalle privé d’un point non (si on prend le point & 'intérieur). De méme R? n’est pas
homéomorphe & R car R? privé d’un point est connexe (par arc) alors que R privé d'un point ne
I’est pas. Plus généralement R? et R? ne sont homéomorphes que si p = ¢ mais la démonstration
demande des outils plus sophistiqués.
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EXERCICE 1.77. Si A C R™ est dénombrable, n > 2, alors R™ — A est connexe (par arc).

On déduit sans peine de la proposition 1.74 que la relation sur X, Ry si =,y sont dans une
méme partie connexe de X, définit une relation d’équivalence sur X.

Définition 1.78. Soit X un espace topologique et z € X. On appelle composante
connexe de z la classe d'équivalence de = pour la relation "étre dans une méme partie
connexe” .

Proposition 1.79. Soit X un espace topologique et = € X.

(1) La composante connexe C; de x est

C, = U C

C connexe de X,zeC

(2) C, est connexe, fermée et la plus grande partie connexe contenant z.

Preuve: Notons U la réunion des connexes de X contenant x.

(1) Siy € Cy, il existe un connexe C' dans X tel que x,y € C. En particulier, y € C C U, d’ou
C, C U. Réciproquement, si y € U, il existe C' un connexe de X contenant y et x, d’ou y est
équivalent a x et U C C,. Donc C, = U.

(2) Cy est connexe d’apres 1.74, comme union de connexes d’intersection non vide. D’apres 1.75
C, est connexe. Comme z € C,, C, C C, d’ou 'égalité C, = C, et le fait que C, est fermé.
Enfin, si C' C X est connexe et contient z, C' C U = C,. O

Une composante connexe C, avale tous les connexes qu’elle touche : si C', intersecte un connexe
C, alors C; D C. L’espace X est connexe si et seulement si C'; = X. Pour détecter une compo-
sante connexe, on peut utiliser le lemme suivant :

Lemme 1.80. Soit A C X une partie non vide, ouverte, fermée et connexe. Alors A est une
composante connexe de X.

Preuve: Soit z € A, alors A C C, car A est connexe. Réciproquement, C;, N A est non vide,
ouvert et fermé dans C, connexe : il est donc égal a C,.. On a donc C, C A. O

EXEMPLE 1.81. (1) X =0,1[U[2, 3] a deux composantes connexes : [0, 1] et [2, 3[ qui sont ouvertes
et fermées (dans X) et connexes.
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(2) Une composante connexe n'est pas nécessairement ouverte : les composantes connexes de Q sont
les singletons, qui ne sont pas ouverts.

Proposition 1.82. Soit X, Y deux espaces topologiques et f : X —Y une application continue.
(1) Pour tout x € X, f(Cy) C Cp(y).-
(2) Si f est un homémorphisme, f induit une bijection entre les composantes connexes (resp.

cpa) de X et les composantes connexes (resp. cpa) de Y. De plus pour tout z € X la
restriction fic, : C3—Cl(y) est un homéomorphisme.

Preuve: (1) Evident car f(C;) est connexe et contient f(x).
(2) Ona f(Cy) C Cy(y) et, en faisant de méme avec f1,C, C f‘l(Cf(w)) C Oy d'oulégalité. [

Ainsi un bouquet de m droites n’est homéomorphe a un bouquet de n droites que si n = m
(enlever le centre).

On définit de méme une relation d’équivalence associée a la notion de connexité par arc : deux
points x,y sont équivalents s’ils sont contenus dans une partie connexe par arc de X.

Définition 1.83. Soit X un espace topologique et z € X. On appelle composante

connexe par arc de x la classe d'équivalence de x pour la relation "étre dans une méme
partie connexe par arc”.

On montre aisément que la composante connexe par arc de x est la plus grande partie connexe
par arc de X contenant x. Cependant une composante connexe par arc n’est pas fermée en
général. Voir par exemple la partie A de 1.76.

4 Compacité

4.1 Propriété de Borel-Lebesgue

Si X est un ensemble, on dit une famille (A;);er de parties de X est un recouvrement de X (ou
recouvre X) si UjerA; = X. Un sous-recouvrement est une sous-famille (4;);es(avec J C I) qui
recouvre encore X. Si X est un espace topologique, un recouvrement (A;);er est dit ouvert ou
fermé si les A; le sont.

Définition 1.84. On dit qu'un espace topologique X est compact si les conditions suivantes
sont satisfaites :
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(1) X est séparé.

(2) Tout recouvrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fini.

On réfere souvent a (2) en disant simplement : "de tout recouvrement ouvert de X on peut
extraire un sous-recouvrement fini”. Cette notion est parfois appelée propriété de Borel-Lebesque.
Certains auteurs, notamment anglo-saxons, appellent compacts les espaces qui vérifient ’axiome
(2) seul. Pour nous les espaces compacts seront séparés. Par passage au complémentaire, (2)
équivaut a : si (Fj);cs est une famille de fermés telle que N;crF; = 0, alors il existe J C I fini
tel que Nie s F; = 0. Si la famille (F),),en est décroissante (Fy, 11 C Fy,) alors (2) implique qu’il
existe n tel que F,, = ). Par contraposée (2) implique donc :

pour toute suite décroissante (F),),en de fermés non vides, N,enF), est non vide.

Une partie A C X sera compacte si A muni de la topologie induite est compacte. L’assertion
(2) se traduit par : pour toute famille (U;);e; d’ouverts de X tel que A C U;erUs, il existe J C I
fini tel que A C U;esU;. Par abus de langage on pourra appeler U;e;U; un recouvrement ouvert
de A (c’est les U; N A qui forment le recouvrement d’ouverts de A).

Proposition 1.85 (Séparation). (1) Soit X un espace compact et F' C X un fermé, alors
F' est compact.

(2) Soit K une partie compacte dans X un espace séparé. Alors pour tout x € X — K, |l
existe des ouverts U,, U de X contenant z, K respectivement tel que U, N Ux = (). En
particulier K est fermé dans X.

(3) Soit X un espace séparé et K1, Ky deux parties compactes de X tel que K1NKs = (). Alors
il existe deux ouverts Uy, Uy de X, contenant K, K> respectivement, tel que Uy NUy = ().

Preuve: (1) Il est clair que F est séparé, comme partie d'un espace séparé. Soit (U;);cr une
famille d’ouverts de X tel que F' C U;c;U;. En ajoutant X — F' & la famille (U;) on obtient un
recouvrement ouvert de X, dont on extrait un sous-recouvrement fini, de la forme (U;);cs, J C I
fini, plus éventuellement X — F'. Alors (U;);ecs est un sous-recouvrement fini de F.

(2) Soit x € X — K. Puisque X est séparé, pour chaque a € K il existe un ouvert U, de X
contenant x et un ouvert U, de X contenant x tel que U, N U,, = (. La famille (U,)qcx est
un recouvrement ouvert de K. Par compacité de K, il existe a1, ...,a, € K tel que (Uy,)i=1,..n
recouvre encore K. Posons U, = mi:l,..,nUyaia c’est un ouvert de X car 'intersection est finie,
contenant x. De plus U, NU,, = () pour chaque i = 1,..n. On prend alors Uy = Ui=1,..nUaq,;, c’est
un ouvert de X contenant K et U,NUg = (). En particulier, U, C X —K et X — K = Uzex_x U,
est un ouvert de X, d’ou K est fermé dans X.

(3) Pour chaque z € Kj, il existe d’apres (2) un ouvert U, C X contenant x et un ouvert
Uk,» C X contenant Ky tel que U, N Uk,, = 0. Du recouvrement ouvert (U),ex, de Kq on
prend un sous-recouvrement fini {Us,, ..., Uy, }. Onpose Uy = Uj=1_ nUy, et Uz = Ni=1,_ nUk,z,-
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Alors U; et Uy sont ouverts, K1 C Uy, Ko C Us et Uy NU; = 0. O

Proposition 1.86. Soit X un espace compact, Y un espace séparé et f : X—Y continue.
Alors f(X) est compact.

Preuve: f(X) est séparé comme partie d’'un espace séparé. Soit (U;);er une famille d’ouverts de
Y telle que f(X) C U;erU;. Puisque f est continue, chaque f~1(U;) est ouvert et (f~1(U;))ier
est un recouvrement ouvert de X. On extrait un sous-recouvrement fini (f~1(U;))ics, J C X.
Alors (U;)ie recouvre encore f(X). O

Corollaire 1.87. Soit X un espace compact, Y un espace séparé et f : X—Y continue,
bijective. Alors f est un homéomorphisme.

Preuve: D’apres 1.48, il suffit de montrer que f est fermée. Or soit F' un fermé de X, alors F
est compact par 1.85(1), donc f(F') est compact par 1.86, puis fermé par 1.85(2). O

Proposition 1.88. Soit X et Y deux espaces topologiques. Alors

X XY est compact <= X et Y sont compacts

Preuve: X XY est séparé <= X et Y sont séparés par 1.36. Etudions maintenant la compacité.
Si X x Y est compact, alors X et Y sont compacts d’apres 1.86 comme image continue par les
projections sur le premier et le second facteur. Réciproquement, supposons X et Y compacts.
Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de X x Y. Pour chaque y € Y, application ¢x : x — (z,y)
est continue de X dans X x Y (c’est méme un plongement). Alors (¢5' (U;))ier est un recouvre-
ment ouvert de X, dont on extrait un sous-recouvrement fini (¢ (U;))ie J,» Jy C I fini. D’autre
part Ty : X x Y étant ouverte, Vj, := N;ey,U; est ouvert de Y contenant y. Par compacité de
Y, on peut extraire un recouvrement fini V,,,...,V,,. Posons J = Jy,, U... U J,,. Alors (U;)ics
est un sous-recouvrement fini de X x Y. O

4.2 Compacité dans les espaces métriques

Dans les espaces métriques, on peut caractériser beaucoup de propriétés topologiques a ’aide de
suites. Si x : N—X est une suite, on appelle suite extraite ou sous-suite de x, x o ¢ ot ¢ : N—»N
est strictement croissante. Se donner ¢ revient a se donner une partie J C N infinie, que I'on
parcourt dans l'ordre strictement croissant (J = ¢(N)). On note souvent (z4(,)) la sous-suite.
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Théoréme 1.89. Soit (E,d) un espace métrique. Sont équivalents :
(1) E est compact.
(2) Tout ensemble infini dans E' a un point d’accumulation.
(

3) Toute suite de E' admet une sous-suite convergente.

Preuve: (1) = (2) Supposons E compact, nous allons montrer qu'une partie A C E sans point
d’accumulation est finie. Soit A C E sans point d’accumulation. D’apreés 1.28(1) A = A est alors
fermé. Pour chaque a € A, il existe un voisinage U, de a dont 'intersection avec A est réduite a
a. L’espace E est recouvert par 'ouvert £ — A et les ouverts U, ; par compacité de E il existe
un sous-recouvrement fini. Comme X — A est disjoint de A et que chaque U, ne contient qu’un
point de A, A est fini.

(2) = (3) Soit (xy,) une suite de E. Posons A = {x,, | n € N}. Si A est fini, il existe un entier ng
tel que J = {n € N | &, = z,,,} est infini. La sous-suite correspondante converge trivialement
car constante. Supposons A infini et soit a € A’ un point d’accumulation existant par hypothese.
Par définition de A’, pour tout € > 0, B(a,e) — {a} intersecte A. De plus I'intersection est infinie
car sinon on pourrait trouver ¢ > 0 assez petit tel que B(a,&’) — {a} soit disjoint de A (en
prenant pour ¢’ la distance de a au point de AN (B(a,e) — {a}) le plus proche). On définit une
sous-suite (z4(n)) de (7y,) telle que x4,y € B(a, 1) (pour n € N*) comme suit. Il est clair que
(x¢(n)) convergera vers a puisque pour tout voisinage V' de a, B(a, %) C V pour n assez grand.
On choisit ¢(0) € N tel que z4) € B(a,1). Supposons que ¢(0) < ¢(1) < ... < @(n) sont
définis, on choisit alors ¢(n + 1) comme un entier k > ¢(n) tel que =y € B(a, %H

(3) = (1) C’est plus difficile. Nous commengons par montrer que tout recouvrement ouvert
(Ui)ier de E admet un nombre de Lebesgue, c’est-a-dire € > 0 tel que

Ve e E,Ji € I, B(z,e) C U;.

Lemme 1.90. Soit (E,d) un espace métrique telle que toute suite admette une sous suite
convergente. Alors tout recouvrement ouvert de £ admet un nombre de Lebesgue.

Preuve: Par contradiction. Soit (U;) un recouvrement ouvert de E. S’il n’a pas de nombre de
Lebesgue, pour tout n € N, il existe x,, € E tel que B(z, %) ¢ U;, Vi. Par hypothese il existe
r € E et une sous-suite (74(,)) convergeant vers z. Il existe g € I tel que x € Uj,. Soit & > 0 tel
que B(z,e) C Uy,. Alors pour n assez grand B(z4(y), ﬁ) C B(z,e) C Uj,, ce qui est contraire
a la définition de (z,). O

On montre maintenant qu’on peut recouvrir £ par un nombre fini de boules de rayon donné,
propriété que 'on appelle la précompacité.

Lemme 1.91. Soit (E,d) un espace métrique telle que toute suite admette une sous suite
convergente. Pour tout € > 0, il existe z1,21,...,xn € E tel que E = U;j=1, nB(x;,¢).
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Preuve: Fixons ¢ > 0. Prenons z; € E. Si E = B(x1,¢), c’est fini. Sinon il existe zy €
E — B(x1,¢). Si E = B(x1,e) N B(x2,¢) c’est fini. Sinon on prend x3 ¢ B(x1,e) N B(x2,¢) et on
itere. Si la construction ne s’arrete pas, on obtient une suite (z,,) de E telle que d(x;,x;) > 2¢
pour tout ¢ # j. Cette suite ne peut avoir de sous-suite convergente. La construction s’arréte
donc sur un entier N. O

On conclut maintenant la preuve du théoreme 1.89. Soit (U;) un recouvrement ouvert de E, soit
€ un nombre de Lebesgue donné par 1.90. Soit x1,...,xy € E donné par 1.91 appliqué pour le
nombre de Lebesgue e. Chaque B(xyg,¢) est contenu dans un certain U;, , pour k € {1,..., N}.

Les B(xy,€) recouvrant E, il en est de méme des U, , qui sont le sous-recouvrement fini attendu.

O

Remarque 1.92. (1) = (2) dans un espace topologique (la preuve au dessus marche). Par
contre entre (1) et (3) il n’y a pas de relation vraie en toute généralité. On appelle séquentiellement
compacts les espaces vérifiant (3).

Lemme 1.93. Soit (E,d) un espace métrique, soit A une partie de E. Si A est compacte,
alors A est fermée et bornée.

Preuve: Soit A C E compacte. Un espace métrique est séparé, donc A est fermé par 1.85(2).
Fixons z € E. Si A n’est pas borné, pour tout n € N*, A ¢ B(x,n). On peut alors construire
une suite (z,) de A telle que d(z,z,) tende vers +o0o quand n—o0o0. Une telle suite n’a pas de
sous-suite convergente car une suite convergente est bornée. O

Corollaire 1.94. Soit X est un espace topologique compact et f : X—R continue. Alors f
est bornée et atteind ses bornes.

Preuve: On sait que f(X) est compact par 1.86, il est donc fermé borné dans R par 1.93. Soit
M =sup f(X) € f(X) = f(X) et m = inf f(X)f(X) = f(X). Il existe donc a,b € E tel que
fla) =met f(b) =M. O

Théoréme 1.95. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors les compacts
de E sont les fermés bornés.

Preuve: Les compacts sont fermés bornés par 1.93, il reste a voir que les fermés bornés sont
compacts. On utilise le fait que sur un espace vectoriel de dimension finie, les normes sont
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équivalentes. On peut donc travailler dans RP muni de ||z|| = max{|z;|}. Commencons par trai-
ter le cas des intervalles [a,b] de R. Soit (z,,) une suite de [a,b]. Montrons qu’elle admet une
sous-suite convergente. On définit une suite décroissante d’intervalles [an, b,| comme suit. On
choisit [a1,b1] comme une des deux moitiés de 'intervalle [a, b] tel que {n € N | z,, € [a1,b1]} est
infini. [ag, by] comme une des deux moitiés de l'intervalle [a1, b1] tel que {n € N | z,, € [ag, ba]}
est infini. On itere. Clairement b, — a,—0 et il existe x = lima,, = limb,, par le fait qu'une
suite croissante majorée converge. On a que pour tout ¢ > 0, {n € N | z,, € B(x,¢)} est infini.
De cela on déduit qu’une sous-suite de (x,) converge vers z (méme argument que dans la preuve
de 1.89 (2) = (3).)

Montrons maintenant quun cube [a, b]P est compact dans RP. Soit = : n + (x'(n),...,zP(n))
une suite de [a, b]P. Puisque [a, b] est compact, on peut trouver ¢; : N—N strictement croissante
telle que 2! 0 ¢; converge. De méme, on peut trouver ¢, : N—N telle que la sous-suite 22 0 ¢ 0 ¢
de z? o ¢ converge. On définit de méme ¢s, .. ., op telle que x' o ¢y 0...0¢; converge. On pose
alors ¢ = ¢10...0¢,. Alors x o ¢ converge. Pour conclure il suffit de dire que tout fermé borné
de RP est inclus dans un cube [a, b]P assez gros, et donc compact car fermé dans un compact. [

Remarque 1.96. En fait la compacité des fermés bornés, ou de maniere équivalente de la
boule unité fermée, caractérise parmi les EVN ceux de dimension finie : c’est le théoreme de
Riesz.

4.3 Caractérisations séquentielles

Pour terminer, quelques caractérisations séquentielles de propriétés topologiques, vraies dans un
espace métrique :

Lemme 1.97. Soit A une partie d'un espace métrique (E,d) et x € A. Si x € A il existe une
suite de A convergeant vers x.

Preuve: Soit # € A. Pour tout n € N*, B(x, %) N A est non vide, on peut donc choisir un
élément x,, € B(x,2) N A. La suite (z,) converge alors vers z. O

Lemme 1.98. Soit f : (E,d)—Y une application continue et € E. Supposons que pour
toute suite (x,,) de E convergeant vers z, (f(x,) converge vers f(x). Alors f est continue en z.

Preuve: Montrons la contraposée : si f n’est pas continue en z, il existe une suite (x,) de E
convergeant vers z telle que (f(x,) ne converge pas vers f(z). Par hypothese il existe un voi-
sinage V de f(x) tel que f~1(V) n’est pas un voisinage de x. En particulier pour tout ¢ > 0,
B(z,e) ¢ f~(V). En faisant € = 1, cela donne un point z,, € B(z, 1) tel que f(z,) ¢ V. La
suite (z,) converge vers = et (f(x,)) ne converge pas vers f(z). O
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Remarque 1.99. Le point clé dans les deux arguments ci-dessus est d’avoir une famille
décroissantes (V},)nen de voisinages du point considéré x, telle que tout voisinage W de x
contienne V,, pour tout n assez grand. Cela assure que la suite construite converge bien vers
x. Dans un espace métrique on peut prendre V,, = B(x, %) Dans un espace topologique quel-
conque, on ne sait pas a priori si V,,, et donc z,, va rentrer dans un voisinage W donné. Ce sera
le cas si X a la propriété que x admet une base dénombrable de voisinages : (Vy,)nen voisinages
de z telle que pour tout voisinage W de x, x € V,, C W pour un entier n (on peut alors se
ramener & une famille décroissante en considérant V3 N ... N V,). Clest a fortiori le cas si la
topologie elle-meéme admet une base dénombrable.
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Chapitre 2 : variétés

1 Variétés topologiques de dimension m

Définition 2.1. Soit m € N. Une variété topologique de dimension m est un espace
topologique localement homéomorphe a R™, i.e. tout x € M admet un voisinage ouvert U, et
¢y Uy—V C R™ un homéomorphisme, V ouvert de R™. Le couple (U, ¢,) (U, voisinage
ouvert de x € M, ¢, : U,—V homéomorphisme) est appelé une carte (locale au voisinage de

Pour aller plus vite on pourra dire que M est une m-variété. On dira que M est une variété s’il
existe m € N tel que M est une m-variété.

EXEMPLE 2.2. (1) R™, tout ouvert U de R" (id : U—U est une carte)

(2) Toute sous-variété de dimension m de R™ : les cartes sont les réciproques des paramétrisations.
¢r = Lol : V C R™—R"™ est une immersion et un homéomorphisme de V sur (V) =
MNU =U,, U ouvert de R™.

(3) La partie de R?, M =] — 1,1[x{0} U {0} x]0, 1[ munie de la topologie induite n'est pas une 1-
variété : un voisinage de 0 ne peut étre homéomorphe a un ouvert de R car sinon il existerai un
voisinage épointé de 0 homéomorphe a un segment épointé. C'est absurde car le voisinage épointé
a 3 composantes connexes.

Si M est connexe, il n’est pas nécessaire de requérir que M soit localement homéomorphe a R™,
m fixé, pour que M soit une m-variété : si chaque point x € M admet un voisinage homéomorphe
a un ouvert de R™, o m = m(x) € N, nécessairement m(x) est constant sur M. Cela découle
du théoreme suivant, dont il n’y a pas de preuve simple (sans introduire de nouveaux outils)

33



Chapitre 2 : variétés 1. Variétés topologiques de dimension m

Théoréme 2.3 (Théoreme d’invariance du domaine de Brouwer). Soit U un ouvert de R"
et f : U—R" continue et injective, alors V' = f(U) est ouvert et f est un homéomorphisme entre
U et V. En particulier R™ est homéomorphe a R™ si et seulement si n = m.

(la derniere assertion du théoreme vient de ce que Uinclusion i : R™ x {0} C R™ est continue
et injective, si n < m, mais d’image clairement pas un ouvert. S’il existait un homéomorphisme
f: R™—R" alors i o fR™—R"™ continue injective contredirait le thm). Si 2 cartes (U, ¢5) et
(Uy, ¢y) sont telles que U, N Uy # 0, le théoreme implique que m(x) = m(y). Il s’ensuit que m
est localement constante donc continue. Comme elle est & valeur dans N discret, m est constante
sur M connexe. On appelle m la dimension topologique de la variété. Il s’ensuit également que la
dimension topologique d’un espace topologique est un invariant : si deux variétés topologiques
M, N sont homéomorphes, elles ont la méme dimension.

Définition 2.4. Etant donné 2 cartes (U, ¢) et (Uy, ¢y) d'une m-variété M, on appelle
changement de cartes |'application

¢y o (ZS:ZI 2 G (Up N Uy) =y (b N Uy).

C'est un homéomorphisme entre ouverts de R™.

Les ensembles ¢, (U,NU,) et ¢, (¢NU,) sont deux ouverts de R™ et ¢, 0¢; 1 est un homéomorphisme
entre ces deux ouverts. Pour alléger les écritures on pourra noter Uy, = U, N U, = Uy, et

by = ¢yo ¢zt = (08) 7" 2 u(Usy)—y(Usy)-

EXEMPLE 2.5. La sous-variété S™ C R"*! (donc une variété) peut-étre recouverte par deux cartes.
Notons N = (0,...,0,1) le pdle nord et S = (0,...,0,—1) le pole sud, posons

Uy =S"\{N}, etUs=5"\{S}.

On appelle projections stéréographique de péle Nord 4,, (resp. de pdle Sud ig), I'application de Uy (resp.
Ug) dans R™ x {0} qui a € Un (resp. z € Ug) associe |'intersection de la droite (Nz) (resp. (Sz))
avec I'hyperplan R x {0}. Soit

(1., Zn) is(z) = (1., Zn)

iN xTr) = y
( ) 1- Tn41 1+ LTn+1

Ce sont des homéomorphismes de réciproques

(Y1, - 2Un, |y — 1) ,,1(y) _ (2y1, - 2Un, —lylI* + 1).

—1
iy (y) = i
N yll? +1 s yll? + 1

Le changement des cartes igoiy' est un homéomorphisme de (R™ x {0})\ {0} dans lui-méme d’équation

y
Y s
lyll?
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On peut également munir un ensemble (sans topologie a priori) d’une structure de variété en se
donnant pour cartes seulement des bijections, du moment que leurs images soient des ouverts
et les changements de cartes des homéomorphismes. Plus précisément :

Définition 2.6. Soit M un ensemble. On appelle C?-atlas (atlas de classe C”) de dimension
m de M une famille A = (U;, ¢;)ics de “cartes” telle que

(1) U, CMetM= UiEI Ui,
(2) ¢i : U;—V; C R™ est une bijection, V; = ¢;(U;) est un ouvert de R™ ainsi que les
¢i(Uij).

(3) Les changements de cartes qﬁé» : $i(Uij)—=¢;(U;j) sont des homéomorphismes.

Remarque 2.7. l'atlas est dit de classe C* si les qﬁé- sont des C*-difféomorphismes.

Proposition 2.8. Soit A un C%-atlas de dimension m d'un ensemble M. Soit T4 |'ensemble
des U C M tel que ¢;(U NU;) est ouvert dans R™ pour tout (U;, ¢;) € A. Alors T4 est une
topologie sur M qui en fait une m-variété, les éléments de A devenant ses cartes au sens de la
définition 2.1. En particulier les U; sont ouverts.

Remarque 2.9. Il pourrait sembler plus simple de décreter que les U; forment une base de
topologie mais ca ne marche pas car U; N U; ne contient pas le domaine d’une carte de I’atlas A
a priori. Bien sfir, on s’arranger pour que U; N U; devienne un domaine de carte en restreignant
¢; & U; N U; mais dans ce cas on change A. Cette stratégie marchera si 'atlas est mazimal (cf
plus loin).

Preuve: On vérifie les axiomes d’une topologie. Notons que les U; sont dans 74 par I'axiome
(2) d’un atlas. Puisque U; = M NU; (M = U;U; par (axiome (1)), M est un ouvert. Il est clair
que () est ouvert.

Soit (Vy)aer une famille d’éléments de T4. Alors, pour (U;, ¢;) € A,

¢i((Ua€IVoz) N Uz) = ¢i(Ua€I(Va N Uz) = Uael¢i(Va N Uz)

est ouvert dans R™ comme réunion d’ouverts de R™ (car V, € T A).
Soit Vi, Vg € T4 alors

di(VanVenUi) = ¢i(VaNU;) N (VaNU;) = ¢i(Va NU;) N @i (Ve N U;)

est ouvert dans R™ comme intersection de deux ouverts. Il reste a voir que ¢; : U;—V; = ¢;(U;)
est un homéomorphisme. Soit U un ouvert de U; (alors U ouvert de M), alors ¢;(U) = ¢;(UNU;)
est ouvert dans R™ par définition de 74 donc ¢; est ouverte. Soit V un ouvert de V; (donc de R™).
Alors ¢; 1(V) est ouvert dans M si ¢;(¢; (V)NU;) est ouvert dans R™, pour tout (Uj, ¢;) € A.
Or,

(7 (V) NU;) = ¢5(V N ¢i(Usy)
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est ouvert car le changement de carte ¢} est un homéomorphisme sur son ensemble de définition

O]

EXEMPLE 2.10 (Espace projectif réel).  Soit
PYR) = {ax + by =0 (a,b) € R*\ {(0,0)}}

I'ensemble des droites de R? passant par 0. Il n’y a pas de topologie & priori.

Posons Uy = { droites non verticales }, ¢ : Up—R, {y = fgx} — 72 la pente (bijection).

Posons U; = { droites non horizontales }, ¢1 : U1 =R, {z = —¢y} — —¢ l'autre “pente” (bijection).
Alors ¢o(Up) = R = ¢1(Un) et ¢o(UgNUy) = R* = ¢ (UyNU7) sont ouverts dans R et ¢1 06y ' (z) = L
est un homéomorphisme de R* dans lui méme. Il s'ensuit que {(Uo, ¢o), (U1, ¢1)} est un CC-atlas de
PL(R). On verra plus loin que P*(R) est homéomorphe 3 S*.

EXERCICE 2.11 (A faire en TD). (1) Montrer que I'ensemble des droites affines {ax + by + ¢ = 0}
a une structure de 2-variété.

(2) Donner un C%-atlas de P*(R) = { droites vectorielles de R"*1} en s'inspirant de la construction
ci-dessus (c'est une n-variété).

Remarque 2.12. On revient sur 'exemple 2.2(3) : M =|—1, 1[x{0}U{0}x]0, 1[. Cet ensemble
a une structure de 1-variété pour une certaine topologie. En effet on prend Uy =] — 1,1[x{0}
avec ¢o(t,0) =t et Uy = {0} x]0,1[ avec ¢1(0,t) = t. Alors ¢o(Up) =] — 1, 1| et ¢1(U1) =0, 1]
sont ouverts dans R. Comme UyNU; = (), le reste des axiomes pour que A = {(Uy, ¢o), (U1, ¢1)}
soit un atlas est trivialement vérifié! La topologie de 1-variété n’est pas la topologie induite
par celle de R?. En fait (M, T4) est homéomorphe & I'union disjointe de deux segments : M ~
| —1,1[]]]0, 1 (n’est pas connexe).

Cela améne aux questions suivantes :
- En quoi la topologie de variété dépend de ’atlas?

- Si M a déja une topologie, quand coincide t’elle avec une topologie de variété ?

1.1 Atlas compatibles, Atlas maximal

Définition 2.13. Soit A un C%atlas d'une m-variété M et (U, ¢) telle que U est une partie
de M et ¢ : U=V C R™ est une bijection, ¢(U) = V étant un ouvert de R™. On dit que
(U, ¢) est compatible avec A si leur réunion AU {(U, ¢)} est encore un C?-atlas de M. On
dit que deux atlas A,B de M sont compatibles si leur réunion AU B est encore un atlas de M.

Dire que (U, ¢) est compatible avec A revient a dire que les ¢(U N ¢;) et les ¢;(U N ¢;) sont
ouverts, et que les changements de cartes ¢ o qﬁi_l et ¢; 09! sont des homéomorphismes sur leur
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ensembles de définition. Deux atlas sont compatibles si toute carte de I'un est compatible avec
les cartes de l'autre.

Lemme 2.14. Etre compatible définit une relation d’équivalence sur I'ensemble des C-atlas
de dimension m de M.

Preuve: Il y a a vérifier la transitivité. Soit A, B, C trois atlas avec A ~ B et B ~ C. Soit
(Ua, ¢a), (Ue, ¢c) cartes de A, C respectivement. Montrons que ¢,(U, NU,.) est ouvert dans R™.
On a

¢a(Ua N UC) = ¢a(Ua N (UbUb) N UC) = ¢Q(Ua N Ub(Ub N UC)) = Ub¢a(Ua NU,N Uc)
On sait que ¢o(U, NUy) et ¢p(Up N U,) sont ouverts dans R™. On écrit

Ga(Ua NUyNU,) = ¢o(Ug NUp) N ¢o(Up NU)
= a(Ua NUp) N g 0 ¢;1 o ¢p(Up N U.)

et comme ¢, o gbgl est un homéomorphisme entre ouverts de R™ on obtient que on obtient que
¢a(Us NU, NU,) est ouvert. D’ou ¢, (U, N U, est ouvert dans ,m comme union d’ouverts.

Ensuite, pour montrer que les ¢4 0 ¢, ' i ¢¢(Use)—a(Uqe) sont des homéomorphismes, il suffit
de voir qu’en restreignant aux ¢.(Ug.), leur restriction est continue (on applique alors 1.45(6).
Or ¢pg0 ;' = g 0 d)b_l o ¢y 0 ¢! est alors continue comme composée d’applications continues
(en passant par ¢p(Ugpe))- O

On va montrer que si deux atlas A, B de M sont compatibles, alors 74 = 7g. En fait on va
montrer un peu plus.

Définition 2.15. On dit qu'un C%-atlas de M est maximal s'il contient tous les atlas de
sa classe d'équivalence.

On prend la réunion de tous les atlas de la classe d’équivalence : c’est un atlas maximal.

Théoréme 2.16. Soit M = {(U;, ¢;)} un C-atlas maximal de dimension m de M. Alors
(1) B ={U;} est la base d'une topologie T sur M, qui en fait une variété topologique.
(2) Pour tout atlas A C M, Ty =T.

On appelle canonique la topologie ainsi produite sur M.

Preuve:
(1) Montrer que B est une base de topologie. Puisque M est un atlas, M = U;U; donc tout
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x € M est contenu dans un U;. Montrons que B est stable par intersection finie, ce qui montrera
le deuxieme axiome de 1.7. Soit (U;, ¢;) et (Uj, ¢;) deux cartes de M, montrons que U;; = U;NU;
est aussi le domaine d'une carte de M. Posons ¢;; = ¢i|Uij‘ Alors ¢;;(Ui;) = ¢i(U;j) est un
ouvert de R™ puisque M est un atlas. Montrons que (U;j, ¢i;) est compatible avec toute carte

(Uk,¢k) € M.Ona
¢ij (Ui N UL) = ¢i(Uir N Usj) = ¢i(Uir) N 93(Usj)

est une réunion d’ouverts de R™ puisque les cartes en ¢, j, k sont compatibles. On montre de
méme que ¢ (U;; NUy) est un ouvert de R™. Maintenant, avec les conventions évidentes :

¢k 0 b5+ ¢i(Uigr)—=br(Uijk)

est une restriction de ’homéomorphisme gbkoqﬁi_l : ¢i(Uir) = ¢ (Uix ), donc est un homéomorphisme.
Il reste a voir que les ¢; : U;—V; = ¢;(U;) sont des homéomorphismes. Cela suivra du lemme
suivant, qui montrera aussi (2) :

Lemme 2.17. Soit A C M un atlas. Alors

U ouvert de (M, T) < ¢o(UNU,) ouvert de R™,V(U,, ¢,) € A.

Preuve:

= Soit U € T et (Ug, ¢a) € A une carte. Il faut montrer que ¢,(U N U,) est ouvert dans R™.
Soit y € ¢ (UNU,) et x € UNU, tel que y = ¢o(x). On cherche O un ouvert de R™ tel que
o(x) € O C ¢ (UNU,). Puisque les domaines de cartes de M sont une base de la topologie T il
existe (Us, ;) € Mtel que x € U; C U. Alors x € U;NU, et ¢(x) € O = ¢ (U;NU,) C ¢ (UNU,,)
est Pouvert de R cherché (rappelons que (Uj, ¢;) est compatible avec A).

< Soit U C M tel que ¢o(U NU,) est ouvert dans R™ pour toute carte (U,, ¢q) € A. On veut
montrer que U € T. Il suffit de trouver une carte (O, ¢) € M telle que z € O C U (puisque
les domaines de cartes de M sont une base de la topologie T'). Puisque A est un atlas, il existe
(Ua, ¢a) € A tel que z € U,. Posons O = UNU, et ¢ = ¢ajo- Clairement z € O C U, il suffit
donc de prouver que (O, ¢) est une carte de M. Puisque M est une classe d’équivalence, il suffit
de montrer que (O, ¢) est compatible avec A. Déja, ¢(O) = ¢4(U N Uy, ) est un ouvert de R™
par hypothese. Soit (U, ¢p) € A une carte. Alors

d)(O N Ub) = ¢a(U NU,N Ub) = ¢a(U N Ua) N ¢a(Ua N Ub)
est un ouvert de R™. De méme pour ¢,(O NU,). Le changement de cartes
pogyt: dp(0ONU)—d(0NTy)

est un homéomorphisme comme restriction de ’lhoméomorphisme ¢, o qﬁb_l. Ceci démontre que
(O, ¢) est compatible avec A, et donc (O, ¢) € M. On conclut que U € T. O
Cela termine la preuve du théoréme. ]
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Remarque 2.18. Si (M, U) est un espace topologique, et une m-variété de topologie canonique
T,alorsUd =T si

- les domaines de cartes U; sont des ouverts de U, (= T C U)
- Les ¢; : Ui—¢i(U;) C R™ sont des homéomorphismes pour la topologie U sur M.

Cela n’empéche pas un ensemble (sans topologie) d’avoir plusieurs structures de variétés.

1.2 Propriétés des variétés topologiques

On liste quelques propriétés évidentes :

Proposition 2.19. Soit M une variété topologique.

(1) M est localement connexe par arc (tout point admet une base de voisinages connexes par
arc),

(2) M est localement compacte (tout point admet un voisinage compact),

(3) M est localement séparée (tout point admet un voisinage séparé).

En particulier si M est connexe, elle est connexe par arc. Cependant M (méme connexe) n’est
pas nécessairement séparée.

EXEMPLE 2.20 (La droite a deux origines). Soit M = R* U {a, b}, de topologie engendrée par
B = { ouverts de R*} U{] —¢,¢e[U{a} | e > 0} U{] — &, e[U{b} | € > 0}.

Cette topologie est connexe mais n'est pas séparée car tout voisinage de a intersecte tout voisinage de b.
Cependant M est une variété topologique de dimension 1, avec 2 cartes U, = R*U{a} et U, = R*U{b}
homéomorphes a R (on envoie R* sur R* par l'identité et a, resp. b, sur 0).

La méme construction appliquée & S privée d'un point donne une 1-variété qui vérifie la propriété de
compacité (axiome (2) de la définition 1.84) mais n'est pas compact car pas séparé.

On dira qu'un C%-atlas est séparé s’il induit une topologie séparée. Toutes les variétés que nous
considererons par la suite le seront.

Définition 2.21. On dit qu'un espace topologique est a base dénombrable s'il admet B
une base de sa topologie, B dénombrable.

EXERCICE 2.22. Montrer que si M est une variété compacte, elle est a base dénombrable.
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Théoréme 2.23 (Théoreme de plongement de Withney). Soit M une m-variété topologique
séparée a base dénombrable. Alors il existe ¢ : M—R?>™*! un plongement. En particulier M est
métrisable.

Autrement dit toute variété (raisonnable) est une sous-variété. On admettra la preuve de ce
théoreme.

A PARTIR DE MAINTENANT TOUTES LES VARIETES SERONT SUPPOSEES SEPAREES
A BASE DENOMBRABLE.

On ne sera donc pas embété avec les pathologies sur les criteres séquentiels, entre autres. Vérifions
que nos variétés favorites en font partie. La sphere S™ est évidement connexe, compacte. Il en
est de méme pour l'espace projectif P"(R). Notons T : S™—S™ I’application antipodie, définie
par T'(x) = —z, pour tout x € S™.

Lemme 2.24. L'espace projectif P"(IR) est une n-variété connexe et compacte, homéomorphe
a S™/T (muni de la topologie quotient).

Preuve: Rappelons que P"(R) = {droites vectorielles de R"*1}. 11 est muni d'une structure

de n-variété grace a l'atlas de m + 1 cartes suivant. Pour ¢ € {1,...,n + 1}, posons U; =
{droites vectorielles non L & e;}. Les U; recouvrent P"(R). Chaque droite D € Uj; intersecte

le plan affine E; := {(x1,...,Zp4+1) | z; = 1} en un point exactement, qui est donc de la forme
(1, i1, L, it1, . .., Tpy1). On définit alors ¢; : U;—R™ par ¢;(D) = (21, ..., Tie1, Tit1, - -+ Tnt1)-
En fait, si D = R(A1,..., A\pt1) avec A; # 0, on a

A Aicl it An
(b(D):()\av \ ) )\+77)\>

Ona ¢;(U;NU;) = {(x1,...,xi—1,1,Tiq1, ..., Zns1) | £ # 0}, c’est donc un ouvert de R™. Enfin

G0t (Y1, -+ yn) = G (R(y1s - Yimt, L, yit1, - -

gy

o) = (y1 Yi-1 1 yin Yi-1 Yj+1 yn+1>
yJIN - PR ) ) AR )
Yj Yi Y Y Yi Y5 Yj

est un homéomorphisme.

Notons p : S"—S"/T la projection au quotient. Elle est continue par définition de la topologie
quotient. Il s’ensuit que S™/T est connexe comme image continue d’un connexe. Pour voir
que S™/T est compact, il suffit de montrer que 'espace est séparé, car il est alors compact
comme image continue d’un compact. Soit z,y € S™ deux points non équivalents, i.e. {x, —z} N
{y,—y} = 0. On cherche 2 ouverts saturés disjoints V,, V}, contenant x,y respectivement. Soit
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Uz, U_z, Uy, U_, quatre ouverts disjoints contenant =, —x, y, —y respectivement (Exercice : dans
X séparé, si xq, ...,z sont distincts, il existe des ouverts disjoints Uy, ..., U tels que x; € U;
pour chaque ). On pose alors V, = (U, NT(U_))UT (U, NT(U—,)) et et V, = (U,NT(U—y))U
T(U, NT(U—y)).

Introduisons I'espace Y = R™*! — {0}, qu’on munit de la relation d’équivalence z ~ y ssi I\ # 0
tel que x = Ay. Notons ¢ : Y=Y/ ~ Dapplication quotient et f : Y —S™ définie par f(x) = ﬁ
L’application po f : Y—S"/T est continue, surjective et po f(z) = po f(y) ssi  ~ y. Il s’ensuit
que p o f passe au quotient en une bijection continue g : Y/ ~ —S™/T. Puisque S™/T est
compact, g est un homéomorphisme.

Montrons maintenant que P"(R) est homéomorphe & Y/ ~. On consideére 'application h :
Y —P"(R) définie h(z) = D, la droite vectorielle passant par x. Clairement h(xz) = h(y) ssi x ~
y. Comme h est surjective, il s’ensuit que h passe au quotient en une bijection h : Y/ ~ —P"(R).
Il reste & voir que h est continue et ouverte pour conclure que h est un homéomorphisme. On teste
ceci dans les cartes (U;, ¢;). Précisément, posons V; = h=1(U;) = {(x1,...,2p41) # 0| 7; # 0}.
Les V; forment un recouvrement ouvert de Y, il suffit donc de voir que la restriction de h a
chaque V; est continue et ouverte. Or puisque ¢; : U;—R™ est un homéomorphisme (pour la
topologie de variété sur P"(R)), il suffit de voir que ¢; o h est continue et ouverte. Or

X1 Ti—1 Ti+1 T,
¢Z'Oh<l'1,...,xn+1>: Ty ey y feee sy T
est manifestement continue. Elle est aussi ouverte car
T Ti—1 Ti+l T
(33‘1,...,1},1+1)*—> T EEEE s gy T4

est un homéomorphisme défini sur V; (On a facilement sa réciproque en multipliant les premieres
coordonnées par la derniere). On conclut avec :
Exercice : f = (f1,..., fr) est ouverte ssi chaque f; est ouverte)

Remarque 2.25. La couple (Id,T) d’homéomorphismes de S™ est naturellement associé au
groupe Z /27 (T? = Id). On reviendra la dessus.

2 Construction de variétés topologiques

2.1 Action de groupes, revétements

Définition 2.26. Soient X,Y deux espace topologiques. On dit qu'une application p : X =Y
est un revétement si

(1) p est surjective, continue
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(2) Pour tout y € Y, il existe un voisinage ouvert V de y dans Y tel que p~ (V) admette
une partition p~H(V) = Uier Ui, ot les U; sont ouverts dans X, telle que p : U;—V est
un homéomorphisme.

EXEMPLE 2.27. p:R—S1, ¢t — (cos(t),sin(t)) est un revétement.

Etant donné un espace topologique X, on note Hom(X) le groupe (pour la loi de composition)
des homéomorphismes de X.

Définition 2.28 (Action de groupes). Soit G un groupe. On dit que G agit (par
homéomorphisme) sur X s'il existe un morphisme p : G—Hom(X). On appelle orbite de
x I'ensemble {p(g)(z) | g € G} C X.

Pour g € G et € X, I'image de z € X par 'homéomorphisme p(g) peut étre notée e p(g)(x),
p(g).x, g(x) ou simplement g.z, voire gz s’il n’y a pas d’ambiguité. Le fait d’avoir un morphisme
dit que (g1.92).¢ = g1.(g2.x) pour tout g1, g2 € G. Le neutre e € G agit par application identité :
e.x = x. On peut noter G(x) lorbite de z.

EXEMPLE 2.29. (1) Le groupe G = (Z,+) agit sur X = R par translation : pour n € Z, p(n) est la
translation  — x + n. C'est bien un morphisme car p(n +n')(x) =x+n+n' = (xr+n)+n' =
p(n) o p(n')(x). L'orbite de x est G(z) = x + Z.
(2) Le groupe G = (Z/27,+) agit sur S™ par |'application antipodie : p([0]) = Id, p([1]) = T. L'orbite
de x est G(z) = {z, —z}.
(3) Le groupe G = (Z/pZ,+) agit sur S* par rotation d'angle 2?”.

Une action de groupe sur X induit une relation d’équivalence sur X dont les classes sont les
orbites : on dit que x ~ 2’ §’il existe g € G tel que z = ga’. C’est une relation d’équivalence
car v = gr' = 2/ = g~ '’ donc 2’ ~ z;si x = gr' et 2’ = g'z” alors x = (gg')x”). On note
X/G Tespace topologique quotient. Si X = M est une m-variété, on peut se demander quelles
contraintes sur l'action de G assurent que M /G soit aussi un m-variété et que p : M—M /G soit
un revétement.

Définition 2.30. On dit que 'action p : G—Hom(X) est totalement discontinue et
séparante si

(1) (séparante) Pour tous z,y € X tel que y ¢ G(z), il existe des voisinages U de z et V
de y tels que pour tout g € G, on ait g(U) NV = 0.

(2) (totalement discontinue) Pour tout = € X, il existe un voisinage U de x tel que pour
tout g€ G, g#e, glU)NU = .
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Remarque 2.31. L’axiome (1) peut étre reformulé comme suit : Pour tous z,y € X tel que
y & G(x), il existe des voisinages U de x et V de y tels que pour tous g, h € G, g(U)Nh(V) = 0.
En effet, g(U)NA(V) =0 < (h"1og)(U)NV = (). Comme g et h sont quelconques, h~! o g est
quelconque. De maniére condensée, G(U) N G(V') = (.

Les exemples (1) et (2) ci-dessus vérifient cette définition, pas I'exemple (3) puisque G(0) = 0
donc (G \ {e})(U) intersecte U pour tout voisinage U de 0.

EXEMPLE 2.32. L'action de G = (Z",+) sur R™, définie par g(z) =z +g¢, ot g = (g1,...,9n) € Z",
est proprement discontinue et séparante. Pour (1) soit z,y € Z™ avec y ¢ G(x). Puisque d(y, G(z)) =
inf{d(y,z | z € G(z)} > 0, on peut trouver ¢ > 0 tel que B(y,e) N G(z) = (. On prend alors
U = B(z,e/2) et V = B(y,e/2). Pour (2) il suffit de prendre U = B(z,1/2).

Théoréme 2.33. Soit M une m-variété, G un groupe agissant de maniére totalement dis-
continue et séparante sur M. Alors |'espace topologique quotient M /G est une m-variété et la
projection p : M—M /G est un revétement. Si M est connexe, M /G est connexe.

Preuve: L’espace M/G est muni de la topologie quotient. Soit [z] = G(z) € M /G, U un voisi-
nage ouvert de z satisfaisant I’axiome (2) de 2.30. Puisque g(U) est disjoint de U pour tout g € G
différent de e, la projection p : U—p(U) C M/G est injective. Elle est continue par définition
de la topologie quotient. Soit U’ C U un ouvert. Alors p~!(p(U’)) = Uyg(U’) est ouvert, ce qui
signifie que p(U’) est un ouvert de M /G et que p est ouverte. Il s’ensuit que p(U)est un ouvert et
que p : U—p(U) est un homéomorphisme. Cela montre que M/G est localement homéomorphe
a R™, puisque U est. De plus p : G(U)—p(U) est un revétement.

Montrons que M /G est séparé. Soit [x] # [y| € M /G, U, un voisinage ouvert de € M, U,
un voisinage ouvert de y € M satisfaisant 'axiome (1) de 2.30. Alors G(U;) et G(U,) sont
deux ouverts saturés disjoints dans M. Il s’ensuit que p(G(U,)) et p(U,) = p(G(U,)) sont deux
ouverts disjoints séparant [x] de [y] (cf 1.61).

Si B est une base dénombrable de M, p(B) en est une de M /G (p est un homéomorphisme local
donc ouverte, les images sont des ouverts). O

Définition 2.34. Soit G agissant sur un espace X. On dit que G agit sans point fixe si
pour tout g € G, g # e, Vxr € X, g(x) # x.

L’antipodie sur S™ et les actions de Z" précédentes sont sans point fixes. Une action totalement
discontinue est sans point fixe.

Corollaire 2.35. Soit G un groupe fini agissant sans point fixe sur une m-variété M. Alors
M /G est une m-variété.
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Preuve: Montrons d’abord que 'axiome (2) de 2.30 est vérifié. Notons G = {e, g1, ..., gk }. Soit
x € M, puisque G agit sans point fixe, les points g = X, ©1 = giz,...,2; = grr sont deux
a deux distincts. Puisque M est séparé, on peut trouver des voisinages ouverts U; de x;, pour
i=0,...,k, deux a deux distincts (construire d’abord des voisinages U;; de x; et Uj; de x; tel
que U;; NUj; = 0, puis prendre pour U; U'intersection des U;; pour j différent de . L’intersection
est finie donc c’est encore un voisinage). Définissons alors Vo = Uy N gy *(U1) N ... N g, ' (Uy),
puis V; = gi(Vp). Ce sont des voisinages de z; contenus dans U;, donc V; NV = 0 si i # j. Ceci
montre que tout g € G différent de e, g(Vp) N Vy = 0.

Pour (1) on considere z,2’ € M tel que 2/ ¢ G(z). Alors G(z) = {xo,21,...,2x} et G(2') =
{z,2],...,2}} et les points sont tous deux & deux distincts. On procede comme au dessus
pour construire des voisinages U; des x; et U! des 2/i“ deux & deux distincts puis on pose
Vo = Nig; H(Us) et V3 = Nig; H(U}). Alors G(Vo) N G(Vg) = 0. O

2.2 Exemples

Construisons quelques exemples de surfaces (i.e. 2-variétés).

EXEMPLE 2.36 (Cylindre). M =Rx]—1,1], G =Z, p(n) = translation : (z,y) — (z + n,y).

EXEMPLE 2.37 (Tore révisité). On a déja vu le tore T = S* x ... x S'. Il est homéomorphe 3 R"/Z"

ou l'action de Z™ est par translation p(ki,...,k,) : @ = (z1,...,2,) — (1 + k1,..., 2, + k). On a
vu que |'action est totalement discontinue et séparante, donc R™/Z" est une n-variété. On montre sans
difficulté que I'application f : R"—=S" x ... x ST =T", (x1,...,2,) — (e*™1, ... €*™¥) passe au

quotient en f : R"™/Z"—T™ un homéomorphisme. Cela montre que R™/Z™ est compact. On peut aussi
dire que R™/Z™ = [0,1]"/Z".

EXERCICE 2.38 (Ruban de Moebius). M = (Rx]—1,1[)/Z (le cylindre), G = Z/27Z. Montrer que p
défini par

p([1]) : (z mod Z,y) — (x+1/2 mod Z, —y)
est un morphisme et que M /G est une variété. Dessinez la.

EXERCICE 2.39 (Bouteille de Klein). M = R?/Z? (le tore T?), G = Z/2Z. Montrer que p défini par
p([1]) : (z mod Z,y mod Z) — ((x +1/2) mod Z,(—y) mod Z)

est un morphisme et que B2 = M /G est une variété, qu'on appelle bouteille de Klein. Dessinez Ia.

2.3 Somme connexe

Soit M, N deux m-variétés. Donnons nous (U, ¢) une carte de M telle que ¢(U) = B(0,1) C R™.
De méme soit (V1) une carte de N telle que ¥(V') = B(0,1) C R™. On pose

Upjp=0¢""(B(0,1/2)) CU, et Vip=1""(B(0,1/2))CV.
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Notons que OU; /o = ¢~ 1(5(0,1/2)) est homéomorphe via 1p~ o ¢ & OV} 5 = ¥~ 1(5(0,1/2)) (ce
sont des m — 1-spheres). On pose

M=M\Uy, e N=N\Vp
et f:0U; ), C M—0V; /2 C N la restriction de ’homéomorphisme 1~ o ¢. On définit alors
W=MusN=M][N)/@~ fx)
I’espace topologique quotient de la somme disjointe M 11 N par la relation d’équivalence iden-
tifiant x € U /5 et f(x) € Vi )s.

On admettra la proposition suivante

Proposition 2.40. (1) W est une m-variété topologique.

(2) Si M et N sont connexes, W est connexe et la classe d’homéomorphie de W' ne dépend
pas des cartes (U, ¢) et (V, ).

Définition 2.41. On appelle somme connexe de M et N et on notera M#N toute variété
homéomorphe a WW.

La proposition suivante est plus facile.

Proposition 2.42. Soit My, M1, Ms des m-variétés connexes. On note = la relation "étre
homéomorphe“.

(1) Mo# My = Mi# My,
(2) (Mo#My)# My = Mo#(M#Mo)
(3) M#S™ = M.

Autrement dit la spheére S™ est le neutre de la somme connexe. Preuve: (1) est évident.

(2) Puisque qu’on a le choix des cartes, on prend (Uy, ¢o), (U1, ¢) définissant Mo# M) et (U7, ¢)),
(Us, ¢2) définissant M;#Ms) tel que Uy N U, = ). C’est alors évident.

(3) 1l suffit de remarquer que S™ \ V} 5 ot Vi C S™ est homéomorphe a une boule ouverte
de R™, est homéomorphe a une boule fermée de R™. Faire la somme connexe de M avec S
consiste a enlever une boule ouverte a M puis a recoller une boule. O

Dans le cas des surfaces, on a comme briques fondamentales compactes, la sphere S = 52, le
tore T = T2, le plan projectif P = P?(R) et la bouteille de Klein B = B?
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Définition 2.43. (1) On appelle tore a g anses et on note T, toute surface
homéomorphe a T#T+# ... #T (g copies, g entier > 2), avec les conventions 77 = T
et Ty = S2.

(2) On appelle plan projectif & g anses et on note P, toute surface homéomorphe a
P#T, (g entier >0, Py = P).

(3) On appelle bouteille de Klein & g anses et on note B, toute surface homéomorphe
a B#T, (g entier > 0, By = B).

Il n’y a rien d’autre :

Théoréme 2.44 (Classification des surfaces compactes). (1) Lessurfaces T, , Py et By»
sont deux a deux homéomorphiquement distinctes (et 7, = Ty, < g1 = g2, de méme
pour Py, et By)

(2) Ce sont, a homéomorphisme pres, les seules surfaces connexes compactes.

Ce théoreme est démontré dans le dernier chapitre. En attendant :

EXERCICE 2.45 (a faire en TD). P#P >~ B

On a vu que, sous certaines conditions, le quotient M—M /G d’une variété M donnait une
variété M /G = Y et un revétement. Inversement, partant d’une variété Y, peut-on toujours
Pécrire comme un quotient Y = X/G, ou X est une variété, plus "simple“ que Y ? Dans les
exemples (S = R/Z, T" = R"/Z", P"(R) = S™/(Z/2Z)), c’est le cas. Une demande raisonable
est de chercher X avec ”le moins d’identifications possibles®, au sens qu’elle n’admet pas de
revétement non trivial (i.e. autre qu’elle méme).

Cette construction existe : 'espace X s’appelle le revétement universel de Y et le groupe G
est, a isomorphisme prés, le groupe fondamental de Y. Le groupe fondamental encode donc de
maniere algébrique les identifications a faire sur X pour obtenir Y. Il est la ”structure® de Y.
La construction du groupe fondamental est traité dans le chapitre suivant.
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1 Homotopies de chemins

On rappelle qu’étant donnés xg, x1 € X un espace topologique, un arc ou un chemin de xg a x
est v : [0,1]—X continu tel que v(0) = g et (1) = ;.

Définition 3.1 (Homotopies de chemins). Deux chemins «, 5 de g a 1 sont homotopes
(a ~ B) s'il existe F': [0,1] x [0,1] =X continu tel que F(-,0) = ~(-), F(-,1) = B(-) et pour
tout s € [0,1], F(0,s) = xo et F'(1,s) = 1. L'application F' est une homotopie entre « et 3.

Lemme 3.2. L'homotopie définit une relation d'équivalence sur |'ensemble des chemins de zq
a X.

Preuve: Si F' est une homotopie entre a et 8, G(+,s) = F(-,1 — s) définit une homotopie de § a
a. Si F est une homotopie entre a et § et G une homotopie entre 3 et v, alors H(-,s) = F(-,2s)
pour s € [0,1/2] et H(-,s) = G(-,2(s — 1/2)) pour s € [1/2,1] définit une homotopie de « &
~. C’est bien une application continue car recollement d’applications continues sur les fermés
[0,1] x [0,1/2] et [0,1] x [1/2,1]. Notons que H(-,1/2) = B(-). O

Définition 3.3 (Opérations sur les chemins). - (Inverse) Si « est un chemin de z( a
x1 on définit le chemin inverse a~! de x1 & ¢ par a1 (t) = a(l — ).

- (Produit) Si « est un chemin de xy a =1 et 5 est un chemin de z1 a x2, on définit le
chemin produit a8 de xg a xo par
[ al2t) te0,1/2]
ohlt) = { B(2(t—1/2)) te1/2,1]
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C’est bien un chemin (continu) car recollement de 2 applications continues sur les fermés [0, 1/2]
et [1/2,1]. Notons que (aB)~! = g~ ta"t.

Lemme 3.4. Les opérations sont compatibles avec la relation d'équivalence :
(1) Sia~ B, alorsa™t ~ 3L

(2) Supposons que le produit afy soit défini. Si ag ~ a1 et Sy ~ B1, alors apfy ~ 1.

Preuve:

(1) Si F est une homotopie entre « et 3, G(t,s) = F(1 —t,s) définit une homotopie de a~! &
gt

(2) Soit F' une homotopie entre g et a; et G une homotopie entre 3y et (1. En particulier
a1(1) = ap(1) = Bo(0) = B1(0) donc ;B est défini. Alors

[ F(2t,5) te[0,1/2]
H(t,s) = { G(2(t—1/2),s) te[1/2,1]

définit une homotopie de By & a1 51. O

On peut donc définir les opérations sur les classes d’équivalence de chemins : [a] ™! = [a7!] et

[[B] = [af].

Lemme 3.5. Le produit est associatif sur les classes d'équivalence de chemins, soit

(aB)y ~ a(By).
Preuve: On pose
7(:h) 0<t< =t
H(t,s)=4{ BAt—s—1) =l<p<siz
Wimt—=2) =P <<l
qui réalise une homotopie entre (af)y et a(57). O

EXERCICE 3.6. Soit v un chemin de z a y, soit t; €]0, 1] quelconque et z1 = ~y(¢1). Reparamétrer de
maniere afffine la restriction de ~ allant de = a 1 un un chemin =1, et la restriction de  allant de z; a
y en un chemin ~5. Montrer que v ~ y17s.

Pour tout € X, notons e, : [0,1]—X le chemin constant e, (t) = z pour tout ¢ € [0, 1].
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Lemme 3.7. Pour tout chemin v de x a y
(1) [oey] = [o] = [ezal.
(2) [o][e] ™! = [es]-
(3) o] a] = [ey].

Preuve: Exercice. O

On a donc presque une loi de groupe.

Définition 3.8. Un lacet basé en x est un chemin de = a x.

Sur I’ensemble des lacets basés en x, le produit est toujours défini.

Définition 3.9. On appelle groupe fondamental de X basé en z € X |'ensemble des
classes d'équivalence de lacets basé en z, qu'on munit du produit de lacets. On le note II( X, x).

C’est un groupe. La lacet constant [e,] est le neutre. Ce groupe ne dépend pas vraiment de x
(si X est connexe par arcs) :

Lemme 3.10. Si X est connexe par arcs, pour tout z,y € X, II(X, x) est isomorphe a TI( X, y).

Preuve: Fixons v un chemin de z & y. On définit ¢ : II(X,z)—I(X,y) par [a] — [y tary].
C’est un morphisme de groupe :

plap] [y ]
= [y layy '8
= [ l'eylly'BY]
lfeltalle]

Sa réciproque est YII(X,y)—I(X,z) par [a] — [yay~!]. En effet :
(Wo¢)la] = Moy = My el = [

ExEMPLE 3.11. TI(R",0) = {e}. On verra que II(S*) = Z, n(S") = {e} si n > 2, II(P"(R)) = Z/2Z
sin> 2.
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2 Espace simplement connexe

Définition 3.12. On dit que X (connexe par arc) est simplement connexe si II(X) = {e}.

Proposition 3.13. Sont équivalents :
(1) X est simplement connexe.
(2) Pour tout z,y dans X, les chemins de x a y sont tous homotopes.

(3) Toute application continue f : S'—X se prolonge continuement au disque D2

Preuve: (1) = (2) Soit «, deux chemins de z & y. Alors a8~ est un lacet en x, donc
€] = [0B~] = [a] 8], soit [a] = [3].

(2) = (1) On prend x = y. Tout lacet en z est homotope au lacet constant.

(1) = (3) Etant donné f on a un lacet o : [0,1]—=X défini par a(t) = f(e*. Soit H :
[0,1] x [0, 1]—X une homotopie de a au lacet constant 2 = a(0). Posons F(se?™) = H(t,1—s).
C’est bien défini en 0 car pour tout ¢, H(t,1) = xo.

(3) = (1) On pose H(t,s) = F((s — 1)em). O

Proposition 3.14 (Petit Van Kampen). Soit X = U; U Uy connexe tel que U; et Uy sont
ouverts simplement connexes, U; N Uy est connexe par arc. Alors X est simplement connexe.

Cela permet de montrer en particulier que S™ est simplement connexe. C’est un cas particulier du
théoreme de Seifert-Van Kampen,, qui permettra de calculer le groupe fondamental de Uy U Us,
en fonction des groupes fondamentaux de U; et Us.

Preuve: Soit x € U; N Uy, montrons que II(X, x) est trivial. Soit v un lacet basé en x. Si 7
est contenu dans U; ou dans Us, la conclusion est immédiate. Supposons que ce ne soit pas
le cas. On commence par montrer qu'un peut se donner une subdivision 0 =ty < t] < ... <
ty = 1 de [0,1] telle que pour chaque i = 0,..., N — 1, y([t;, ti+1]) est contenu dans U; ou
dans U;. Pour cela observons que vy~ '{U;} et v~ !(Us) sont deux ouverts de [0,1]. Ils sont
réunions d’intervalles, et I’ensemble de ces intervalles forme un recouvrement ouvert de [0, 1].
Par compacité, ce recouvrement admet un nombre de Lebesgue ¢ > 0 (tel que toute boule
de rayon ¢ dans [0,1] est contenu dans un des intervalles du recouvrement). En particulier si
|tiv1 —ti| < &, [ti, ti+1] est contenu dans un des ces intervalles, et v([t;, t;+1]) C Uy ou Us. Notons
i la restriction de 7y & [t;, t;+1]. On a

Yo~ V1V2---IN

chaque ~; étant dans U; ou dans Us. On peut supposer que si v; C U1, Y11 € Uy et de méme
avec Uy (cela revient & supprimer ¢;41 si [t;,t;i+2] a une image contenue dans U; ou dans Us).
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Il s’ensuit que l'extremité de v(¢;) € Uy N Uz pour ¢ = 0, ..., N. Pour chaque i = 0,..., N — 1,
donnons nous un chemin ¢; de y(t;41) & x contenu dans Uy N Us. On peut alors écrire

-1 -1 -1
Y~ YoCoCy Y1€1Cy  ...CN—-1CN_{YN-

Chaque ci__llwci est un lacet basé en z, contenu dans U; ou dans Us, donc homotopiquement
trivial. Les chemins ~ycp et c]_\,1717N sont égalements des lacets en x, contenus dans U; ou Us
donc triviaux. Donc [y] = [e]. O
Ce résultat peut étre généralisé a X = (JU; si les U; sont simplement connexes, U; N Uj est
connexe par arcs pour tout ¢, j et il existe  appartenant a tous les Uj.

Proposition 3.15. II(X x Y, (z,y)) = II(X,z) x II(Y,y)

Le produit direct G x H de deux groupes est l'ensemble des (g, h), o g € G et h € H, muni de
la loi (g, h).(¢',h') = (g9g', hh').

3 Effet d’applications continues

Si f: X—Y est continue, elle induit un morphisme de groupe

f*H(X,.T) - H(Yvy)
[a] = [foqa]

(il est évident que a ~ B = foa ~ fof.)

Propriétés évidentes : si g : Y—Z est continue

- (goflx=g«o fi

- (idx)s = idn(x.2)

- f homéomorphisme = f, : II( X, z)—II(Y, y) est un isomorphisme.

Attention cependant, f injective n’implique pas f injective (inclure S dans R?), et f surjective
n’implique pas f. surjective (R—S1).

Définition 3.16. On dit que deux applications continues f, g : X—Y sont homotopes (f ~
g) s'il existe H : X x [0,1]—=Y tel que H(-,0) = f(-) et H(-,1) = g(-). Si A C X, on dit
qu’elles sont homotopes relativement a A si de plus H(-,s)4 = fja pour tout s € [0,1]. En
particulier f = g sur A.

Lemme 3.17. Si f ~ g relativement a {z}, f. = g« : [I(X, 2)=II(Y, f(2)).
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Définition 3.18. Soit A C X. On appelle rétraction de X sur A une application 7 :
X —A continue telle que 74 = id4.

Sii: A—X est I'inclusion, alors r o4 est 'identité donc
(roi), : (A, a)—II(X, a)—II(A, a)

est l'identité. Comme (7 04), = ry 0 iy, il vient que i, est injectif et r, surjectif.

Définition 3.19. On dit que A C X est un rétract par déformation de X s'il existe
une rétraction r : X— A homotope a l'identité relativement a A.

L’idée est qu’on peut déformer progressivement X en A. On dit que X se rétracte par déformation
sur A.

EXEMPLE 3.20. (1) Le cylindre se rétracte par déformation sur un cercle central.
(2) ¥n > 2, R\ {0} se rétracte par déformation sur S~ via

H(z,s)=xz(1—s) +st7”.

EXERCICE 3.21. Montrer que le ruban de Moebius se rétracte par déformation sur un cercle.

Théoréme 3.22. Si A C X est un rétract par déformation de X alors l'inclusion 7 : A—X
induit un isomorphisme
(A, a) ~TI(X,a)

pour tout a € A.

Preuve: On sait déja que r,i, est I'identité de II(A, a). Puisque i o r est homotope a 'identité
relativement & a € A, i.7, est I'identité de II(X, a), par 3.17. O

On en déduit que le cylindre et le ruban de Moebius ont un groupe fondamental isomorphe a
celui du cercle, i.e Z; le groupe fondamental de R? privé d’un point est aussi isomorphe & Z,
celui de R” privé d’un point est trivial si n > 3.

On dit que l'espace X est contractible s’il se rétracte par déformation sur {z} C X (ex : R"). Il
est en particulier simplement connexe.
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4 Homotopie et revétement

On rappelle que p : X—X est un revétement si pour tout z € X il existe un voisinage U de x
tel que sur chaque composante connexe C' de p~1(U), p : C—U est un homéomorphisme.

Proposition 3.23 (Relevement des chemins). Soit (X,p) un revétement de X, = € X,
% € p~!(z). On suppose que X est séparé. Alors pour chaque chemin ~ d'origine z, il existe un
unique chemin # d'origine Z tel que poy = ~.

Preuve: Appelons voisinage élémentaire tout U C X tel que p soit un homéomorphisme en
restriction & chaque composante connexe de p~!(U). Soit Uy un voisinage élémentaire de ,
Vo C p~Y(Up) connexe contenant Z. Si 7 est contenu dans Uy, il suffit de poser ¥ = p‘_,o1 0.
Pour le cas général soit (U;);cs un recouvrement de ([0, 1]) par des voisinages ¢lémentaires. Par
compacité on peut supposer J fini et de plus se donner une subdivision 0 = tg < t;1 < ... <ty =
1 de [0,1] telle que chaque y([t;, t;+1]) soit contenu dans un voisinage élémentaire, qu’on peut
appeler U;. On releve 7y sur [0,%1] grace & pjy,. Ayant défini 4 sur [0,%;], on I'étend sur [0, ;1]
grace a ’homéomorphisme pyy, : V;—U;, ot V; C p~H(U;) est connexe et contient 7(t;).

Le choix des U; n’est pas unique. Montrons que 7 n’en dépend pas. On énonce un résultat

d’unicité dans un cadre plus général que nécessaire ici. Il nous resservira plus tard.

Lemme 3.24. Soit (X',p) un revétement de X, séparé. Soit Y connexe et localement connexe
par arc. Soit fy, f1 : Y—X continues tel que po fo = po f1. Alors

A={yeY | foly) = fily)} =0ouY.

Si on applique ceci a 7, B [0, 1]—>X deux relevés de v d’origine &, on obtient ¥ = 3 puisque

5(0) = & = 4(0).
Preuve: Supposons A non vide. Montrons que A est ouvert et fermé. Considérons
F:Y — XxX
y = (foy), f1(y))

F est continu. Soit D = {(x,z) | z € X}, alors D est fermé car X est séparé. Il s’ensuit que
A = F~Y(D) est fermé. Montrons que A est ouvert. Soit y € A, & = fo(y) = fi(y) € X et
x =p(Z) € X. Soit U un voisinage élémentaire contenant x, V' un relevé de U contenant Z. Par
continuité de fy et fi, il existe un voisinage W de y tel que fo(W) C V et f1(W) C V. Comme
pofo=po fi,pour z € W po fo(z) = po fi(z) implique que fo(z) = fi(z). Dot W C Aet A
est ouvert.
Q : a quoi sert la connexité locale par arc? O
O
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Maintenant qu’on sait relever des chemins, on veut relever des classes d’homotopie de chemins,
i.e. montrer que deux chemins homotopes se relevent en deux chemins homotopes.

Proposition 3.25 (Relévement des homotopies). Soit (X,p) un revétement de X, séparé.
Soit 70,71 : [0,1]=X des chemins homotopes d'extrémités zo,z1 et F': [0,1] x [0,1]—=X une
homotopie de o a 7. Soit &y € X tel que p(a:o) = z¢. Alors il existe une unique application
continue F : [0,1] x [0, 1]—>X tel que po F' = F et F(0,0) = Zo. De plus F(0,5) = &g et
F(l s) = &1 pour tout s, F réalisant une homotopie entre 7y et 41. En particulier les relevés 7
et 41 ont mémes extrémités.

Preuve: On recouvre F'([0,1] X [0, 1]) par des ouverts élémentaires (U;);e.s, J fini et on se donne
des subdivisions

= fa<thi<...<ty=1
0 = sp<s1<...<sy=1

tel que chaque F'([t;, ti41] X [s4,5;41]) soit contenu dans un ouvert Uy, (on utilise pour cela un
nombre de Lebesgue associé au reouvrement de [0, 1] x [0, 1] par les F'~1(U;))). On commence par
définir F sur [0, 1] x [0, s1] en procédant comme suit. Supposons que Uy est un ouvert élémentaire
contenant zo. On définit F sur [0,¢1] x [0, s1] comme pV o F ou Vj est le relevé de Uy contenant
Fo. Ayant défini F sur [0,t;] x [0, s1], on Pétend sur [0,%;41] x [0, s1] en utilisant le voisinage
élémentaire contenant F(;, s1) et son relevé contenant F(;, s1).

Ayant défini F sur [0, 1] x [o, 51], on procede de méme sur [0,1] x [s1, so] et on itére... L unicité
est assurée par le lemme 3.24. Notons que, par unicité du relevé : F(-,0) = 3o(-), F(-,1) = 31(")
et F(0, s) = &y pour tout z € [0,1]. Comme po F(1,s) = x; pour tout s € [0,1], s — F(1,s) est
un relevé du chemin constant {1}, d’origine Z;. Par unicité il coincide avec le relevé constant
{#1}, i.e. F(1,s) =&, pour tout s € [0,1]. C’est donc bien une homotopie de 5 & ;. O

Obervons que les relévés, a partir d’'un méme point, de 2 lacets homotopes, sont deux chemins
homotopes donc ayant méme extrémités. Cela permet de distinguer des classes d’homotopie.
Voyons une application.

Lemme 3.26. Le groupe fondamental de la figure 8 n'est pas abélien.

Preuve: La figure 8 est la bouquet X de deux cercles A et B ayant un point commun xg.
On construit un révétement de X comme suit. Définissons X C R2? comme la réunion de I'axe
Oz = R x {0}, de 'axe O, = {0} x R, de cercles B; de rayon 1/4 intersectant Oz en (3,0),
Vi € Z* et des cercles A; de rayon 1/4 intersectant Oy en (0, j), Vj € Z*. On définit p : XX en
enroulant Oz sur A, Oy sur B, les points entiers étant les seuls envoyés sur xp, et en envoyant
homéomorphiquement les A; sur A et les B; sur B. On peut se convaincre que c¢’est un revétement.
Considérons alors un lacet a d’origine xg faisant un tour de A et B faisant un tour de B. On
affirme que

ab # ba.
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En effet le relevé de ab & partir de (0,0) a pour extrémité (1,0) (ou (—1,0) selon l'orientation
de a choisie) alors que le relevé de ba a pour extrémité (0,1) (ou (0,—1)). Il s’ensuit que ab et
ba ne sont pas homotopes, donc ab et ba non plus d’apres 3.25. O

Corollaire 3.27. Le groupe fondamental de 72 x T2 n'est pas abélien.

Preuve: Soit X = T?#7T? C R? et A C X le bouquet de 2 cercles formés d’un grand cercle dans
chaque T2. On peut construire une rétraction r : X—A. Comme noté apres la définition 3.18,
cela implique que i, : II(A, z¢)—II(X, zo) est injectif. Prenons 2 lacets a, b dans A ne commutant
pas en homotopie, alors

ix([a]) i ([8]) = islab] # i.[ba] = i ([8))ix ([a)]).

Corollaire 3.28. Les espaces S?, P?, T?, T?#T? sont homéomorphiquement distincts.

Théoréme 3.29. Soit X simplement connexe, G un groupe agissant sur X de maniére tota-
lement discontinue et séparante, et z € X := X /G. Alors II(X, x) est isomorphe a G.

Preuve: Notons p : X—X/G la projection. Fixons & € X tel que p(Z) = x. On construit un
morphisme d : II(X,z)—G. D’apres 3.23, il se releve de maniere unique a partir de  en un
chemin 4 C X. D’aprés 3.25, extrémité (1) ne dépend que de la classe d’homotopie de =y
(si ¥ ~ B, alors ¥ ~ 3 donc ont méme extrémité). Il s’ensuit que [y] — F(1) est bien défini.
Maintenant puisque p(3(1)) = v(1) = =z, (1) est équivalent a Z, c’est-a-dire est dans ’orbite de
Z. Il existe donc g € G tel que (1) = gZ. Puisque 'action est totalement discontinue, elle est
sans point fixe donc g est unique (si h¥ = g7, alors g~ 'hi = 7). On définit donc d par [] —
I'unique g € G tel que g = §(1). Vérifions que c’est un morphisme. Soit 71, ~2 des lacets en z,
A1 et A2 leur relevés a partir de Z. Soit g1 = d([y1), i.e. g1 = J1(1). Observons que g;72 est un
chemin d’origine g1Z = 41(1) et d’extrémité g192(1) = g1g22. On voit que J19172 est le relevé
du lacet 172, donc

d([ny2))z = Ng17(1)
= 1922
= d([m])d([r2])z

Comme ’action est sans point fixe, on conclut d([y172]) = d([n])d([12])-

Pour construire la réciproque G—II(X, x), étant donné g € G, on prend un chemin ¢ (quel-
conque) de Z & gZ alors p o ¢ est un lacet en x. Sa classe d’homotopie ne dépend pas de ¢ (X
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étant simplement connexe, les chemins de & g sont tous homotopes. On associe donc a g
lélément [po ] € TI(X, z).

Il est assez clair que la composition de ces deux applications est I'identité. D’ou 'isomorphisme
G~II(X, ). O

EXEMPLE 3.30. II(S') = Z, II(P"(R)) = Z/2Z si n > 2, =(T") = Z", n(K?) = Z2.

Notes du cours NIMA6014, 2014-2015 56 Laurent Bessiéres



Chapitre 4 : classification des surfaces compactes

On prouve le théoreme 2.44 de classification des surfaces compactes et connexes. Les idées clés
sont :

(1) Réaliser les surfaces comme quotient d'un polygone de R? & 2n-cotés par identification
des cotés par paires

(2) Simplifier une telle présentation pour se ramener a une forme canonique,

(3) Distinguer les surfaces a ’aide un invariant, la caractéristique d’Euler.

1 Quotients de polygones

On commence par décrire les briques fondamentales S?, P2, B2 et T? comme des quotients P/,
ot P C R? est (topologiquement) un disque fermé. On peut définir 72, resp. K2, comme quotient
de R? par Z? pour les actions (z,y) — (z + k,y + 1), resp. (x,y) — (z +k,(=1)*y +1) . La
restriction de la relation d’équivalence au polygone P = [0, 1] x [0, 1] C R? définit le méme espace
quotient. En effet, lorsque Y = X/, et A C X est une partie telle que la projection p : X —X/,
est surjective restreinte & A, ona Y ~ A/..

On peut coder (et définir) la relation d’équivalence sur P en procédant comme suit. Labelisons
d’une méme lettre les cotés qu’on veut identifier (a les deux cotés verticaux de P, b les deux cotés
horizontaux). Numérotons pg, p1, ..., ps = po les cotés consécutifs de P dans le sens horaire. On
munit chaque coté p;p;+1 d’une identification affine avec [0, 1]. Pour chaque coté on exactement
2 choix : [0,1] 5 t — H4(t) = (1 — t)p; + tpi+1 ou H_(t) = Hy(1 —t). Le choix pour chaque
coté est spécifie par une fléche, indiquant 'orientation horaire pour Hy et anti-horaire pour H_
(on pourrait convenir le contraire)0. Ces données (lettre attribuée au coté + orientation) sont
décrites de maniere non ambigue par le symbole, mot formé des lettres successives des cotés de
P (lues dans le sens horaire & partir de pg), munies de I'exposant —1 si la fleche correspondante
est anti-horaire. Par exemple :

Tore : aba~'b~! Bouteille de Klein abab™'.

On définit la relation d’équivalence sur P de la maniére suivante :

o7
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- tout point intérieur a P n’est équivalent qu’a lui méme.
- les points de deux cotés ayant méme lettre sont équivalents si identifiés au méme point
de [0, 1]
On peut vérifier (exercice) que la relation d’équivalence ainsi définie coincide avec celle définie
plus haut. L’espace projectif P? est

P~ S*/(x ~ —x)~ S%)(v ~ —x) =~ D/(x ~ —x sur D)

ot D = Dy2(0,1), D = Dg2(0,1). On décide que P = D est un polygone & 2 cotés, qu’on appelle
2-gone, définis par les sommets pg = (1,0) = e, p; = (—1,0) = €™, py = pg (par exemple).
L’identification de [0, 1] avec le coté p;p;+1 se fait via ¢t — p;e”™ (dans le sens horaire). Le
symbole du projectif est alors aa.

De méme la sphére peut étre obtenue en quotientant le disque P = D & 'aide du symbole aa ™!

(la relation d’équivalence est (x,y) ~ (—z,y) sur OP, et on construit facilement f : P—S?
continue, donc fermée entre ces deux compacts, qui passe au quotient en un homéomorphisme

f:D/~—8?).

EXERCICE 4.1. Montrer que P2, resp. S2, sont quotients d'un polygone a 4 cotés, avec les symboles
aabb™1, resp. aa~1bb~ L.

On généralise :

Définition 4.2. Soit n > 3. On appelle polygone a n cotés (n-gone) |'enveloppe convexe
dans R? de n points distincts du cercle S*. Ces points sont les sommets du polygone et les
segments joignant deux point successifs ses cotés.

Définition 4.3. Soit A = {ai,a2,...,a,} un ensemble. On appelle symbole de longueur
k 'expression
— 4€1 €2 €k
O'—G/il is ...al-k

oua; € Aete; € {—1,+1} pourj=1,...,k.

En général on omet I'exposant +1. On appelle lettres les éléments de A. Etant donné o un
symbole de longueur n > 2, P un n-gone, pp un sommet de P, on associe au triplet (o, P, p)
une application

{ cotés de P}—A x {—1,1},

qu’on appelle un marquage, qui associe au j-eme coté a partir de py (dans le sens horaire) le
couple (ai].,sj) = (lettre, orientation). On numérote les sommets po, p1, ..., Pn—1,Pn = po dans
le sens horaire.
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Définition 4.4. Etant donné (o, P,py), le marquage induit une relation d'équivalence ~ sur
P définie comme suit :

- tout point intérieur a P n'est équivalent qu'a lui méme.

- Soit pipi+1 et pjpj+1 deux cotés marqués la méme lettre. On identifie, pour tout ¢ €
[0,1],

pi +t(pit1 —pi) avec pj+t(pj+1 —pj) sipipi+1 et pjpjy1 ont méme orientation
pi +t(pit1 —pi) avec p;+ (1 —1t)(pj+1 — p;) sinon.

On note X (o, P,py) l'espace topologique quotient P/., (P étant muni de la topologie induite
par R?). On vérifie sans peine que

X (o, P,po) =~ X (o, P, pp)

pour tout (P, pg) et (P’, p,) marqués par 0. On note X (¢) la classe d’homéomorphie de X (o, P, pg),
elle ne dépend que de o. Sans hypotheése supplémentaire, 1’espace quotient X (o) n’est pas
nécessairement une surface.

Définition 4.5. On dit qu'un symbole o est pair si chaque lettre apparait exactement deux
fois.

On dit alors que X (o) est obtenu comme quotient de polygone par identifications des cotés par
paires.

Lemme 4.6. Si o est pair, X (o) est une surface compacte et connexe.

Preuve: On veut montrer que tout x € X (o) a un voisinage homéomorphe & une 2-boule.
Considérons ;1 € P tel que [z1] = z. Il y a 3 cas a considérer : 1 est intérieur a P, sur un coté

(o]
ou sur un sommet. Si x; € P c’est évident car la projection 7w : P— P/, est un homéomorphisme
o

sur P.

Si 1 est sur un coté de P, il existe un seul autre point xo équivalent & 1, situé sur un autre coté.
Soit D; = B(x;,e)NP pour € > 0 petit. On peut trouver un homéomorphisme h; : D1—B(0,¢)N
(Ry x R) et hy : Da—B(0,e) N (R- x R) tel que hi(y1) = ha(y2) si y1 ~ yo. L’application
h: D1UDy—B(0,¢) dfinie par h; sur D; est surjective continue ouverte et h(z) = h(y) ssi s = y.
Elle passe au quotient en un homéomorphisme d’un voisinage de [z1] sur B(0,¢).

Si 1 est sur un sommet il est équivalent & x1,...,r; des sommets. Considérons d’abord le cas

[r1] = 21, qui n’arrive que si les 2 arétes eg, e; contenant z1 sont labélisées aa™! ou a~la.
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On peut trouver une application f : B(z;,¢) N P—B(0,¢) continue surjective, telle que f(z) =
f(y) ssi x = y ou x = y sont dans eg, e; (elle envoie ey et e; sur [0,e] compatiblement avec
I’équivalence). L’application passe au quotient en un homéomorphisme d’un voisinage de [z1]
sur B(0, ). Supposons maintenant k > 2. Les domaines B(z;, )N P sont des secteurs angulaires,
bordés par des cotés. Fixons hy : B(z1,¢) N P—B(0,e) N {re? |0 <6 < 6;} ( pour ou 00; < 27
quelconque) un homéomorphisme. Soit eq le coté envoyé sur €. Soit e; le coté envoyé sur e,
Puisque k > 2, e est équivalent & un unique autre coté €] # eq, et son orientation définit un
des z; € {z9,...,m. On définit h; : B(zj,e) N P—=B(0,e) N {re? | 0 < r,6; < 6 < 05} (on
61 < 61 + 62 < 27), un homéomorphisme compatible avec hy (sur €} = e;). On itére. Un dernier
secteur est envoyé sur B(0,¢) N {re® | 0 < r,6; + ... + 01 < 6 < 27} lorsque réapparait
(nécessairement) le coté équivalent & eg. En effet, la suite des cotés considérés est de la forme

/ / /
€0,€1,€1,€2,€9, €3, 637 o

ou e; = €}, et doit repasser par e (détails? ). On définit alors

k
h: | ) Blxje) N P—B(0,¢)
j=1

continue surjective ouverte telle que h(x) = h(y) ssi « ~ y. Elle passe au quotient en un
homéomorphisme d’un voisinage de x sur B(0,¢). O

Stratégie pour prouver le théoréme de classification La partie difficile est la deuxieme
qu’on réénonce ici :

Théoréme 4.7. Toute surface compacte connexe est homéomorphe a I'une des surfaces Tj,,
P, ou By.

Pour cela on procede en 2 étapes indépendantes :

(1) Toute surface compacte connexe est le quotient d’un polygone par identification des cotés
par paires.

(2) Tout quotient de polygone par identification des cotés par paires est homéomorphe & 1'une
des surfaces T,, P, ou By.

On commence par 1’étape 2 dans la section suivante et on montre ’étape 1 en section 3. Le fait
que les surfaces listées dans le théoreme de classification soient 2 & 2 non homéomorphes est
prouvée en section 4, a ’aide de la caractéristique d’Euler.

2 Classification des quotients de polygones

On travaille sur les surfaces X (o), le but est de simplifier le symbole pour se ramener & une
forme canonique.
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2.1 Symboles et somme connexe

On a la tres jolie formule suivante :

Proposition 4.8. Soit 01,09 deux symboles pairs sur des alphabets disjoints. Alors

X(o102) = X(01)#X (02).

Traitons d’abord comme exemple la somme connexe T?#7T?2 de 2 tores. On se donne oy =
alblaflbfl, P; un 4-gone marqué par o1, et de méme o9 = angCL;lb;l et P, marqué par os.
Alors P/, =~ T?. Les seuls points a identifier dans P; sont sur OF;. Pour faire la somme connexe

on doit enlever un disque ouvert & chaque T2. On choisit le disque des disques ouverts D; C JgZ
tels que D; N OP; est réduit & un sommet de P;, (P; — D;)/~, est tore privé d’un disque ouvert.
Marquons ¢; le bord de D;, orientons ¢+ et ca—. On obtient T?#7T7? en identifiant ¢; ~ ca.
Maintenant considérons des 5-gones Pl’ et P2’ marqués par alblal_lbl_lc et c*1a2b2a2_ lbz_ L Alors

X(P)) = (P, = Dj)/~.

En effet on prend f; : P/—P; — D; continue, fermée, surjective, envoyant ¢ sur ¢;, compatible
avec les relations d’équivalence, et on factorise p o f; au quotient en f; : X(P/)—P ~ un
homéomorphisme. L’injectivité de f; vient de ce que les 4 sommets sont équivalents donc les
extrémités de c sont identifiées dans le quotient.

Considérons maintenant un 8-gone P marqué par

g1092 = alblaflbflagbzaglbgl.

On affirme que P/, est homéomorphe & T?#7T?2. En effet il existe un homéomorphisme de P sur
P/ [1.wc—1 P3, compatible avec le marquage (factoriser 'application continue évidente de P| [| P,
sur P). On passe au quotient a l’arrivée puis on factorise au quotient au départ.

Démontrons la proposition 4.8.

Preuve: Soit n; € N, ¢ = 1,2, la longueur de o;. Soit P; un n;-gone dont le quotient selon
o; donnent X (0;). Soit P{ le (n; + 1)-gone marqué par o] = oic, P} le (n; + 1)ob = ¢ Lo.
Comme au dessus, X (o]) est homéomorphe & X(o;) privé d'un disque. On peut vérifier que
P, est équivalent & pg par la construction du lemme 4.6 : les cotés étant identifiés par paires
sauf le coté p,pg, si on part de py avec ey = ¢, 'itération doit s’arréter en retrouvant le secteur
de sommet p, contenant c¢. On peut aussi dire qu’en collant un triangle marqué c'zz~! (une
2-boule fermée) le long de ¢, on a un symbole pair dont le quotient est une surface, le quotient
de ¢ bordant une 2-boule, c’est un cercle.

En identifiant P| et Pj le long de ¢, on obtient un (n; + ng)-gone P, qu’on munit du symbole
o102 et on peut construire une application continue

P <P1’ HP2’> NS ((P{ -D) [P~ D2)> I~

Notes du cours NIMA6014, 2014-2015 61 Laurent Bessiéres



Chapitre 4 : classification des surfaces compactes 2. Classification des quotients de polygones

qui passe au quotient en ’homéomorphisme recherché. O

Corollaire 4.9. (1) Le tore a g anses est le quotient du symbole
alblal_lbl_lagbgaglbgl e anbnarjlbgl.
(2) Une somme connexe de n espaces projectifs est le quotient du symbole

a1a1a2as -+ - Gply.

2.2 Simplification de symboles

Définition 4.10. On dit que deux symboles o, ¢’ sont équivalents si X (c) = X (o’).

C’est évidement une relation d’équivalence.

Le but maintenant est de montrer qu’on peut simplifier un symbole, en restant dans la classe
d’équivalence, pour le ramener a une forme canonique. Faisons la liste de simplifications de
symboles ne changeant pas sa classe d’équivalence. Certaines manipulations sont triviales (elles
ne changent évidement pas la classe d’équivalence du symbole) :

- Echange de lettre (si o; ne contiennent ni a, ni b)
! !
O'1a80'2a5 g3 ~ 0'11)50'2[)8 g3
- Permutation d’orientation
!

/ — —
0'1(1502@5 o3 ~ 01Q EO’QCL E03

- Permutation circulaire

g1 €2 €k €2 €k €1
Q) "~ A
- Inversion
g1 €2 Ek —€k —E&2 ,—€1
a;la;y . apt ~ap e a

Voyons maintenant des simplifications de symboles moins triviales.

Proposition 4.11. Soient o,0’ deux symboles tel que oo’ soit pair non vide et ne contient
pas a, alors
(1) (Simplication des aa~!)
caa o' ~ oo’ (4.1)
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(2) (Regroupement des aa)
acac’ ~ aaco’ ™! (4.2)
(3)
aabbce ~ aabeb™ e (4.3)
Remarque 4.12. - Un cas particulier de (2) est abab~! ~ aabb, soit
K? ~ P24 p? (4.4)
- (3) se lit aussi
P24 P24 p? ~ P247? (4.5)

1o’ et P’ un polygone marqué par oo’.

On se donne f : P— P’ continue, linéaire sur les cotés, homéomorphisme de P — {a,a~!'} sur
P’ — f(a), envoyant les arétes a et a~! sur un méme segment dans P’, compatible avec les rela-
tions d’équivalence. Alors p o f passe au quotient en un homéomorphisme P/.,—P’/.,.

Preuve: (1) Soit P est un polygone marqué par caa™

(2) Si o ou o’ est vide c¢’est trivial, supposons qu’ils ne le sont pas. Soit P un polygone marqué
acao’. Soit pipit1 et pjpj11 les cotés (disjoints) marqués a. Découpons P le long d'un segment
c joignant p;11 & pj41 en deux morceaux P et P» (P contenant p;) et formons un polygone
marqué P’ en recollant P; et le symétrique de P, par rapport & p;pj+1 le long de a. On peut
vérifier que P/, est homéomorphe & P’/ & partir de Papplication adéquate P, [[ P,—P'. On

obtient

1 1

/ /— —
aocaoc ~ CCOOo NCLCLO'O'/ .

(3) Montrons

aabeb™ et ~ aabeb~te (4.6)

soit P2#T? ~ P?#K?. Le résultat en découlera car K2 ~ P?#P? On a
aabcb™ et = aa(be)(cb) !
~ a(bc)a(chb) par (4.2)
~ cacbab ( par permutation circulaire)
~ cca(bab)™!  par (4.2)

~ ccab a7t ~ aabeb~tc.  ( échange de lettre et d’exposant)

On peut montrer maintenant I’étape 2 du théoréme 4.7 :

Théoréme 4.13. Soit o un symbole pair. Alors o est équivalent a
(1) aa™!, ou

(2) alblal_lbl_lang(lQ_lbg_l -+ anbpay Ty, ou
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(3) ajajazaz - apay,.

En conséquence, X (o) est S2, T}, ou une somme connexe de n espaces projectifs.

Ce n’est pas exactement la liste T, P;, K, qui apparait dans le théoreme 4.7 mais la remarque
4.12 nous y ramene facilement.

Preuve: On raisonne par récurrence sur la longueur de o. Soit ¢ un mot. Si |o| = 2 ou 4, la
conclusion est vraie.

ler cas : o contient une paire projective a...a... (a équivalence pres).

On suppose o ~ aopaoy. D’apres (4.2),

1

0~ aaogo, - = aao’

ou |o’| = |o| — 2. On utilise ’hypothese de récurrence.

Sio’ ~aiai...agay, alors o ~ aaaia; .. .agag.

Si o’ ~bb~ L, OK.

Sio' ~oy...05aveco; = aibia;lbjl, on a par application successives de 4.3, en notant o; = ¢;c;,

o~aac’ = aaocioy...0L
~ Q120309 .. .0k
~  Q1Q20304Q503 . .. 0k

Deuxiéme cas : ¢ ne contient pas de paire projective a...a.... Montrons que

o~ aba bt
avec |o'| = |o| — 4, et la conclusion en découlera par récurrence.

Par hypothese, chaque lettre e apparait sous la forme e et e~!. On peut supposer qu’on a simplifié
les aa™!, donc o ~ acga"'oy ot o est non vide. On a besoin de simplifier le symbole pour que
le polygone associé n’ait qu'une classe de sommets. En effet un polygone peut avoir plusieurs
classes d’équivalence de sommets, par exemple

o=aa tfoble tgec g dd e

en a 8. (Que vaut X(o)?)

Lemme 4.14 (Réduction des classes de sommets). Soit o un symbole pair, alors o ~ ¢’ ol
P(0’) n'a qu'une classe déquivalence de sommets.

Preuve: Par application de (4.1), on peut supposer que o ne contient pas de aa~!. Supposons
que le polygone P de o admette deux classes d’équivalence de sommets au moins, [p] et [¢]. Elles
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sont de cardinal > 2 car la seule configuration ot un sommet n’est équivalent qu’a lui méme est le
sommet milieu de aa~!, ce qu’on a exclu. On peut supposer que p = p; et ¢ = p;+1 sont extrémités
d’un coté (quitte a changer de classe d’équivalence), marqué par a (quitte a relabéliser). Soit b
la lettre sur rp = p;_1p. Alors b # a,, sinon p ~ ¢, et b # a~'. Alors p;_1p est équivalent & un
coté p;pj+1 que pq. Découpons P le long du segment ¢ = rq et recollons rp sur p;p;j41. Alors le
symbole correspondant est équivalent & o, que la classe d’équivalence [p] diminue d’une unité et
celle de [¢] augmente d’une unité. On réitere la procédure ci-dessus (simplification éventuelle des
dd~! par(4.1)) + diminution de [p] d’une unité et augmentation d’une autre classe d’une unité)
jusqu’a la disparition de [p]. On réitere le tout tant qu’il reste plusieurs classes d’équivalence. [

On revient & la preuve de 1’étape 2. Montrons qu'’il existe b € gg, b™! € o1, i.e.
c=a...b...a ... L.

Si les cotés de P marqués par oy sont stables pour la relation d’équivalence, ceux marqués par
o1 aussi et les sommets de P ne sont pas tous équivalents. Il s’ensuit qu'un coté de P au moins
dans og est équivalent & un coté de P dans o1. Il existe donc b € o tel que b=! € o7 (on a exclu
les b...D).

Lemme 4.15.
aAbBa 'Cb™'D ~ aba 'v"'DCBA

Preuve: En effet on découpe P le long d’un segment ¢ joignant deux sommets initiaux de b et
on recolle les deux morceaux le long de a en un polygone P’. On découpe & nouveau P’ le long
d’un segment d joignant deux extrémités opposés de ¢ et on recolle les deux morceaux le long
de b pour obtenir un polygone P” équivalent & P. On obtient

o ~d tede '\ DCBA ~ aba 'b"'DCBA.

Ceci conclut la preuve du théoreme 4.13. O

3 Surface comme quotient de polygone
Dans cette section on prouve I’étape 1 du théoreme 4.7, qu’on réénonce ici :

Théoréme 4.16. Toute surface compacte connexe est le quotient d'un polygone par identifi-
cation des cotés par paires.

Pour ce faire on a besoin de la notion de triangulation.
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3.1 Triangulations

Définition 4.17. Une triangulation d'une surface S est la donnée d'une famille finie
{Th,...,T,} de fermés recouvrant S et d’homéomorphismes ¢; : T/ —T;, ou T/ est un triangle
de R? (enveloppe convexe de 3 points non alignés). Les T} sont appelés triangles, les images
des sommets et cotés des T sont appelés sommets et cotés de T;. Il est requis qu'étant donné
deux triangles distincts T; et T,

- T; N T} est vide, ou bien
- T; NT; est un sommet, ou bien
- T; N T} est coté entier de T; et T}.
Si e = T; NT}j, on demande de plus que gbj_l@ est linéaire entre qﬁ;l(e) et ¢j(e).

On utilisera aussi le terme arétes pour désigner les cotés de la triangulation.

On admettra :

Théoréme 4.18 (Rado). Toute surface compacte admet une triangulation.

On aura besoin des précisions suivantes :

Lemme 4.19. Etant donné une triangulation d'une surface compacte
(1) Chaque aréte est le coté de 2 triangles exactement.

(2) Soit p un sommet. Alors on peut numéroter les triangles contenant p dans un ordre cyclique
To,T1,...,Th—1,T, = Tp tel que T; et T; 11 ont un coté commun exactement.

Preuve: (1) Soit e une aréte, par définition il existe un triangle 7; dont e est un coté. Montrons
d’abord qu’il existe au moins un triangle T} # T; ayant e comme coté. Commencons par le fait
suivant :

Fait : Soit T" C R?, e un coté de T' et a € e intérieur a e. Alors a n’admet pas de voisinage
dans T" homéomorphe a une 2-boule ouverte.

Preuve : Soit W un petit voisinage quelconque de a dans T”, par exemple W, = Br(a, &) pour
€ > 0 petit. On voit facilement que W — a est contractile donc simplement connexe. Supposons
qu’il existe un voisinage U de a dans 7', h : U—B = Bp2(0,1) un homéomophisme, a étant
envoyé sur 0. Alors V' = h(W;) est un voisinage de 0 dans Bj. Soit § > 0 assez petit pour
que Bs = B(0,0) C V. Considérons les inclusions ¢ : Bs — 0—B — 0, j : Bs — 0=V — 0 et
k :V —0—=B — 0. L'inclusion 4 est homotope & I’homéomorphisme f(y) = ¥ de Bs — 0 sur
B — 0, et induit donc un isomorphisme i, : II(Bs — 0)—=II(B — 0). Puisque i = kj, k.j. est
un isomorphisme et en particulier k. : II(V — 0)—=II(B — 0) est surjectif. Puisque V — 0 est
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simplement connexe et B — 0 ne ’est pas, c’est une contradiction, terminant la preuve du fait.
Soit maintenant x intérieur au coté e de T;. Soit W un voisinage de x dans S homéomorphe
a une 2-boule. Alors W n’est pas contenu dans T;, sinon son image réciproque par ¢; serait
un voisinage dans 7] d’un point intérieur d’un coté, contredisant le fait. Il s’ensuit que tout
voisinage W de = dans S intersecte S — T;. Puisque la triangulation recouvre S il existe T} # T;
adhérent a x. Par définition d’une triangulation, T; et T ont le coté e en commun.

Prouvons maintenant qu’il y a au plus un triangle 7). Cela découle de 'assertion suivante :
Fait : Soit A la réunion de k triangles dans R3 d’intersection une aréte commune e. Soit x
un point intérieur a e. St k > 3, x n’a pas de voisinage dans A homéomorphe a une 2-boule.
(Schéma de preuve : De méme tout voisinage épointé de a dans A se rétracte par déformation
sur 0A = 2 lacets ayant une origine commune, dont le groupe fondamental est le groupe libre a
deux éléments Z *7Z. Comme une 2-boule épointée est de groupe fondamental Z, aucun voisinage
de A n’est homéomorphe a une 2-boule.)

(2) Soit p un sommet. Disons que 2 triangles T; et T; de sommets p sont équivalents si T; = T}
ou bien §’il existe une suite de triangles de sommets p, de premier terme 7T; et de dernier terme
T; tel que 2 triangles consécutifs ont un coté en commun exactement. Si il y a plus d'une classe
d’équivalence, soit A la réunion des triangles d’une classe d’équivalence et B la réunion des tri-
angles des autres classes. Les ensembles A et B sont fermés non vides et s’intersectent seulement
en p (s’il y a un autre point z, il y a un coté dans l'intersection). On conclut que tout voisinage
W de p dans S assez petit ( donc contenu dans AU B) est tel que W — p est non connexe. Or S
est une surface donc p admet des voisinages arbitrairement petits homéomorphes a des 2-boules,
en particulier W — p est connexe. ]

3.2 Toute surface compacte triangulable est un quotient de polygone

On montre le théoréme 4.16.

Preuve: On se donne une triangulation de .S, fournie par le théoreme 4.18.

Etape 1. On peut numéroter les triangles de la triangulation 77, ...,7T;, de sorte que chaque T;,
2 <1 < n admet un coté en commun e; avec un des triangles T7,...,7T;_1.

En effet on choisit un triangle 77 quelconque, puis un triangle 75 ayant un coté commun qu’on
appelle ey avec 11, puis 73 ayant un coté commun avec 17 ou T» et ainsi de suite. Supposons
qu’on ne puisse itérer la procédure apres {T1,...,Tx}, avec k < n = nombre de triangles de
la triangulation. Alors {Tyy1,...,T,} est disjointe de {T1,...,Tx}. En effet s’il y a un point
commun c’est un sommet et le lemme 4.19(2) appliqué en ce sommet implique qu’il y a des cotés
communs entre les triangles T1,...,T}) et les triangles Txy1,...,T,. Il s’ensuit que la réunion
des T1,...,Ty et la réunion des Tyy1,...,T, partitionne S en deux fermés disjoints non vides,
ce qui est contraire a I’hypothese de connexité de S.

On peut supposer que les 7/ C R? sont deux & deux disjoints. On forme la réunion 7" = |, T} et
on définit ¢ : T7"—.S continue, fermée, surjective en posant ¢ = ¢; sur ¢;. Il est clair que espace
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quotient T’ /¢ est homéomorphe & S (ou & ~ y si ¢(x) = ¢(y)). Observons que pour chaque
aréte e de la triangulation de S, ¢~!(e) est constituée de 2 arétes exactement appartenant i 2
triangles distincts 7] et T;. Notons E' la réunion des arétes es, .. .,e,. On obtient un polygone
en n’identifiant dans T” que les arétes envoyées sur E :

Etape 2. Soit ~p la relation d'équivalence sur T" définie par z ~p z et © ~p y si ¢(z) = ¢(y) €
E. Alors T'/ ~p est homéomorphe a un disque fermé.

On a besoin du lemme suivant dont on laisse la preuve en exercice :

Lemme 4.20. Soit X;, X5 homéomorphes a la 2-boule unité fermée B, f; : X;—B un
homéomorphisme, i = 1, 2. Soit e C 9B homéomorphe au segment [0, 1]. Soit X |'espace quotient
obtenu de I'union disjointe X [[ X2 en identifiant x1 € X1 avec o € Xy si fi(z1) = fa(x2) € €.
Alors X est homéomorphe a la 2-boule unité fermée.

L’espace topologique T’/ ~p peut-étre obtenu en faisant les idenfications correspondant aux
arétes esg, es,...,e, une apres lautre. Plus précisément soit Y; I’espace obtenu en identifiant
dans T7 U ... T/ les paires d’arétes correspondant (par la restriction de ¢) a ea,...,e;. Notons
¢i : Y;i—S D'application obtenue en passant au quotient la restriction de ¢ & T{ U...T!. Alors
Yii1 est homéomorphe au quotient de l'union disjointe de Y; et Tj,; par I'identification de
d7 M (eir1) et de ¢ '(eiy1). Chaque triangle T} étant homéomorphe & une 2-boule fermée et un
coté étant homéomorphe a un intervalle, il suit du lemme et d’une récurrence que chaque Y; est
homéomorphe & une 2-boule fermée. D’ott 77/ ~g=Y,, est homéomorphe & un disque fermé.

Il est clair que les arétes de 7" non identifiées passent au quotient comme le bord de 77/ ~p et le
munissent d’une structure de polygone, notons le P. Ces arétes sont en nombre pair, & identifier
par paires. Leur identification donne un quotient P/ ~ homéomorphe a S. 0
Ceci conclut la preuve du théoreme 4.7.

4 Caractéristique d’Euler et orientabilité

On montre que les surfaces du théoreme 2.44 sont deux & deux non homéomorphes, a ’aide de
2 notions : la caractéristique d’Euler et I'orientabilité.

Définition 4.21. Soit M une surface compacte munie d'une triangulation {T1,...,T,}.
Notons

v = nombre de sommets de M

e = nombre d’arétes de M

t = nombre de triangles de M
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Alors
X(M)=v—e+t

est la caractéristique d’Euler de M

(On peut montrer que la caractéristique d’Euler ne dépend pas de la triangulation). Deux surfaces
homéomorphes ont la méme caractéristisque d’Euler. On peut facilement calculer que

X(5%) = 2,x(P?) = 1,x(T?) = 0 = x(K?)

Proposition 4.22. Soit M7, M> deux surfaces compactes, alors

X(Mi#Mz) = x(My) + x(Ma) — 2

On en déduit la caractéristique d’Euler de toutes les surfaces :

Théoréme 4.23. Pourn € N, on a

Surface Caractéristique d'Euler
Sphere 2
Somme connexe de n tores 2—2n
Somme connexe de n projectifs 2—n
Somme connexe d’un projectif et de n tores 1—-2n
Somme connexe d’une bouteille de Klein et de n tores —2n

Pour distinguer 7?2 de K2, on utilise 'orientabilité :

Définition 4.24. Une variété M est orientable si elle admet un atlas (U;, ¢;) ou les chan-
gements de cartes sont tous positifs, i.e. le déterminant des matrices jacobiennes des ¢; o qﬁ;l
sont positifs.

Cela revient a pouvoir choisir des bases orthonormées dans chaque carte, compatible par les
changements de carte. Si la surface est plongée dans R3, cela implique qu’on peut définir une
normale unitaire (I’application de Gauss) globalement sur la surface (c’est méme équivalent). Il
s’ensuit que le ruban de Moebius n’est pas orientable (on voit trés bien que lorsque la normale
fait un tour du ruban elle change de signe). Puisque la bouteille de Klein contient un ruban
de Moebius, elle n’est pas orientable non plus. On peut se convaincre ensuite qu’'une somme
connexe d’une surface orientable et d’une surface non orientable n’est pas orientable. La somme
connexe de la bouteille de Klein et de n tores n’est donc pas orientable.
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En conclusion :

Théoreme 4.25. Deux surfaces compactes sont homéomorphes si et seulement si leurs ca-
ractéristiques d'Euler sont égales et si elles sont toutes deux orientables ou toutes deux non
orientables.
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