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Exercice 1. Autour du cours.

(1) Soit A C R™ un arc géométrique régulier de classe C'. Montrer qu'il existe un paramétrage de

A par longueur d’arc (on rappellera la définition).

(2) Soit M C R™ une sous-variété de dimension d, représentée au voisinage U d'un point a € M

comme un graphe :
UNM ={(z, f(x)) | x € V},

ot V est un ouvert de R% et f : V—R" ¢ une application.

(a) Montrer que F(z) = (x, f(x)) définit un paramétrage de M au voisinage de a (on rappellera

la définition).

(b) Montrer que G(z,y) =y — f(x) définit une submersion de VV x R"~? dans R"~ telle que

MU =GY0).

(3) Soit X C R? une surface, ¢ : U C R2—Y une paramétrisation. On note v(u,v) = %

N l'application de Gauss telle que N o ¢ = v. Montrer que
<au7/, av¢> = <avV7 au¢>

et en déduire que I'endomorphisme de Weingarten —dN : TX—TY est symétrique.

Exercice 2.
Soit f : R—R3 la courbe d’équation

V2

. 2 .
T = TSlnt,y = 7511175, z = cos(t)

a) La courbe f est-elle paramétrée par longueur d'arc?

b) Calculer la courbure de f en un point f(t).

(

(

(c) Donner le triedre de Frenet de cette courbe en un point f(¢).

(d) Calculer la torsion de f en un point f(¢). Aurait-on pu prévoir cette valeur sans calcul ?
(

e) Esquisser I'image de la courbe, et du repére de Frenet au point f(0).

et




Exercice 3. Soit U = Rx]0,2n[ et ¢ : U—R? définie par
@(t,0) = (coshtcosf,coshtsinf,sinht)

(a) Montrer que ¢ est la paramétrisation d'une surface lisse S.

(b) Prouver que ¢(U) C f~1(1) ot f(z1, 72, 23) = 2% + 23 — 3.

(c) Aton 6(U) = F1(1)7

(d) Tracer ¢(U).

(e) Trouver I'espace tangent a S en ¢(0, 7). Tracer 0,¢ et Jp¢ en ce point.

Exercice 4. Soit ¥ une sous-variété compacte de dimension 2 de R? ne contenant pas 0. Soit f
la fonction de R3 dans R définie par f(x) = 2% + 23 + 23. Pour tout ¢ € R, on pose S. = f~1({c}).

(a) Pour tout ¢ > 0, identifier S..
(b) Montrer que f,, la restriction de f a 3, admet un minimum et un maximum.

(c) Soit wg un point de ¥ tel que f(zo) est extremum local de fis;. Montrer que Ty, > = T, S
En déduire que z( est perpendiculaire a T}, .
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(d) Soient p > 0 et 2o € X tels que f(xg) = p? = mazzesf(z).

(e) Montrer que (zg + T;,X) N2 (l'intersection de ¥ avec le plan affine tangent en 2y a X) est
réduite a {xo}. Que peut-on en déduire concernant la courbure de Gauss de ¥ en ¢ ?

(f) Soit v:] — 1,1[—X une courbe lisse telle que v(0) = xq et ||7/(0)|| = 1. Montrer que

fon(t)=p* +1* (L4 ("(0), o)) + o(t?).
En déduire que (7"(0),z0) < —1.
(g) Soit I1,, la seconde forme fondamentale de ¥ au point z9. Montrer que

1112, (7'(0),7(0)| = 1/p,

(on pourra remarquer que la normale unitaire 3 ¥ en xg est égale a j:%xo).

(h) Montrer que la courbure de Gauss de ¥ au point z est supérieure o1 égale 3 1/p?.



