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Exercice 1 (Question de cours).

1) Soit y(t) = (z(t),y(t)) € R? une courbe lisse réguliere. Définir et calculer la courbure algébrique
de ~y en un point p = v(t).

2) Soit f = f(=z,y,2) : R3=R lisse.
(a) Exprimer df a I'aide de dx, dy, dz.
(b) vérifier par le calcul que d(df) = 0.

Exercice 2.

On note S? C R3 la sphere unité centrée en 0 et N = (0,0,1) € S? son pdle nord. Soit 7 :
S2\ {N}—R? la projection stéréographique, qui associe 3 X = (z,y,2) € S?\ {N} I'intersection
de la droite (NX) avec le plan R? x {0}.

1) Montrer que

@) =57,

Indication : déterminer A > 0 tel que 7(X) = N + ANX = (Az, Ay, 0).
2) Montrer que 7 admet pour réciproque o : R2—S2\ {N} définie par

o(u,v) (2u, 2v,u* 4+ v* — 1)

T w202+ 1

3) Montrer que o est un plongement (immersion + homéomorphisme sur I'image) de R? sur
S22\ {N}.

4) Montrer que la premiére forme fondamentale de o est

% 0
(9ij) () = <(u +v0 ) A )

(u2+v2+1)2

5) Calculer la longueur pour g de tout demi-rayon infini [0, +00[> t + (ta,tb) € R?, ol a,b € R.
Peut-on prévoir le résultat ?




Exercice 3 (Surface de révolution).
On considére une courbe lisse y contenue dans le plan Ozz de R? et donnée par v :]a, b|—R3,

7<t) = (f(t)aoag(t))'

On suppose que +y est réguliére, est un homéomorphisme sur son image et que f(t) > 0 sur ]a,b].
On définit par rotation de v autour de I'axe z un ensemble S, dont tout point s'écrit donc

o(u,v) = (f(u) cos(v), f(u) sin(v), g(u)),
ola<u<betwvelR.
1) Si f est constant, quelle figure représente S? Méme question si y est un cercle.

2) Montrer que pour tout o € R, 0 : U =]a, b[X]a, a + 27[—S est un plongement.

3) Montrer que la premiere forme fondamentale de o sur U est
f/2 +g/2 0
(gij)(u,v) = < 0 f2

4) (a) Donner une base du plan tangent a S en un point o(u,v).

(b) Montrer que si v est paramétrée par longueur d’arc, toute courbe de la forme ¢t — o(t,v)
est une géodésique.

(c) Montrer que t — o(u,t) est une géodésique si et seulement si f/'(u) = 0.
5) On suppose que -y est paramétrée par longueur d'arc.
(a) Calculer I'endomorphisme de Weingarten de o.

(b) En déduire que la courbure de Gauss de S satisfait K = —fTH.

Exercice 4. Soit o la 1-forme différentielle dans R3
o =ydr —xdy + dz

1) La forme « est-elle fermée?
2) Soit u(x,y, z) et v(x,y, z) des fonctions de classe C!. Trouver les conditions (C) portant sur
les dérivées partielles de u et de v pour que

o —vdu

soit fermée. (Indication : calculer la dérivée extérieure de av — vdu, |'exprimer dans une base)
3) Montrer que sous les conditions (C), les fonctions u et v sont indépendantes de z.

4) Donner un exemple de fonctions u et v tel que oo — vdu soit fermée.



