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Exercice 1. (Autour du cours)

(1) Equation logistique.

(a) Donner sa définition.

(b) Quels sont ses points d’équilibre et quel est leur nature ?

(c) Tracer le portrait de phase des solutions.

(2) Soit A ∈M2(R) de valeurs propres λ1 6= λ2 ∈ R, et V1, V2 deux vecteurs propres associés.

(a) Démontrer que {V1, V2} est une base de R2.

(b) Soit V ∈ R2. Exprimer la solution de (X ′ = AX,X(0) = V ), en fonction de λ1, λ2, V1, V2
et des coordonnées de V dans la base {V1, V2}. On justifiera la réponse.

(c) On suppose que 0 < λ1 < λ2. Tracer le portrait de phase des solutions.

Exercice 2. On consid l’ation y′ = y − y2.

(a) Justifier sans calcul que pour toute donnée initiale 0 < y0 < 1, elle admet une unique solution
y(t) définie sur R telle que y(0) = y0.

(b) Calculer y(t) en fonction de y0.

(c) On suppose que y0 = 0.1. Sur quel intervalle aura t’on y(t) ≥ 0.9 ?

Exercice 3. Pour chacune des matrices M = A,B,C,D,E suivantes,

A =

(
−1 0
2 −2

)
B =

(
2 1
1 1

)
C =

(
1 2
0 2

)

D =

(
−1 2
−1 −1

)
E =

(
1 −2
−2 4

)
.

on considère le système différentiel X ′ = MX. Pour chaque matrice, dessinez soigneusement le
portrait de phase du système (on précisera les axes) et déterminez les vecteurs V pour lesquels,
lorsque X(0) = V , X(t) tend vers 0 quand t→∞.
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Exercice 4. On considère des systèmes différentiels dans R3 :

(1) Déterminer la solution générale du système
x′ = y + z
y′ = z
z′ = 0

de deux manières différententes :

(a) à l’aide d’exponentielles de matrice,

(b) en résolvant les équations une par une.

(2) Mêmes questions pour le système 
x′ = −2x
y′ = x− 2y
z′ = y − 2z

Exercice 5. On considère le système différentiel

(S) =

{
x′ = −2x3 − y4
y′ = −y3 − x4

(a) Calculer le linéarisé du système en (x, y) puis en (0, 0). Que peut-on en déduire quand au
comportement des solutions de (S) au voisinage de (0, 0) ?

(b) Montrer que, dans un voisinage de (0, 0), la fonction V (x, y) = x2 + y2 est une fonction de
Lyapounov stricte. Que peut-on en déduire quand au comportement des solutions de (S) au
voisinage de (0, 0) ?
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