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Avant-propos

Ce mémoire est une synthese de mes travaux de recherche, réalisée afin d’obtenir I’Habilitation
a Diriger des Recherches. Les plupart des textes cités sont disponibles sur ma page :

http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ Ibessier /recherche.html

Mon domaine de recherche est la géométrie riemannienne. Mes différents travaux tournent autour
d’une question, celle posée par René Thom a Marcel Berger dans les années 60, et qui remonte
a Heinz Hopf :

Quelle est la meilleure métrique riemannienne sur une variété compacte donnée ¢

Cette question a un intérét propre, car il est naturel de chercher quelles sont les géométries
canoniques pour une topologie donnée. Elle a aussi un intérét pratique : munir une variété
d’une métrique privilégiée peut aider a résoudre des questions topologiques, en rendant possible
I'utilisation d’outils géométriques ou analytiques. Ce principe est illustré de maniere exemplaire
par la récente preuve de la conjecture de Poincaré. Cette conjecture affirmait qu'une 3-variété
compacte simplement connexe est homéomorphe a la sphere standard. Elle s’est révélée étre
une des questions les plus difficiles de topologie du 20eéme siécle. Par contre c’est un exercice
de géométrie riemannienne de montrer que, munie d’une métrique de courbure constante, une
telle variété est isométrique a la sphere standard. Pour un géometre ou un analyste, il est donc
naturel, pour attaquer cette conjecture, d’essayer de munir la variété de la meilleure métrique
possible, celle de courbure constante. C’est ce programme qu’a lancé Richard Hamilton dans les
années 80, avec sa théorie du flot de Ricci. Il a été conclu de maniere retentissante récemment
par Grisha Perelman, en construisant un flot de Ricci avec chirurgie. Cette méthode prouve
du méme coup la conjecture de géométrisation. La preuve de la conjecture de Poincaré s’avere
plus tortueuse que le schéma envisagé ci-dessus, car on n’obtient pas directement de métrique
de courbure constante, ni méme de courbure positive, sur la variété. Cependant, c’est bien en
munissant la variété d’une métrique particuliere! qu’on en reconnait la topologie.

Dans la partie I de ce mémoire, j’expose la construction d’une variante du flot de Ricci avec chi-
rurgie, que nous appelons flot de Ricci a bulles, ainsi qu'une preuve alternative de la géométrisation,
qui sont développées dans le livre [BBBT10b].

Aux questions de meilleure métrique sont naturellement liés des questions de rigidité. On peut
illustrer ceci par le théoreme de Mostow [Mos73] : si deux variétés compactes de dimension
supérieure ou egale a 3, de groupes fondamentaux isomorphes, sont munies de métriques hy-
perboliques, alors ces variétés sont isométriques. Dans la deuxiéme partie de ce mémoire, je
m’intéresse aux propriétés de rigidité différentielle attachées a un invariant, 'infimum des vo-
lumes parmi les métriques a courbure de Ricci minorée.

La troisieme partie est consacrée au point de vue variationnel : 'idée génerale pour définir une
métrique canonique sur une variété donnée est ici de considérer une fonctionnelle sur I'espace
des métriques de la variété, et détudier ses extremas ou ses points critiques. En particulier, je

'La métrique est telle que la variété est recouverte par des wvoisinages canoniques, qui sont des cylindres
sphériques ou des boules (cf 2.1.1)



m’intéresse aux points critiques de la fonctionnelle de Hilbert-Einstein restreinte a I’espace des
métriques de courbure scalaire constante et de volume 1.

J’expose quelques projets dans la partie I'V.

Premiere partie

Flot de Ricci

Cette premiere partie est consacrée a mes travaux sur le flot de Ricci. L’étude de cette théorie a
commencé pour moi par I’éxégese des “papiers de Perelman” [Per02] [Per03b] [Per03al, une entrée
un peu rude dans le domaine mais tres enrichissante : les quelques 70 pages qui les composent
utilisent pas mal d’analyse (inégalité de Harnack, principe du maximum...) et pratiquement
toute la géométrie des 40 dernieres années (théoremes de comparaison, convergence géométrique,
structure des variétés a courbure positive, espaces d’Alexandrov...). Les démonstrations, aussi
bien que les résultats, sont spectaculaires : G. Perelman construit un flot de Ricci avec chi-
rurgie sur les 3-variétés compactes et en déduit une preuve des conjectures de Poincaré et de
géométrisation, concluant un programme lancé par Richard Hamilton au début des années 1980.
De nombreux travaux sur les papiers de Perelman ont depuis montré I’exactitude de sa preuve?
et fournis des arguments alternatifs & certaines parties de ses travaux [KLO08a][SY00] [CZ06a]

[MTO7][CMO7][MTO08][BBB*07][BBB*10a|[BBB+10b).

Dans le livre [BBBT10b] écrit en collaboration avec Gérard Besson, Michel Boileau, Sylvain
Maillot et Joan Porti, nous développons une variante du flot de Ricci avec chirurgie, que nous
appelons flot de Ricci a bulles, simplifiant la construction de Perelman. On donne également
une preuve alternative de la géométrisation, qu’on déduit de I'existence de suites de métriques
produites par le flot de Ricci a bulles, grace a des arguments topologiques et au théoreme de
W. Thurston d’hyperbolisation des variétés de Haken (cf. le preprint [BBBT07] et la version
publiée [BBBT10a]). Dans [BBMO09], Gérard Besson, Sylvain Maillot et moi-méme étendons la
construction du flot de Ricci a bulles aux 3-variétés completes de géométrie bornée. Nous en
déduisons la classification de celles, parmi ces variétés, qui admettent une métrique de courbure
scalaire uniformément positive.

Cette partie I est organisée comme suit. Elle comporte 3 sections. Dans la premiere, j’introduis
les notions fondamentales de topologie, permettant d’énoncer la conjecture de géométrisation et
quelques résultats essentiels. Je décris ensuite le programme et les techniques élaborées par R.
Hamilton, et tres succintement la construction par G. Perelman d’un flot de Ricci avec chirurgie.
Dans la deuxiéme, je présente plus en détail le flot de Ricci a bulles, et les idées de Perelman
qui en sont le coeur, et notre preuve alternative de la géométrisation. La section 3 est consacrée
a extension de la construction du flot de Ricci a bulles au cadre des 3-variétés completes de
géométrie bornée et au théoreme de classification que nous en déduisons.

2Pour une présentation des travaux de Perelman aux non experts, on pourra consulter parmi [And04]
[Mor05][Bes05][BBB06b] [BBB06a] [Bes06a] [Bes06b][Bes06¢][Lot07] [Mai08a]



1 Géométrisation et flot de Ricci

Dans cette section, je rappelle les définitions de topologie de dimension 3 qui nous seront
nécessaires, les énoncés des conjectures de Poincaré et de géométrisation, ainsi certains résultats
essentiels. Je décris ensuite le programme lancé par Hamilton et brievement sa conclusion par
Perelman.

1.1 La conjecture de géométrisation

Dans cette sous-section, la variété M sera supposée compacte (éventuellement & bord), orien-
table, de dimension 3.

Avant d’énoncer la conjecture de géométrisation, nous introduisons quelques notions essentielles.
Une géométrie est une variété riemannienne (X, ¢g) simplement connexe, compleéte et homogene -
i.e. deux points quelconques admettent des voisinages isométriques - admettant des quotients de
volume fini. Une variété sans bord est géométrique si elle est difféomorphe a un quotient d’une
géométrie (X, g) par un sous-groupe discret de Isom (X, g) agissant librement. Une variété a bord
sera elle dite géométrique si son intérieur est géométrique (le bord est dans ce cas rejeté a I'infini,
la métrique étant complete). En dimension 2, une géométrie est de courbure constante, il y en a
donc essentiellement trois correspondant & une courbure -1, 0 ou +1. De plus, toute surface est
géométrique. Ce n’est pas le cas en dimension 3, sous deux aspects. D’abord William Thurston a
montré qu'il y a 8 géométries, pas toutes de courbure (sectionnelle) constante : celles de courbure
constante S?, E3, et H?; les géorgt_é\tfi/es produit S? x E' et H? x E!; les produits tordus Nil

(un fibré en droites sur E2) et SL(2,R) (un fibré en droites sur H?), et la géométrie Sol (un
fibré en plans sur R). Ensuite, une 3-variété quelconque n’est pas nécessairement géométrique.
Cependant, Thurston a conjecturé qu’on pouvait toujours la découper en morceaux qui le soient,
et ’a montré pour une large classe de variétés. Le découpage doit se faire le long de certaines
surfaces plongées dans la variété et essentielles : on dit qu’une surface fermée > plongée dans
M est essentielle si elle est mi-injective, ne borde pas de 3-boule et ne coborde pas un produit
avec une composante connexe de OM. La conjecture de géométrisation peut-étre alors énoncée
comme suit.

Conjecture 1.1 (Conjecture de géométrisation de Thurston). L’intérieur de toute 3-variété
compacte, orientable, peut étre découpé le long d’une collection finie de 2-sphéres et de 2-tores
essentiels deux a deur disjoints, donnant en recollant des 3-boules sur les sphéres une collection
canonique de 3-variétés géométriques.

Notons que I'opération consistant a couper la variété le long d’une sphere plongée et a recoller
deux 3-boules sur les spheres de bord obtenues est 'opération inverse de la somme connexe. La
conjecture dit donc que la variété peut-étre décomposée en somme(s) connexe(s), puis chaque
composante le long de 2-tore(s) (ou non) tels que les composantes obtenues soient géométriques.

Un cas particulier de la conjecture est la conjecture d’elliptisation, qui dit qu'une variété fermée,
orientable, de groupe fondamental fini est sphérique, c’est-a-dire admet une métrique de courbure
constante égale & +1. Si on suppose que le groupe fondamental est trivial, cette conjecture devient
la conjecture de Poincaré :

Conjecture 1.2 (Conjecture de Poincaré). Si M est une 3-variété fermée et simplement conneze,
alors M est difféeomorphe a la 3-sphére.



La conjecture de géométrisation est fondée sur deux résultats centraux de topologie de dimension
3, donnant une décomposition topologique canonique : la décomposition de Kneser le long de
spheres et la décomposition de Jaco-Shalen-Johansson le long de tores.

On dit que M est irréductible si toute 2-sphere plongée dans M borde une 3-boule plongée dans
M. Par exemple, S' x S? n’est pas irréductible. On a le résultat suivant, l’existence étant due &
H. Kneser et 'unicité a J. Milnor :

Théoréme 1.3 (Décomposition de Kneser). Toute 3-variété compacte, orientable est une somme
connexe de 3-variétés qui sont soit homéomorphes a St x S? soit irréductibles. De plus la suite
finie des composantes de la somme connexe est unique, a réordonnement et homéomorphisme
préservant l'orientation pres.

Notons que S' x S? est géométrique. Ceci réduit la conjecture de géométrisation au cas des
variétés irréductibles. Pour la seconde décomposition, nous avons besoin de quelques définitions.

On suppose maintenant que M est irréductible. Un 2-tore plongé dans M est dit incompressible
s’il est mi-injectif, sinon il est dit compressible. On dit alors que M est atoroidale si tout tore
plongé dans M est compressible ou isotope & une composante connexe de M. Comme exemple
de variété non atoroidale, on peut penser & T2 x S, ou & F x S! pour n’importe quelle surface
fermée orientable F' de genre au moins 1. Dans ce dernier cas, on peut prendre comme tore
incompressible v x S, olt ¥ C F est une courbe fermée homotopiquement non triviale. On peut
faire cette construction sur la plupart des variétés de Seifert, une variété de Seifert étant un
fibré en cercle sur un orbifold de dimension 2 (de maniere équivalente, une variété admettant
une partition en cercles telle que chaque cercle admet un voisinage tubulaire saturé). Le théoreme
de décomposition est alors le suivant [JS79],[Joh79] :

Théoréme 1.4 (Décomposition de Jaco-Shalen-Johansson). Toute 3-variété compacte, orien-
table, irréductible admet une décomposition canonique le long de tores incompressibles en variétés
qui sont atoroidales ou de Seifert.

Il est connu que les variétés de Seifert sont géométriques. Plus précisément, une variété est de
Seifert si et seulement si elle admet une des 6 géométries suivantes : S?,E3,S? x E!, Nil, H? x

E!, SL(2,R) (voir, par exemple, [BMPO03] pages 15-16).

Apres ces deux décompositions, la conjecture de géométrisation est donc réduite au cas des
variétés irréductibles et atoroidales.

Par ailleurs, une autre classe de variétés pour laquelle la géométrisation était établie est celle
des variétés de Haken. Une 3-variété compacte, orientable irréductible M est de Haken si OM
est non vide ou si M contient une surface fermée essentielle. Un résultat majeur de W. Thurston
est le suivant :

Théoréme 1.5 (Théoreme d’hyperbolisation de Thurston). La conjecture de géométrisation est
vraie pour les 3-variétés de Haken.

Il restait donc a traiter le cas des variétés fermées, irréductibles et atoroidales. Le point final
découle des travaux de G. Perelman :

Théoréme 1.6 (G. Perelman). Soit M une 3-variété fermée, orientable, irréductible, atoroidale :

i. Si (M) est fini, alors M est sphérique.



it. Si w1 (M) est infini, alors M est hyperbolique ou de Seifert.

On décrit le programme de R. Hamilton et plus brievement la construction de Perelman dans la
sous-section suivante. Nous donnerons plus de détails lorsque nous présenterons notre variante
de la preuve. En fait, la démontration de Perelman prouve la géométrisation dans un cadre plus
général que celui de I’énoncé ci-dessus, i.e. sans faire d’hypothese d’irréducibilité et d’atoroidalité.
Cependant, dans ce texte nous nous concentrons sur le théoreme 1.6, qui est celui que nous
démontrons dans [BBBT10b).

1.2 Le flot de Ricci

On suppose maintenant que M est une variété fermée, orientable de dimension n. La méthode
d’Hamilton consiste, partant d’une métrique initiale g quelconque sur la variété, a lui associer une
famille ¢ — g(t) de métriques qui est solution de I’équation, dite maintenant de Hamilton-Ricci :

0

ag
de donnée initiale g(0) = g. Dans cette équation, Ric,y) est la courbure de Ricci de la métrique
g(t), un 2-tenseur symétrique qu’on peut définir par la formule

(t) = -2 Rng(t), (1.1)

Ricy(X, X), = ZK(X, €i)zs

ou {e;} est une base g-orthonormée du (n — 1)-plan de T, M orthogonal & X, et K(X,e;), la
courbure sectionnelle du 2-plan engendré par X et e;. C’est aussi, a une constante multiplicative
pres, la moyenne des courbures sectionnelles des 2-plans de T, M contenant X. L’idée est que
(1.1) ressemble & une équation de la chaleur sur I'espace des métriques, et que cela doit donc
avoir des propriétés régularisantes.

Hamilton démontre d’abord I'existence, pour toute donnée initiale, d’une solution sur [0, ) pour
€ > 0. En utilisant des équations d’évolution des courbures et des principes du maximum, il
montre de plus que la solution existe sur un intervalle maximal [0,7"), ou T € (0, +00], tel que,
si T < 400, alors le supremum (en valeur absolue) des courbures sectionnelles des métriques
g(t) tend vers +oo lorsque ¢t — T

De maniere générale, le controle des courbures se fait via leurs équations d’évolution et des
principes du maximum. Commencgons par expliquer ceci dans le cas le plus simple : celui de la
courbure scalaire, notée R. L’équation d’évolution est alors

2
%If = AR+2|Ric* > AR+~ R? (1.2)

ou toutes les quantités (Laplacien, normes, courbures) dépendent de g(t), et A est le Laplacien
des analystes, i.e. la trace du Hessien. C’est une E.D.P de type réaction-diffusion, le Laplacien
régularisant la solution (diffusion) et le terme non linéaire ayant tendance a la faire exploser
(réaction). Heuristiquement, %—? > %RQ > 0 en un point ou la courbure scalaire est minimale,
donc le minimum de la courbure scalaire de g(¢), qu'on note Rmin(t), doit croitre avec ¢. Plus
précisément, un principe du maximum (cf. [CK04, Th. 4.2]) montre que si u(-, -) est une solution

d’une E.D.P du type
ou
e 2 Aywyu+ F(u),



et que ¢(t) est une solution de 'O.D.E ¢'(t) = F(¢) de condition initiale satisfaisant u(-,0) >
#(0), alors u(-,t) = ¢(t) pour tout t tel que u et ¢ soient définis. Appliqué a (1.2), avec F =0
ou F(u) = 2u?, ceci montre que Rpin(t) est croissante, ou que
2
Runin(t) > # (1.3)
Toin(0)

Notons que si Ruyin(0) > 0, '"équation (1.3) montre que Ruyin(t) — oo lorsque t tend vers une
valeur T' < m. Cependant, il se peut que des courbures sectionnelles tendent vers +oo,
d’autres vers —oo. Nous verrons plus loin qu’en un certain sens, les courbures sectionnelles
positives tendent & ’emporter. Pour avoir plus d’informations Hamilton travaille avec I’équation
d’évolution de 'opérateur de courbure (un 2-tenseur symétrique sur Iespace des 2-formes de la
variété), qui en dimension 3 s’écrit tres agréablement sous la forme

0Rm
ou le Laplacien est la trace de la dérivée covariante seconde et () est une expression quadratique.
Un principe du maximum adéquat montre alors que la condition Ric > 0 est préservée par le

flot de Ricci (en dimension 3). Sous I’hypothese Ric > 0, il obtient le résultat frappant suivant :

Théoreme 1.7 ([Ham82]). Soit (M, gog) compacte de dimension 3 telle que Ricg, > 0, et soit
g(t) la solution de (1.1) telle que g(0) = go. Alors T' < oo et g(t) converge, & renormalisation
pres, lorsque t — T vers une métrique de courbure sectionnelle constante.

En particulier M est sphérique.

= e -

La renormalisation consiste a considérer la solution du flot de Ricci normalisé :

. 2
ag(t) = —2Ricy —i—;rg, (1.5)

our = fl‘f/%(;)vg. Cette solution differe de (1.1) seulement par une renormalisation de la métrique

et du temps, telle que le volume soit constant. Un autre résultat de “convergence” est obtenue

dans [Ham99|, ou Hamilton classifie les solutions du flot de Ricci normalisé qu’il appelle non

singuliéres, c’est-a-dire les solutions de (1.5) définies sur [0,+00) qui satisfont |[Rm| < C, ou

C est indépendant de ¢. Il montre que pour une telle solution, sur une variété fermée M de

dimension 3,

— g(t) s’effondre (le maximum des rayons d’injectivité de la variété tend vers 0) lorsque t — oo,
ou

— ¢(t) converge vers une métrique de courbure sectionnelle constante (les 3 signes étant possibles)
lorsque t — oo, ou

— Il existe une collection finie Hy, ..., H, de variétés hyperboliques completes (non compactes)
de volume fini, et pour tout t assez grand des plongements ¢;(t) : H; — M tel que @;(t)*g(t)
converge vers la métrique hyperbolique lorsque ¢ — oo la partie exceptionnelle de M, qui



est formée des points de M qui sont en dehors de I'image de tous les ¢;(¢) ou qui sont dans
I'image mais tels que ¢;(t)*g(t) n’est pas assez proche de la métrique hyperbolique, a un
volume tendant vers 0 quand ¢ — oo; chaque H; est topologiquement essentiel au sens que
m1(H;) s’injecte dans 71 (M).
Sans hypothese sur la métrique initiale ou sur les courbures de g(t), une solution de (1.1) ou (1.5)
peut développer des singularités qu’'une renormalisation ne permet pas d’éliminer. La courbure
peut exploser sur des parties seulement de la variété, ou exploser partout mais a des vitesses
différentes.

Dans [Ham95b] R. Hamilton étudie les singularités en combinant le pincement de Hamilton-Ivey,
des dilatations paraboliques et un théoréme de compacité. Expliquons ces 3 notions, fondamen-
tales pour I’étude du flot de Ricci, et utilisées de maniere intensive dans la construction de G.
Perelman.

Le pincement de Hamilton-Ivey, découvert par R. Hamilton et T. Ivey, dit essentiellement que,
sous l'action d’un flot de Ricci, si la courbure scalaire devient tres grande en un point, la partie
négative de I'opérateur de courbure tend a étre négligeable comparée a la courbure scalaire, en
ce point. De plus, il donne en tout point un controle de 'opérateur de courbure par la courbure
scalaire, du moment que celui-ci soit valide au temps initial. Plus précisément :

Théoréme 1.8 (Pincement de Hamilton-Ivey [Ham86],[Ive93]). Il existe une fonction croissante
¢ : [~1,+00) — [1,400), telle que ¢(s)s™' — 0 quand s — 400 avec la propriété swivante. Si
R > —1 et Rm > —¢(R) sur M x {0}, alors on a sur M x [0,T),

Rm > —¢(R). (1.6)

La contrainte initiale n’est pas restrictive car on peut toujours s’y ramener par dilatation de la
métrique. Dans ’énoncé ci-dessus, Rm > a € R signifie que les valeurs propres de 'opérateur de
courbure Rm sont supérieures ou égales & a. Si on les désigne par A > p > v, on a donc aussi,
puisque 2(A + p +v) = R (avec les conventions adéquates),
R

5 F20(R) 2 A2 v > —g(R), (1.7)
ce qui signifie que la courbure scalaire controle tout l'opérateur de courbure. De plus, il se
passe quelque chose de treés intéressant lorsque R(x,t) >> 1 (par convention R(z,t) désigne la
courbure scalaire au point = de la métrique g(¢)). En effet, en divisant (1.6) par R, on a alors

Rm(:c,t) > —(b(R((E,t))

Rxt) © Rt ° ° (18)

ou € > 0 peut-étre arbitrairement petit quand R(x,t) — oo. Si on considére une renormalisation
de g(t), appelons la g(t), telle que Rg(z,t) = 1, on a alors Rmg(x,t) > —e. La courbure de la
métrique renormalisée est presque positive au point considéré. On commence a voir comment la
géométrie des variétés a courbure positive intervient dans I’histoire.

Un cas particulier de renormalisation est fourni par les dilatations paraboliques : si g(-) est un
flot de Ricci défini sur [a, b], @ un nombre positif, et ¢y € [a, b], on appelle dilatation parabolique
de facteur Q@ au temps to la famille de métriques g(t) := Qg(to + t/Q), qui est définie sur
[Q(to — a),Q(b — tp)]. C'est aussi un flot de Ricci, Popération ayant pour effet de diviser les
courbures par @ (qui en général est grand) et de ramener le temps ¢y en 0. Si @ = R(xo, o), on
a ainsi Rg(x0,0) = 1.
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Pour étudier les singularités, 'idée est, étant donnée une suite (z,tr) ou R(xk,tx) — o0,
de considérer la suite de dilatations paraboliques de facteur QJx au temps tp, avec en général
Qr = R(zp,tr). On obtient ainsi une suite de flots de Ricci pointés (M, gi(-), xk), définis sur
[tk Qk, 0] (au moins).

(Il,tl) (ikvtk)

R(z,0) =1

On souhaite alors faire (sous)-converger cette suite vers un flot de Ricci (Moo, goo(+), Too). Si les
Q) sont bien choisis et si la limite existe, celle-ci sera un flot de Ricci d’opérateur de courbure
positif ou nul (en z, cela se voit par passage a la limite dans la renormalisation de (1.8), aux
autres points il faut un petit argument), défini sur (—oo,0] (au moins, on dit alors qu’il est
antique). L’étape suivante est de classifier ces solutions, ce qui donnera des modeles pour les
singularités.

Avant cela précisons la notion de convergence et le théoreme de compacité adéquat. Nous avons
besoin d’une définition, qui dans sa version riemannienne est due a Gromov.

Définition 1.9. Soit (a,b) un intervalle tel que —oc0 < a < 0 < b < +o0. On dit qu’une
suite de flots de Ricci pointés (Mg, {gk(t)}te(ap), Tr) converge vers un flot de Ricci pointé
(Moo, {goo(t) te(ap)s Too) 'l existe pour tout k des plongements [ de la boule de rayon k
(pour goo(0)) B(%o0,0,k) C My vers My, envoyant z sur xy tels que F}igy(t) converge vers
Joo(t) au sens C'*° uniformément sur tous les compacts de My, X (a,b).

My

Le théoreme de compacité est alors le suivant :

Théoréme 1.10 ([Ham95a]). Si une suite de flots de Ricci pointés (My, gi (), zx) satisfait
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(1) Pour tout r > 0 et tout t € (a,b), les valeurs absolues des courbures sectionnelles de gy (t)
sont bornées sur B(xy,0,7) C My par une constante K (r,t) indépendante de k,

(2) Le rayon d’injectivité en xj, de gi(0) est minoré par une constante v > 0 indépendante de
k,

alors il existe une sous-suite convergeant vers un flot de Ricci pointé (Mso, goo(+), Too) défini sur
(a,b).

Une difficulté majeure dans le programme d’Hamilton était d’obtenir la condition (2) ci-dessus,
pour une suite de dilatations paraboliques, sans hypothese sur la métrique initiale go. L’étape
suivante, apres avoir montré que les singularités se produisent essentiellement sur des cylindres
S? x I, aurait été de faire des chirurgies sur leurs spheéres médianes, de reboucher par des boules,
puis de relancer le flot de Ricci sur chaque composante connexe. Dans 1’idéal, aprés un nombre
fini de chirurgies, certaines composantes acquierent une courbure sectionnelle positive, alors que
les autres deviennent non singulieres. Les premieres sont alors classifiées grace au théoreme 1.7,
et on n’a pas besoin de poursuivre le flot sur ces composantes (on dit que le flot s’éteint). Les
secondes sont classifiées par le théoreme [Ham99] vu page 9.

C’est plus ou moins ce programme qui a été terminé par G. Perelman, mais avec quelques
complications redoutables. Par exemple, il peut y avoir une infinité de chirurgies, et il n’y a pas
de borne globale pour la courbure sectionnelle. Un des apports de [Per02] est 'introduction de
nouvelles fonctionnelles, de type entropie, dont la monotonie le long du flot permet cependant
de contréler des quantités géométriques, comme le rayon d’injectivité local. Perelman en déduit
la classification des singularités et la description de la métrique en ses points d’explosion, grace
au théoreme dit des wvoisinages canoniques (cf. [Per02, Th. 12.1]). Dans [Per03b], Perelman
démontre l'existence d’un flot de Ricci avec chirurgie défini sur [0, +00) (avec la convention de
considérer I'ensemble vide sur [T, +00) si le flot s’éteint sur toutes les composantes de (M, g(T')).
Apres I'étude en temps long (i.e. lorsque t — o0) de ce flot avec chirurgie, Perelman obtient
les estimées géométriques (borne locale de courbure par exemple) lui permettant de montrer la
convergence du flot (convenablement renormalisé) vers une métrique hyperbolique sur la partie
épaisse, et détablir la structure graphée de la partie mince. Nous verrons ces notions en détail
en 2.1.3, lorsque nous présenterons notre argument alternatif pour démontrer la géométrisation.
Une preuve de la conjecture de Poincaré, utilisant seulement I'existence d’'un flot de Ricci avec
chirurgie en temps fini, est donnée dans [Per03a]. Dans cette preuve, on n’a pas besoin de 1’étude,
trés technique, du comportement en temps long du flot. Nous en présenterons une version en
2.1.2, et nous verrons qu’on n’a besoin en fait que d’une version rudimentaire de flot de Ricci a
bulles pour démontrer la conjecture de Poincaré.

Les articles de Perelman sont tres denses et utilisent des techniques tres variées d’analyse et de
géométrie. On ne les détaille pas ici, réservant quelques explications pour notre variante du flot
avec chirurgie présentée dans la section suivante. En effet, si notre construction est un peu plus
simple, les outils sont ceux de Perelman.

2 Le flot de Ricci a bulles et la géométrisation

Dans cette section, je présente le flot de Ricci a bulles, notre variante de la construction de
G. Perelman, que nous développons dans les parties I, IT et III du livre [BBB*10b]. J’explique
ensuite comment on en déduit une preuve alternative de la conjecture de géométrisation, grace
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a un théoreme d’effondrement faible. Celui-ci, indépendant de la théorie du flot de Ricci, re-
pose sur un théoréeme d’annulation du volume simplicial, de M. Gromov, et sur le théoréme
d’hyperbolisation de Thurston.

2.1 Flot de Ricci a bulles

Dans cette section, nous supposons la variété M connexe, fermée, orientable, et irréductible.
Nous la supposons également non sphérique. Notre but est de prouver le théoreme 1.6. Le cas i)
se déduira par contradiction d’un théoreme d’existence en temps fini d’un flot de Ricci a bulles
et d’une estimée a priori sur son temps maximal d’existence. Le cas ii) utilisera 1’existence en
temps infini d’un flot de Ricci a bulles et le théoreme d’effondrement faible mentionné ci-dessus.

2.1.1 La construction du flot de Ricci & bulles

Je commence par une description heuristique de la construction du flot de Ricci a bulles. Sup-
posons donné un flot de Ricci g(-) sur M x [0,T) ou T < +00 est maximal. Les principes du
maximum et le pincement de Hamilton-Ivey montrent que le maximum de la courbure scalaire
de ¢g(t), que nous noterons Ryax(t), tend vers +o0o quand ¢ — T. Le théoreme des voisinages
canoniques de Perelman montre que le flot de Ricci a la propriété (VC),, c’est a dire qu’il existe
un parametre r > 0 (dépendant des courbures sectionnelles et du rayon d’injectivité de g(0)),
tel que tout point (z,t) de courbure scalaire R(z,t) > r~2 est centre d'un voisinage canonique.
Nous en donnons une définion simplifiée. Sous les hypotheses topologiques ci-dessus®
nage canonique est un ouvert U de (M, ¢g(t)) qui est

, un voisi-

(a) un e-cou® : U est e-homothétique (e-proche apres dilatation) au produit S? x (—e=1, e71),

~ R(z,t)" /21
e ——

O@ @ @) §% x (=e7t e

(b) un e-capuchon® : U est une boule topologique dont un voisinage du bord est un e-cou.

g-cou xT

3Dans le cas général, la liste des voisinages canoniques est plus longue que celle donnée ici. Il faut ajouter par
exemple les variétés a courbure positive.

“Cette définition peut-étre renforcé en e-cou fort : on demande alors que (U, g(+)), sur un intervalle de temps
[t— A, ], soit e-proche , apres dilatation parabolique, de S% x (—e~!,e~") muni de son flot standard sur I’intervalle
[_ L, 0]

5Cette définition peut aussi étre renforcée en (e,C)-capuchon pour inclure des contréles géométriques
dépendant de € et d’une constante C.
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On dit que = € U est centre du voisinage canonique s’il est sur la sphere médiane de U lorsque
U est un e-cou (sphére qui correspond & S? x {0} via I’approximation), et s’il n’est pas dans
le e-cou au bord de U lorsque U est un capuchon. Par abus de langage on dira que (z,t) est
centre du voisinage canonique. Le parametre ¢ est un petit nombre positif qui controle a la fois
la taille des e-cous et la proximité métrique du voisinage canonique au modele S2 x (—e~1, ¢71).
Il assure que si des e-cous s’intersectent raisonnablement, leur union est difféomorphe & S? x
(0,1) (qu’on appelle alors un e-tube) ou & S? x S'. De méme, une union connexe de e-cous et
de e-capuchons sera un e-capuchon (une 3-boule) ou difféomorphe & S3 (s’il y a 2 capuchons
disjoints). La proximité métrique est définie comme suit. On dit que (U, g(t)) est e-homothétique
a 5?2 x (—e71,e71) gl existe A > 0 et un difféomorphisme v : % x (—e=1,e71) — U tel que

|Mp*g(t) — gcyl‘c[sfl] <g,

ol gey1 est la métrique cylindrique de courbure scalaire 1 sur S% x (—e71 7). 11 s’ensuit que
A est proche de R(z,t), et que la taille du e-cou est déterminée par sa courbure scalaire (son
diametre est de 'ordre de 26 ' R(z,t)~1/2).

Notons que I’hypothese d’irréducibilité et de non sphéricité de M implique que la sphere médiane
de tout e-cou sépare M en deux composantes connexes dont une (et une seulement) est une boule.
Il est donc impossible qu’en un temps t € [0,T), on ait Ry (t) = r~2. En effet, si c’était le cas,
tout point (z,t) serait centre d’un voisinage canonique et la variété M serait recouverte par des
e-cous et des e-capuchons, donc difféomorphe a S? x S! ou S3, ce qui est exclu par hypothese.

\

‘ ?NSZXI

e-capuchon ~ B®

~ g3

~§? x st

e-capuchon ~ B3

L’idée, pour éviter la formation de singularités, est de fixer un nombre © >> =2, et d’effectuer,
au premier temps to € [0,7) tel que Rmax(to) = © (s'il existe), une déformation de la métrique
que, par abus de langage et pour souligner la différence avec la démarche de Perelman, nous
appellerons chirurgie métrique. En effet, contrairement a la construction de Perelman, nous
gardons la variété fixe lors des “chirurgies”. Une autre différence est que Perelman effectue les
chirurgies au temps 7" tel que Ruyax(t) — 0o lorsque ¢ — T'. Notre procédure est plus proche de
celle de Hamilton [Ham86]. La chirurgie métrique consiste d’une part & trouver une collection
finie U de e-cous disjoints de courbure scalaire ~ h™2, oti le parametre® h > 0 vérifie

r?<<h?<<O,

6Ce parametre est introduit pour la raison technique suivante : il sera en fait nécessaire de prendre des J-cous,

. . 7 7 —2 -2 .
ol § << e. L’existence de ces d-cous sera démontrée pour ’:j assez grand et % assez petit
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telle que la réunion By, des 3-boules bordées par les spheres médianes de U, contienne la
région de grande courbure scalaire. Plus précisément, partitionnons (M, g(to)) en 3 régions (pas
nécessairement  connexes) de petite, moyenne et grande courbure scalaire

S={x|R(z,t)) <2r 2}, M={x|2r 2 < R(z,t) < 0/2},
et L={z]|0/2<R(z,t)) <O}

L

4

Y

Rappelons que S est toujours non vide d’apres nos hypotheses topologiques. Faisons une ob-
servation préliminaire. Une g(to)-géodésique minimisante 7 : [0,1] — M telle que y(0) € S et
7(1) € L rencontre M, et en particulier contient un point v(s) de courbure scalaire h~2. Puisque
h=2 >> 2r=2 le point ¥(s) est centre d’un voisinage canonique U. Celui-ci est nécessairement
un e-cou : y est minimisante, a ses extrémités hors de U et passe par son centre, ce qui est
impossible dans le cas d’'un e-capuchon. Sa sphere médiane borde alors une 3-boule contenant
une des extrémités de vy seulement. Cependant, ce pourrait-étre y(0) (par exemple, dans la figure
ci-dessus, si 7(0) € S est a droite et (1) € L est dans la partie centrale). Pour choisir correc-
tement une famille de boules, on s’appuie essentiellement sur ’argument suivant. L’ensemble
MU L étant recouvert par des voisinages canoniques, on peut I'inclure dans une famille finie de
e-tubes et de e-capuchons disjoints, Vi, ..., V. On considere alors N = M \ (U;V;) C S, qui est
non vide. Une des composantes connexes N’ de N n’est pas incluse dans une 3-boule : sinon M
est contenu dans une union de tubes et de 3-boules, donc difféomorphe & S? x S ou S3, ce qui
est exclu. On choisit cette composante N’ (& gauche sur la figure), qu’on sépare alors de £ grace
a des e-cous contenus dans les 3-boules bordant N’ (qui sont disjointes de N'). Précisons qu’il
peut étre nécessaire d’utiliser plusieurs e-cous dans une boule.

e-cou de boule
courbure ~ h™?
--——#

sphere médiane

Ayant inclus les points de grande courbure scalaire dans B4, on remplace sur chaque boule de
By, la métrique g(tg) par une métrique g4 (tp) qui satisfait (a) g4 (to) < g(to) (b) la courbure
scalaire de g, (t9) est de 'ordre de h=2 (c) gy (to) vérifie le pincement de Hamilton-Ivey (d)
g+(to) est modelée sur la métrique initiale standard.
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O (M7 g+(t0))

La métrique initiale standard est la donnée initiale de la solution standard, un flot de Ricci sur
R3, défini sur l'intervalle [0,1) et pour chaque temps complet, rotationnellement symétrique,
de courbure sectionnelle positive et bornée, cylindrique a ’infini. La donnée initiale est de plus
sphérique pres du sommet (le centre de symétrie), et cylindrique de courbure scalaire 1 en dehors
d’un compact (elle est en fait obtenue en recollant un hémisphere a S? x [0, +00)).

Les propriétés (a) et (b) peuvent sembler contradictoires car h=2 << ©, ce qui signifie que le
maximum de la courbure scalaire a décru ainsi que la métrique. On les obtient en utilisant un
difféomorphisme qui concentre B (la métrique étant renormalisée par h=2) preés du sommet de
la métrique initiale standard, en faisant 'interpolation avec cette métrique, puis en ramenant la
métrique obtenue sur B (et en renormalisant par h?).

sphere médiane

ek v o b

métrique initiale standard j

Sur le complémentaire des boules on pose g (tg) = g(tp). Sur chaque composante connexe de U U
B, la métrique obtenue définit un e-capuchon presque standard, de courbure scalaire comparable
a h~2. Par construction, on obtient g, (o) < g(to), Rmax(9+(t0)) < ©/2 et Ruin(gy(to)) =
Rmin(tO)‘

L’idée ensuite est de relancer le flot de Ricci sur M avec donnée initiale g4 (o), et d’itérer la
construction ci-dessus. Si c’est possible sur un intervalle donné avec les mémes parametres, on
obtient sur M un flot de Ricci lisse par morceaux, de courbure scalaire bornée (par ©). De plus,
le temps nécessaire a la courbure scalaire pour passer de ©/2 & © peut-étre estimé grace aux
propriétés des voisinages canoniques. Il est au moins de C'/© ou C' est une constante. On a donc
une estimée sur le nombre maximal de temps singuliers dans I'intervalle donné.

Ces deux propriétés (courbure bornée, estimées entre temps singuliers) n’apparaissent pas dans
la construction de Perelman. En effet, Perelman effectue les chirurgies au temps singulier 7' ou
Rpax = +00. Ces propriétés ne sont pas cruciales dans la contruction sur les variétés compactes,
mais le seront par contre dans la variante développée sur les variétés non compactes (Section 3).

La grande difficulté est évidement de montrer ’existence du parameétre r valable sur un intervalle
donné a priori. La preuve (qui occupe les parties occupe les parties I-IT de [BBBT10b]) est
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trop complexe pour étre détaillée dans ce texte. En effet on doit, pour montrer 'existence du
flot de Ricci a bulles sur un intervalle [0, 7] donné a priori, introduire d’autres parametres et
construire une version plus sophistiquée, dite de paramétres (r,d, k). Sans aller au coeur de la
démonstration, nous allons essayer d’expliquer au lecteur le role de ces parametres, et pourquoi
leur interpendance rend la construction si délicate.

Le parametre crucial est le rayon 7 > 0 des voisinnages canoniques, celui de la propriété (VC),.
Il s’agit de le définir de maniere qu’il soit insensible aux chirurgies. En effet, dans le cas contraire,
on aurait aprés un premier temps singulier ¢y un r; > 0, dépendant de g4 (ty), et une simple
itération de la construction précédente risquerait alors de donner des suites r;, h; — 0, ©; — o0,
et une accumulation des temps singuliers en temps fini.

Le point clé est donc d’avoir une version du théoreme des voisinages canoniques, qui montre
I’existence de ce rayon r, insensible aux chirurgies. Expliquons un peu la preuve de ce théoreme.
Elle montre en fait l'existence d’un parametre r = r(k) > 0 ot k > 0 est un autre parametre qui
controle le non-effondrement local de g(-). En simplifiant quelque peu les définitions, disons que
g(t) est k-non-effondrée a l’échelle 1 si, pour toute boule B(x, p) C (M, g(t)) de courbures sec-
tionnelles bornées en valeur absolue par p~2, on a vol B(z, p) > rp®. Par les théoremes standard
de comparaison, cette minoration du volume équivaut a une minoration du rayon d’injectivité
en x par C(k)p, ou C(k) > 0. Le premier résultat majeur de Perelman dans [Per02] est un
théoreme de non effondrement local, qui montre l'existence d’une constante x(7') > 0 tel que
tout flot de Ricci sur [0,a) C [0,7) est x-non effondré a I’échelle 1 (si g(0) est convenablement
normalisée). Sa preuve utilise de nouvelles fonctionnelles (W-entropie, £-longueur) et des ar-
guments variationnels le long de £-géodésiques (courbe minimisant la £-longueur) que nous ne
détaillerons pas ici.

Une fois obtenu le x(T")-non effondrement, la preuve du théoréme des voisinages canoniques (sur
[0, T avec les mémes hypotheses) s’effectue alors par contradiction, en considérant une suite de
contre-exemples et leurs dilatations paraboliques. Le contréle du rayon d’injectivité local permet
d’appliquer un théoreme de compacité (local), ce qui est la premiere étape de la preuve. La suite,
trés technique, consiste a étendre les controles de courbure pour en déduire une convergence au
sens du théoreme 1.10. La contradiction finale est fournie par la classification des modeles limites
(appelés k-solutions), que Perelman résoud complétement en dimension 3.

Un point-clé pour étendre la preuve ci-dessus a un flot avec chirurgie (ou a bulles) est donc de
déterminer x(7") > 0 qui soit insensible aux chirurgies. Pour que les arguments variationnels de
la preuve du théoreme de non effondrement local mentionné ci-dessus continuent a s’appliquer,
on est conduit a raffiner la construction de la chirurgie métrique. Trés grossierement, disons
simplement qu’on doit s’assurer que certaines £-géodésiques restent "loin” des chirurgies. Pour
cela, on introduit un autre parametre § << ¢, et on effectue les chirurgies & partir de spheres
médianes de d-cous (plutdt que de e-cous) tres longs et trés courbés. On utilise aussi de manieére
cruciale un théoreme de persistence, qui montre que sur les §-capuchons presque standard obtenus
par chirurgie, la solution va évoluer pendant en temps déterminé (d’autant plus grand que 0 est
petit) en restant proche de la solution standard ([BBBT10b] chapitre 8). Ceci donne facilement
un controle du non effondrement local (et des voisinages canoniques) dans cette région.

Notons que 'existence de §-cous séparant les régions de petite et de grande courbure scalaire
ne découle plus simplement de la propriété (VC), (elle ne donne a priori que des e-cous), mais
doit étre démontrée a partir de cette propriété sur un intervalle donné. C’est possible grace a un
théoréme d’existence qui fait dépendre les parametres h et © de r et 6 ([BBB110b], théoréme
6.2.1).
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Une autre subtilité vient de ce que le parametre § ci-dessus dépend de T mais aussi d'un
rayon courant ' > 0 tel que '’hypothese (VC),s soit satisfaite. Pour éviter toute circularité
dans le raisonnement, on montre ’existence des parametres r, § et k a l'aide de 3 propositions
indépendantes ( [BBBT10b] propositions A,B et C, section 5.3), ou la dépendance relative des
parametres est exhibée. On explique alors comment, en les combinant, on obtient le résultat sui-
vant (pour la définition formelle du flot de Ricci & bulles de parametres (r, d, k), voir [BBBT10b,
Définition 3.2.8]). Précisons avant cela une définition : une métrique g est normalisée si ses
courbures sectionnelles sont bornées en valeur absolue par 1 et si toute boule-unité a un volume
supérieur a la moitié du volume d’une boule-unité euclidienne. Par dilatation, on peut normaliser
toute métrique d’une variété fermée.

Théoreme 2.1. Etant donnél’ > 0, il exister,d, Kk > 0 tel que pour toute métrique go normalisée
sur M, il existe sur M un flot de Ricci a bulles de paramétres (r,d, k) défini sur [0,T].

Nous allons donner maintenant une définition de flot de Ricci a bulles ne retenant que les
éléments essentiels, suffisante pour démontrer ’elliptisation, étant entendu qu’a ’heure actuelle
la preuve de 'existence de ce flot requiert la version a parametres.

Définition 2.2. Soit I C R un intervalle. Soit {g(t) }+c; une famille & un parametres de métriques
C> de M, dont la dépendance en t est C'! par morceaux. On suppose qu’en tout temps singulier
to, t — g(t) est continue & gauche, et admet une limite & droite notée g4 (t9). On dit que {g(¢)}
est flot de Ricci a bulles sur M si
i) Iéquation % g(t) = —2Ricy(y) est vérifiée en tout temps régulier
ii) Sity € I est un temps singulier, alors

8) Ruin(g+(t0)) > Run(g(to)).

b) g4 (to) < g(to).

On a alors le théoreme suivant, ot on rappelle que M est supposée fermée, orientable, irréductible
et non sphérique.

Théoréme 2.3. Pour toute métrique go sur M, il existe un flot de Ricci a bulles {g(t)} défini
sur [0, +00), tel que g(0) = go.

On obtient 2.3 en itérant dilatation et application du théoreme 2.1.

Voyons comment déduire 'elliptisation, i.e. le théoreme 1.6 i), du théoreme 2.3.

2.1.2 Le cas m1(M) fini : Elliptisation

Cela va découler, par contradiction, du résultat suivant (cf. [Per03a],[CMO05]) :

Théoréme 2.4 (Extinction en temps fini). Soit M une 3-variété fermée, orientable, irréductible,
de groupe fondamental fini. Pour toute métrique riemannienne gy sur M, il existe T'(go) > 0 tel
que si g(-) est un flot de Ricci a bulles sur M défini sur un intervalle [0,T] de donnée initiale
go, alors T' < T(go).

En effet, si on admet le théoreme 2.4, la conjecture d’elliptisation se démontre comme suit : soit
M une 3-variété fermée, orientable, irréductible, de groupe fondamental fini et gy une métrique
sur M. Si M n’est pas sphérique, le théoreme 2.3 s’applique et fournit un flot de Ricci a bulles
de donnée initiale gy, défini sur [0, 4+00), en contradiction avec le théoreme 2.4.
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On décrit maintenant la preuve du théoreme 2.4, basée sur le résultat de Colding et Minicozzi
[CMO5]. 11 s’agit de comprendre comment le flot de Ricci & bulles ”reconnait” que la variété est
de groupe fondamental fini. Soit donc M satisfaisant les hypotheses du théoreme. On considere
'espace Q des applications lisses f : S x [0,1] — M telles que f(S? x {0}) et f(S% x {1}) soient
des points. L’hypothese 71 (M) fini implique 75(M) # 0, qui implique alors qu’il existe fp € Q
non homotope & une application constante [MMS88, Lemma 3.3]. Cette application réalise alors
un balayage” de la variété M par des images de spheres S2.

. F(5% % {1})
F(8% x {0})

£ (5% x {s})

Soit ¢ la classe d’homotopie de fy. On définit pour toute métrique g sur M la largeur de g par

W(g) = inf Sgl[gﬁ]E(f(-,s))

ou F est ’énergie de f, qui est définie par

BU(3) = 5 [ Vel @)l o,

la métrique sur S? étant la métrique canonique. L’idée est que pour un flot de Ricci & bulles, la
largeur W (g(t)) atteind 0 en temps fini et que, puisque elle doit rester positive, cela donne une
borne sur T'. Précisément, si g(-) est un flot de Ricci, la fonction ¢ — W (g(t)) vérifie, puisque &
est nontrivial (cf. [CMO05]),

D) < —dr— LR OW (a(0). (21)
< —dm+ J*‘&W(g(t)). (2.2)

ou on a utilisé (1.3). Notons que (1.3) est satisfaite par un flot de Ricci a bulles car en un
temps singulier tgp on a Rmin(g+(t0)) = Rmin(9(to)). Par ailleurs, puisque g1 (o) < g(to), on a
W(g+(to)) < W(g(to)). L'inégalité (2.2) est donc valable pour un flot de Ricci a bulles. Puisque
son membre de droite n’est pas intégrable, on en déduit une borne supérieure sur 1" dépendant
de Rnin(0) et de W(g(0)).

Remarque 2.5. Une autre conséquence du théoreme 2.3 est que, sous ses hypotheses, M
n’admet pas de métrique de courbure scalaire strictement positive. En effet, si g est telle que
Rumin(g) > 0, nous venons de voir que le flot de Ricci & bulles de donnée initiale g vérifie toujours

(1.3), done que Ruin(t) — +00 pour t — T < 5.

“Cette notion a été introduite par Birkhoff, dans le cas de courbes sur la 2-spheére, afin de trouver des géosésiques
fermées
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2.1.3 Cas 71(M) infini : Hyperbolisation

Nous présentons maintenant la preuve de la partie ii) du théoréeme 1.6. Elle repose sur un
théoreme d’effondrement faible et sur une version a parametres du théoreme 2.3, donnant une
décomposition mince-épaisse de la variété (M, g(t)) lorsque t — oo, ou la renormalisation g(t) =
(4t)1g(t) est motivée par 1’évolution du flot de Ricci sur une variété hyperbolique. En effet,
la résolution du flot de Ricci sur une 3-variété hyperbolique donne g(t) = (4t 4+ 1)go, donc
g(t) = (1+ 4%) go — go lorsque t — oo. Dans la suite, les variétés hyperboliques seront toujours
completes de volume fini.

Avant d’énoncer le théoreme de décomposition mince-épaisse, nous introduisons deux définitions.

Définition 2.6. Soit (X, g) une 3-variété riemannienne et £ > 0. On dit que z € X est e-mince
pour la métrique g sl existe p € (0, 1] tel que la boule B(x, p) a les deux propriétés suivantes :
les courbures sectionnelles sont minorées par —p~2 sur B(z, p) et vol B(z, p) < ep®. Sinon on dit
que z est e-épais pour la métrique g.

Définition 2.7. Soit M une 3-variété et g, une suite de métriques riemanniennes sur M. On dit
que g, est de courbure localement controlée au sens de Perelman si elle a la propriété suivante :
pour tout € > 0, il existe 7(¢) > 0, Ko(g) > 0, et K1(e) > 0 tels que pour tout n assez grand,
si r € (0,7(¢)], si la boule B(x,7) C (M, g,) a ses courbures sectionnelles minorées par —r~2 et
vérifie vol B(x,r) > er?, alors | Rm(z)| < Kor~2 et |VRm(x)| < K173,

La partie III de [BBBT10b] est consacrée a la démonstration du théoréme suivant :

Théoréeme 2.8 (Décomposition mince-épaisse). Soit M une 3-variété fermée, orientable, irréductible
et non sphérique. Pour toute métrique riemannienne gg sur M, il existe un flot de Ricci a bulles
g(+) défini sur [0,400), tel que g(0) = go et satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) Le volume de la métrique renormalisée g(t) est borné indépendamment de t quand t — oo,

(2) Pour tout € > 0 et toute suite (xp,t,) de M x [0,00), sit, — 00 et si x, est e-épais pour
g(tn) pour tout n, alors il existe une 3-variété hyperbolique H et un point x € H tel qu’une
sous-suite de (M, §(tn),x,) converge vers (H, gnyp, *) pour la topologie C* pointée,

(8) Pour toute suite t, — o0, la suite g(t,) est de courbure localement contrélée au sens de
Perelman.

Remarque 2.9. Observons que la conclusion (2) peut étre vide, si la partie e-épaisse de §(t)
est vide pour tout ¢ grand. C’est le cas par exemple si gy est euclidienne, car alors le flot de
Ricci est g(t) = go pour tout ¢, et §(t) s’effondre a courbure sectionnelle bornée (voir la section
2.2.1). Dans le cas ou gg est hyperbolique, g(t) = (1 + %)go — go lorsque t — oo et H = M. En
effet, si € > 0 est assez petit, tout x € M est e-épais pour §(t) quand ¢t — co.

Nous définissons maintenant un invariant topologique Vi(M). Soit M une 3-variété. Un entrelacs
L dans M est une 1-sous-variété fermée (éventuellement vide, éventuellement non connexe). Un
entrelacs L est hyperbolique si son complémentaire dans M, M\ L, peut-étre muni d’'une métrique
hyperbolique. D’apres [Mye82], toute 3-variété fermée admet au moins un entrelacs hyperbolique.
On peut définir I'invariant Vy(M) comme l'infimum, lorsque L parcourt ’ensemble des entrelacs
hyperboliques dans M, du volume de M \ L, ou M \ L est muni de sa métrique hyperbolique.
Cet infimum est réalisée par une 3-variété hyperbolique Hy C M (voir par exemple [Mai09]), et
Hy = M si et seulement si M est hyperbolique (voir par exemple [Bes00]).

Dans la partie IV de [BBB*10b] (voir aussi le preprint [BBBT07]), on montre le résultat suivant,
indépendant des parties I-111 :
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Théoréme 2.10 (Effondrement faible). Soit M une variété fermée, orientable, irréductible,
non simplement-connexe. On suppose qu’il existe une suite g, de métriques riemanniennes sur
M satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) La suite vol(g,) est bornée.

(2) Pour tout e > 0 et toute suite x, € M, si x,, est e-épais pour la métrique g, pour tout
n, alors il existe une 3-variété hyperbolique H et un point x € H tel qu’une sous-suite de
(M, gn,xy) converge vers (H, gnyp, *) pour la topologie C* pointée, et vol(H) < Vo(M),

(8) La suite g, est de courbure localement contrélée au sens de Perelman.

Alors M est une variété de Seifert ou contient un tore incompressible.

Observons que I'hypotheése (2) peut étre vide, par exemple si la partie e-épaisse de g, est vide
pour tout n assez grand. Observons également que si g, = §(t,) avec go hyperbolique, I'inégalité
sur le volume dans (2) est contredite puisque H = M (voir la remarque 2.9).

On explique la preuve de ce théoreme dans la sous-section suivante. Voyons d’abord comment
déduire ’hyperbolisation des théoremes 2.8 et 2.10.

Preuve du théoréme 1.6(ii). On suppose que M est fermée, orientable, irréductible, atoroidale
et de groupe fondamental infini. Supposons la de plus non hyperbolique, i.e. n’admettant pas
de métrique hyperbolique, et montrons qu’elle est de Seifert. La 3-variété Hy C M réalisant
Vo(M) est donc différente de M. Ceci signifie que Hy = M \ Lo ou Lg est un entrelacs non vide
de M. D’apres un argument de M. Anderson [And02, p. 21-23], on peut modifier la métrique
hyperbolique de Hy dans un voisinage tubulaire de Ly, et prolonger la métrique obtenue en une
métrique go sur M telle que Rpin(go) = —6 et vol(go) < vol(Hy) = Vo(M). On applique alors
le théoreme 2.8 avec gy comme donnée initiale, et on pose g, = g(n). La suite g, vérifie les
hypotheses (1) et (3) du théoreme 2.10. Le théoréme 2.8 implique également que I’hypothese
(2) du théoreme 2.10 est satisfaite, a ’exception de 'inégalité vol(H) < Vo(M) qu'il s’agit
maintenant de vérifier. Pour cela on considere la quantité, invariante par dilatation :

(rappelons que M n’admet pas de métrique a courbure scalaire strictement positive, cf remarque

Rmin (g)
—6

scalaire & —6 (si non nul), comme sur une variété hyperbolique. V' (g) apparait alors comme le
volume de la métrique renormalisée (si non nul).

2.5). Remplacer g par ( ) g est une renormalisation qui fixe le minimum de la courbure

Le long d’un flot de Ricci & bulles, la fonction t — V(g(t)) a la propriété d’étre décroissante.
Au temps singuliers, cela vient de décroissance de la métrique et de la croissance de Ry, (cf
définition 2.2(ii)). Aux temps réguliers c’est un calcul facile utilisant la formule (1.2) et le fait
que

d

Gvolla®) == [ Rlg(®)dny

dt M
On peut vérifier alors que, si (M, g, x,) sous-converge vers une variété hyperbolique (H, gnyp, *)
comme cela a déja été établi par le théoreme 2.8(2), on a Ryin(g(t)) ~ 52, donc Ruin(§(t)) — —6
quand t — o0, et

vol(H) < limvol(g,) = lim V(g,) = lim V(g(n)) < V(g(0)) = vol(g(0)) < Vo(M),
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ou la deuxieme égalité découle de 'invariance par homothéties de V. La conclusion du théoréme
2.10 est que M est de Seifert ou contient un tore incompressible. Puisqu’on a supposé M
atoroidale, on obtient bien que M est de Seifert. O

2.2 Effondrement faible

Cette sous-section est consacrée & la démonstration du théoreme 2.10.

2.2.1 Effondrement et effondrement faible

La notion d’effondrement habituelle aux géometres est la suivante : on dit qu’une suite de
métriques riemanniennes g, s’effondre a courbure sectionnelle bornée si les courbures section-
nelles des métriques restent bornées alors que le rayon d’injectivité tend partout unifomément
vers 0. C’est le cas des métriques N X %S L ou plus généralement des produits d'une variété
riemannienne fermée et d’une variété fermée plate.

Jeff Cheeger et Michael Gromov [CG86, CG90] ont montré qu’une variété donnée M admet une
suite de métriques s’effondrant au sens ci-dessus si et seulement si M admet une F-structure,
qui est une sorte d’action de tores généralisée. Sur une 3-variété fermée orientable, I’existence
d’une F-structure implique celle d’une partition en orbites qui sont des cercles ou des tores, telle
que chaque orbite ait un voisinage saturé. Une telle variété est donc une variété graphée. On dit
qu’une 3-variété compacte, orientable est graphée si elle est une union de fibrés en cercle recollés
le long de leurs bords. On a la description géométrique suivante : si M et irréductible, alors elle
est graphée si et seulement si tous les morceaux de la décomposition de Jaco-Shalen-Johansson
sont de Seifert. Si de plus M est atoroidale, elle est donc graphée si et seulement si elle est de
Seifert.

R. Hamilton avait suggéré que la théorie de Cheeger-Gromov pourrait étre utile pour reconnaitre
les variétés graphées lors de ’étude en temps long du flot de Ricci. Toutefois, la théorie actuelle
du flot de Ricci (avec chirurgie) ne produit pas en général de suites de métriques de courbure
sectionnelle bornée. C’est pourquoi Perelman considére une autre notion d’effondrement, reliée
a une borne inférieure locale de courbure, plus adaptée aux métriques produites par le flot de
Ricci avec chirurgie.

Définition 2.11. Soit g, une suite de métriques riemanniennes sur une 3-variété M. On dit
que g, s’effondre au sens de Perelman si g, est de courbure localement contrélée au sens de
Perelman, et s’il existe une suite de nombres €,, > 0 tendant vers 0, telle que pour tout n, tout
point de M est e,-mince pour gy.

Un cas particulier d’un théoreme d’effondrement énoncé sans preuve dans [Per03b, Section 7.4]
peut étre formulé comme suit :

Théoréme 2.12 (Théoreme d’effondrement de Perelman, cas des variétés fermées). Soit M
une 3-variété fermée, orientable, admettant une suite de métriques g, s’effondrant au sens de
Perelman. Alors M est une variété graphée.

Nous verrons que ce théoreme découle de la preuve du théoreme 2.10, modulo les hypotheses

topologiques supplémentaires d’irréducibilité et de non simple connexité. En effet, une suite g,
qui s’effondre au sens de Perelman vérifie les hypotheses (2) et (3) du théoreme 2.10 : pour

22



tout € > 0, si tout point de M est £,-mince pour la métrique g,, tout point de M est e-mince
pour la métrique g, deés que n est assez grand, donc 'hypothese (2) est trivialement vérifiée.
De plus, 'hypothese (1) n’est pas utilisée dans la preuve du théoréme 2.10 dans ce cas. Enfin,
la conclusion de la preuve sera que M est graphée, comme dans 2.12, ce qui est plus précis que
“Seifert ou contient un tore incompressible”®,

Le théoreme 2.10 est plus général que le théoreme 2.12 dans le sens qu’on ne requiert pas que
la partie e-épaisse soit vide, mais simplement qu’elle ait un ”petit volume”, et précisément que
les limites hyperboliques extraites de la partie e-épaisse soient de volume strictement inférieur
a Vo(M). C’est pourquoi on parle d’effondrement faible. Toutefois, la conclusion n’est pas que
la variété est graphée. En 2.2.3, nous donnerons une variante du théoreme d’effondrement faible
utilisant un invariant Vj (M) < Vp(M), qui conclura que M est graphée.

Le cas de l'effondrement au sens de Perelman est traité dans I’article [BBB*10a], et le cas
d’effondrement faible du théoréme 2.10 constitue la partie IV du livre [BBBT10b].

2.2.2 Volume simplicial et arguments de recouvrement

Notre stratégie pour démontrer le théoreme 2.10 est de montrer que, si la variété ne contient pas
de tore incompressible, elle est graphée (donc de Seifert). Pour cela on utilise de fagon essentielle
le volume simplicial défini par M. Gromov [Gro82], deux arguments de recouvrements et le
théoréme d’hyperbolisation de W. Thurston des variétés de Haken (théoreme 1.5).

Nous commencons par donner la définition du volume simplicial, et énoncer quelques propriétés
fondamentales de ce volume, en relation avec les structures topologiques et géométriques.

k
Définition 2.13. — Une n-chaine réelle > \;o; est une combinaison linéaire de n-simplexes

i=1
oi: A" — M,
— Un n-cycle est une n-chaine réelle fermée,
— Le volume simplicial | M|| d’une n-variété compacte, orientable M est défini comme I'infimum

k k
de Y |\i| pour tous les n-cycles > \;o; représentant la classe fondamentale de H, (M, 0M;R).
i=1 =1

On vérifie directement d’apres la définition que si f : (M,0M) — (N,0N) est une application
propre, alors ||[M]| > deg(f)||N||. En particulier si M admet une application dans elle-méme de
degré d avec |d| > 1, alors ||[M|| = 0. Par exemple ||S™|| = ||T"| = 0. De méme, les variétés
sphériques ou euclidiennes ont un volume simplical nul. Plus généralement, il découle de [Yan82]
que si M est de Seifert, alors ||M|| = 0. A contrario, si M est une variété hyperbolique (a
bord torique ou vide), M. Gromov et W. Thurston ont montré que |M| = %iw), ol vy, est
le volume d’un n-simplexe idéal hyperbolique régulier. Par ailleurs, M. Gromov a montré que
le volume simplicial des 3-variétés est additif par somme connexe et recollement le long de
tores incompressibles [Gro82]. Par conséquent, si M admet une décomposition géométrique
M = H UG, ou H est hyperbolique et G est graphée, alors || M| = vol(H)/vs. En particulier :

Théoreme 2.14. Si M est une 3-variété fermée, orientable, admettant une décomposition
géométrique, alors || M| =0 si et seulement si M est graphée.

8En effet, si la variété est graphée, ou bien elle contient un tore incompressible, ou bien elle n’en contient pas
et elle est de Seifert. Par contre une variété peut contenir un tore incompressible sans étre graphée : considérer la
variété obtenue en recollant 2 copies d’une variété hyperbolique a cusp le long des tores
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Le lecteur aura noté que, pour démontrer le théoreme 2.10, & supposer qu’on obtienne ||M|| =
0, on ne peut pas utiliser le théoreme ci-dessus pour conclure puisqu’il suppose la variété
géométrisable, alors que c’est ce qu’on veut montrer. L’astuce, que nous détaillerons plus loin,
va consister a se ramener au cas des variétés de Haken, qui sont géométrisables par le théoreme
1.5. On utilisera également une variante du théoreme ci-dessus. L’idée a retenir est que c’est
bien de I’annulation d’un certain volume simplicial qu’on déduira que la variété est graphée.

Expliquons maintenant comment on peut montrer la nullité du volume simplicial grace a des
arguments de recouvrements. C’est une technique due a M. Gromov. Nous avons besoin de
quelques définitions. On dit qu’un recouvrement d’une variété X par des ouverts (U;);es est de
dimension au plus d si tout point de X appartient a au plus d + 1 ouverts du recouvrement. Un
ouvert connexe U C X est moyennable (resp. virtuellement abélien) si 'image m1(U) — m1(X)
est moyennable (resp. virtuellement abélienne). Un ouvert U C X est moyennable si chaque
composante connexe ’est.

Théoréme 2.15 (Théoreme d’annulation de Gromov). Soit X une n-variété. Si X admet un
recouvrement par des ouverts moyennables, de dimension au plus n — 1, alors || X|| = 0.

Nous pouvons maintenant donner le synopsys de la preuve du théoreme 2.10 On suppose que M
une 3-variété fermée, orientable, irréductible et non simplement connexe et que g, est une suite
de métriques sur M satisfaisant les hypotheéses du théoreme. Pour plus de simplicité, expliquons
d’abord le cas ol la suite g, s’effondre au sens de Perelman, comme dans I'article [BBB*10a]
(on n’a pas besoin alors de ’hypotheése (1) et (2) est triviallement vérifiée).

Le cas d’effondrement au sens de Perelman On commence par expliquer un argument de
recouvrement montrant que ||| = 0, méme s’il n’est pas conclusif, comme on l'a dit ci-dessus.
Nous verrons juste apres comment le modifier pour qu’il le soit, ce qui nécessitera un deuxieme
argument de recouvrement.

Grace a ’hypothése de courbure controlée au sens de Perelman, on montre que pour tout n assez
grand, tout point x € M a un voisinage U, dans (M, g,), proche d’une boule métrique d’'une
variété de courbure positive ou nulle, de petit volume comparé au cube du rayon. Ces voisinages
sont appelés dans la suite des modéles locauxz. On peut supposer tous les modeles locaux non
compacts, 'hypothése contraire impliquant que M, est difféomorphe a une variété compacte a
courbure positive ou nulle?, lesquelles sont graphées. La classification des variétés completes &
courbure positive ou nulle montre que ces modeles locaux sont virtuellement abéliens'®, donc
moyennables. On peut extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement fini Uy,...,U, de
dimension d, ou d (mais pas p) peut-étre majoré indépendement de n par des arguments de rem-
plissages utilisant 1'inégalité de Bishop-Gromov. Une technique empruntée a Gromov permet
ensuite, en modifiant ces ouverts, de descendre la dimension a 3, puis a 2 en utilisant 1’hy-
pothese sur les volumes et 'inégalité de Bishop-Gromov a nouveau. On déduit alors de 2.15 que
|[M]] = 0. Toutefois on ne peut utiliser 2.14 pour conclure, puisqu’il requiert que M admette
une décomposition géométrique. L’astuce, qui remonte a [BLP05], est la suivante. Elle consiste
a trouver un modele local U tel que chaque composante connexe de M \ U soit de Haken. Nous

Yune telle variété est sphérique, euclidienne, ou difféomorphe & S? x S' ou RP3§RP?

10S0us nos hypotheses, un modele local est difféomorphe & R3, S* x R, T2 x R ou le fibré tordu sur la bouteille
de Klein K?XR
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expliquerons plus bas comment trouver ce modele local, grace a un autre argument de recou-
vrement. Ce modele local U peut étre un tore solide S' x D?, un tore épaissi T2 x (0,1) ou un
intervalle tordu sur la bouteille de Klein K?xI. Chaque composante connexe Y de M \ U est
une variété de Haken dont le bord est une union de tores. ’argument de recouvrement détaillé
ci-dessus peut-étre appliqué sur chaque remplissage de Dehn'' Y de Y et montre que Y admet
un recouvrement de dimension au plus 2 par des ouverts virtuellement abéliens, donc est de
volume simplicial nul par le théoreme 2.15. On utilise alors la variante suivante du théoreme
2.14, conséquence du théoreme d’hyperbolisation de Thurston (voir [BMPO03, Prop. 9.36]) :

Théoreme 2.16. Soit Y une variété de Haken, dont le bord est une union de tores. On suppose
que tout remplissage de Dehn Y de Y est de volume simplicial nul. Alors Y est une variété
graphée.

Chaque composante connexe Y de M \ U étant graphée, on peut alors conclure que M elle-méme
est graphée.

On détaille maintenant 'argument de recouvrement utilisé pour trouver un modele local U
rendant les composantes connexes de M \ U de Haken. Rappelons qu’une variété (connexe) est
de Haken si elle est irréductible, et est de bord non vide ou contient une surface essentielle.
Puisque que les composantes connexes de M \ U sont de bord non vide par construction, il suffit
qu’elles soient irréductibles pour étre de Haken. Puisque M est irréductible, il suffit pour cela
que U ne soit pas contenu dans une boule. C’est le cas en particulier si U est homotopiquement
non trivial dans M, i.e. m(U) — w1 (M) est d’image non triviale. Pour trouver un modele local
U homotopiquement non trivial, on procede par contradiction. On suppose que tous les modeles
locaux U; du recouvrement initial sont homotopiquement triviaux, et on se ramene par la méme
technique que dans le premier argument de recouvrement a un recouvrement de M de dimension
au plus 2 par des ouverts homotopiquement triviaux dans M. La contradiction vient cette fois
du théoreme suivant [GLGA92, Section 3] :

Théoreme 2.17. Soit X une 3-variété fermée, orientable, irréductible. Si X a un recouvrement
de dimension 2 par des ouverts homotopiquement triviaux dans X, alors X est simplement
conneze.

C’est ici qu’on utilise 'hypotheése que M n’est pas simplement connexe. Remarquons qu’on n’a
pas utilisé ’hypothese (1) du théoréme, et qu’on montre bien que variété est graphée.

Le cas général d’effondrement faible On suppose maintenant que I’hypotheése (2) du
théoréme n’est pas triviallement vraie : la partie épaisse peut étre non vide. On suppose que
la variété ne contient pas de tore incompressible, et on cherche a montrer qu’elle est graphée.
On commence par couvrir la partie épaisse de (M, g,) d’'un nombre fini de sous-variétés H_,
obtenues par approximations du coeur compact de limites hyperboliques H',..., H? données
par 'hypothese (2). L’hypothese (1) est utilisée pour majorer ¢q. L’hypothese d’atoroidalité de
M implique que les composantes des H! sont compressibles dans M, ce qui permet de montrer
que les sous-variétés H sont des tores solides ou contenues dans des boules, donc sont simples
d’un point de vue topologique. On recouvre ensuite la partie mince par des modeles locaux.
On fait alors les deux arguments de recouvrement ci-dessus, avec les HY et les modeles locaux,

HUn remplissage de Dehn d’une variété bordée pas des tores T1, ..., T, consiste & coller un tore solide V; sur
chaque T;. Il est déterminé uniquement par le choix d’une classe d’isotopie d’'une courbe simple fermée v; C T;
telle que 7; borde un disque dans V;
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pour trouver un ouvert U homotopiquement non trivial, puis pour montrer la nullité du volume
simplicial du remplissage de Dehn de chaque composante connexe de M \ U. On conclut avec le
théoreme 2.16 comme précédement.

2.2.3 Un autre théoréme d’effondrement faible

Etant donné une 3-variété fermée M, on définit V(M) comme I'infimum des volumes des sous-
variétés hyperboliques H C M qui sont telles que H est le complément d’un entrelacs de M, ou
bien une composante au moins de dH est incompressible dans M. Par définition, 0 < V(M) <
Vo(M). On a la variante suivante du théoreme 2.10, Vj(M) remplacant Vo(M) et la conclusion
étant que la M est graphée [BBBT10b, 15.1.2] :

Théoréme 2.18 (Effondrement faible). Soit M une variété fermée, orientable, irréductible,
non simplement-connexe. On suppose qu’il existe une suite g, de métriques riemanniennes sur
M satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) La suite vol(g,) est bornée.

(2) Pour tout € > 0 et toute suite x, € M, si x, est e-épais pour la métrique g, pour tout
n, alors il existe une 3-variété hyperbolique H et un point x € H tel qu’une sous-suite de
(M, gn, ) converge vers (H, gnyp, *) pour la topologie C? pointée, et vol(H) < V{(M),

(3) La suite g, est de courbure localement contrélée au sens de Perelman.

Alors M est graphée.

Ce théoreme généralise le théoreme 2.12 (modulo les hypotheéses d’irréductibilité et de non
simplement-connexité). La preuve est identique a celle expliquée ci-dessus, I'hypothese vol(H) <
Vg (M) étant utilisée pour montrer que les composantes des OH}! sont compressibles dans M.

3 3-variétés de courbure scalaire positive

3.1 Introduction

La topologie des 3-variétés ouvertes est beaucoup moins connue que celle des 3-variétés com-
pactes. Il n’y a pas par exemple d’équivalent du théoreme de décomposition de Kneser qui,
rappelons-le, décompose la variété en somme connexe de composantes homéomorphes a St x §2
ou irréductibles (voir les contre-exemples de P. Scott et S. Maillot [ST89] [Mai0O8b]). Dans le
cadre non compact, il faut naturellement préciser la notion de somme connexe, qui peut porter
sur un nombre infini d’éléments.

Définition 3.1. Soit X une famille de 3-variétés. On dit qu’une 3-variété M est une somme
connexe d’éléments de X s’il existe un graphe localement fini G et une application v — X, qui
associe a chaque sommet de G une copie d’'une variété de X, tel que en enlevant a chaque X,
autant de 3-boules que d’arétes issues de v, et en recollant X, et X,» des qu’il existe une aréte
qui joint v et v’ (le recollement se faisant alors par identification des bords des 3-boules de X,
et X,/ correspondant & l’aréte), on obtienne une variété difféomorphe & M.

On obtient par exemple R? comme somme connexe infinie d’éléments de X := {53}, en prenant

comme graphe G = N muni d’arétes entre n et n + 1. On obtient S? x R en prenant le graphe
similaire sur Z.
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Du point de vue des géometres, il est naturel, pour tenter de classifier les 3-variétés ouvertes,
de considérer des 3-variétés riemanniennes satisfaisant certaines hypotheses de courbure. Nous
considererons les 3-variétés riemanniennes completes (M, g) telles que Rpin(g) > 0. On dira
qu’elle ont une courbure scalaire uniformément positive.

Dans le cas compact cette condition équivaut bien str a avoir une courbure scalaire strictement
positive. Dans le cas compact, ces 3-variétés sont maintenant bien connues :

Théoreme 3.2 ([GL83],[Per02, Per03b, Per03al). Une 3-variété fermée orientable admet une
métrique de courbure scalaire strictement positive si et seulement si elle est une somme conneze
de variétés sphériques et de S' x S2.

Un sens de I’équivalence ci-dessus découle de la construction de Gromov-Lawson, qui munit une
somme connexe de variétés a Ry, > 0 d’une métrique a Ryin > 0 (leur construction est explicite
et dépend essentiellement du rayon d’injectivité et de Ruyi, de chaque variété). La réciproque,
due a Perelman, découle de sa construction du flot de Ricci avec chirurgie et de 'extinction en
temps fini de ce flot si Ryin(0) > 0 (voir remarque 2.5).

Dans le cas non compact, la condition Rpyin > 0, plutdot que R > 0, est nécessaire pour espérer
obtenir une équivalence semblable : S' x R?, ot R? est muni d’une métrique de type para-
boloide, satisfait R > 0 (et Rmin = 0) et n’est pas décomposable en une somme connexe de
variétés sphériques et de S' x S2. C’est pourquoi on considere la condition de courbure sca-
laire uniformément positive. Pour avancer, on peut supposer également que la métrique est de
géométrie bornée : ses courbures sectionnelles sont bornées et son rayon d’injectivité strictement
positif. Dans le preprint [BBMO09] écrit en collaboration avec Gérard Besson et Sylvain Maillot,
on généralise comme cela le résultat de Perelman :

Théoréme 3.3 ([BBMO09]). Soit M une 3-variété orientable admettant une métrique rieman-
nienne compléte, a géométrie bornée et de courbure scalaire uniformément positive. Alors il
existe une famille finie F de variétés sphériques telle que M est une somme connexe de copies
de S x S? et d’éléments de F.

On attire lattention sur le fait que F est finie (et ne dépend en fait que des bornes géométriques
et de Rpn). La réciproque du théoréme encore vraie : la construction de Gromov-Lawson munit
toute somme connexe de S1 x S? et d’éléments d’une telle famille finie F d’une métrique compléte
a géométrie bornée de courbure scalaire uniformément positive. Notons que si on considere
une famille F = (5;);en infinie, dont on fait la somme connexe par exemple en joignant .S;
a Siy1, on peut obtenir une métrique complete a géométrie bornée, ou a courbure scalaire
uniformément positive (en dilatant convenablement les métriques rondes des S;), mais pas avec
les deux propriétés simultanément.

On a comme corollaire le théoreme de finitude suivant. On rappelle qu'une 3-variété M est
premiére si, des que M = M §M,, alors M; ou M, est difféomorphe & S3.

Corollaire 3.4. Soit Ry, Q et p des nombres strictement positifs. Alors ’ensemble des 3-variétés
premieres admettant une métrique riemannienne complete de courbures sectionnelles bornées en
valeurs absolues par Q, de rayon d’injectivité minoré par p, de courbure scalaire minorée par
Ry, est fini a difféomorphisme prés.

C’est un résultat dans lesprit du théoréeme de finitude de Cheeger [Che70], qui rappelons-le
affirme que ’ensemble des n-variétés riemanniennes fermées de courbure sectionnelle bornée en
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valeur absolue par un nombre K, de diametre inférieur a un nombre d, et de volume supérieur
a un nombre v > 0, n’admet qu’un nombre fini de type de difféomorphismes. Evidement nous
n’avons plus de borne sur le diametre.

3.2 Solutions chirurgicales du flot de Ricci

La preuve du théoréme 3.3 repose sur une variante du flot de Ricci a bulles qu’on appelle solution
chirurgicale du flot de Ricci. On conserve I'idée que les chirurgies sont déclenchées lorsque la
courbure scalaire atteind un seuil ©, ce qui permet de controler les courbures le long du flot. Mais
cette fois les chirurgies modifient la topologie de la variété : elles la décomposent en plusieurs
composantes connexes (éventuellement une infinité) sur lesquelles le flot évolue indépendamment.
Contrairement a la situation précédente, certaines composantes peuvent développer une cour-
bure scalaire uniformément grande, c’est-a-dire plus grande que 7~2 partout sur la composante,
oll 7 est toujours 1’échelle des voisinages canoniques 2. On ne peut prolonger le flot sur ces com-
posantes. Cependant, de leur recouvrement par des voisinages canoniques on peut déduire leur
topologie : ces composantes sont sphériques ou difféomorphes & S x 2, RP3RP3 R3, 52 x R
ou RP? moins un point. Il est attendu que de telles variétés apparaissent au fur et & mesure des
chirurgies. Notons que toutes ces variétés sont des sommes connexes de variétés sphériques et
de S x S? (en fait les composantes non sphériques apparaissant sont des sommes connexes de
St x 52, 8% et RP? seulement).

Ceci conduit a la définition suivante :

Définition 3.5. Une solution chirurgicale est une suite de flots de Ricci {(M;, gi(t))ret ;1)

oul=ty <ty <---<t; <--- <400 est discret dans R, M; peut-étre non connexe ou vide et

telle que

— M1 est obtenue a partir de M; de la maniere suivante (1) on découpe M; le long d’une famille
localement finie de 2-spheéres plongées disjointes et on recolle des 3-boules sur les 2-spheres
de bord (2) on enléve les composantes connexes de la nouvelle variété qui sont sphériques ou
difféomorphes & S! x S2, RP3RP3, R3, $? x R ou RP? moins un point.

— Si M1 est non vide, Rmin(gi—i-l (ti+1)) > Rmin(gi(ti—s—l))‘

On dit que les composantes connexes enlevées disparaissent. Si toutes les composantes connexes
disparaissent, i.e. M;11 = () et t;41 = +00, on déclare la solution éteinte. Dans ce cas, on peut
montrer que la variété de départ My est une somme connexe de variétés sphériques et de S* x S2.
C’est la stratégie employée pour montrer le théoréeme 3.3. Pour obtenir la finitude de F, nous
avons besoin d’un théoreme d’existence de solutions chirurgicales qui soit quantitatif sur les
composantes qui disparaissent.

Etant donné ¢ > 0, on dit que (M,g) est e-ronde si elle e-proche, aprés homothétie, d'une
métrique qui soit ronde, i.e. de courbure sectionnelle constante > 0. Nous montrons [BBMO09,
Théoreme 1.3] :

Théoréme 3.6. Pour tout po,T > 0, il existe Q,p > 0 tels que, si (Mo, go) est une 3-variété
riemannienne complete orientable, de courbures sectionnelles bornées en valeur absolue par 1
et de rayon d’injectivité minoré par pg, il existe une solution chirurgicale complete définie sur
[0,T], de condition initiale go, de courbures sectionnelles bornées en valeur absolue par Q, de

12T ,a liste des voisinages canoniques est plus longue qu’en 2.1.1 qu’il n’y a pas d’hypothese topologique sur la
variété : il faut ajouter les variétés compactes & courbure > 0 et des e-capuchons de topologie RP? moins un point
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rayon d’injectivité minoré par p, et dont toutes les composantes sphériques qui disparaissent ont
courbure scalaire > 1, et sont 10~3-rondes ou difféomorphes ¢ S® ou RP3.

En particulier leur type topologique est fini d’apres le théoréme de finitude de Cheeger [Che70].
Pour prouver le théoreme 3.3, il suffit alors d’avoir une estimée a priori du temps T d’extinction
d’une solution chirurgicale dont la donnée initiale go satisfait Rmin(go) > 0. D’apres (1.3), qui

est satisfait par toute solution chirurgicale (non vide), T' < m.

Notons que par dilatation et itération on obtient le théoréme suivant, ou il n’est pas exclu que
la solution s’éteigne :

Théoreme 3.7. Soit M une 3-variété orientable. Soit gy une variété riemannienne compléte
a géométrie bornée. Alors il existe une solution chirurgicale compléte a géométrie bornée sur
[0,4+00), de donnée initiale go.

Ici les bornes géométriques dépendent de t.

Deuxieéme partie
Rigidité différentielle
4.3 Phénomemes de rigidité

Dans cette partie on s’intéresse au phénomeéne de rigidité, qu’on définit de la maniere suivante :
dans une classe d’espaces, qu’on souhaite la plus vaste possible, un objet muni d’une certaine
structure géométrique doit étre, en certain sens, unique. La structure géométrique peut-étre par
exemple une condition de courbure, et 'unicité signifier une équivalence par isométrie ou par
difféomorphisme (on parle dans ce dernier cas de rigidité différentielle).

Le prototype d’un tel phénomene est le célebre théoréeme de rigidité forte de Mostow :

Théoréme 4.8 ([Mos73]). Soient X, Y deux n-variétés hyperboliques fermées de dimension
n = 3. On suppose que w1 (X) et m1(Y) sont isomorphes. Alors X et'Y sont isométriques.

Un exemple de rigidité topologique est donné par le résultat suivant, du a F.T Farrell et L.E.
Jones :

Théoréme 4.9 ([FJ90]). Soit X" une variété fermée de courbure sectionnelle négative ou nulle.
Soit h : Y™ — X" une équivalence d’homotopie, ou Y™ est une variété fermée. Sin > 5, h est
homotope a un homéomorphisme.

L’unicité dans la classe d’équivalence d’homotopie n’est qu’a homéomorphisme pres, et il n’y a
pas, sans ajouter d’hypothese sur X, de rigidité plus forte, puisque les auteurs ont produit des
exemples de variétés homéomorphes, mais non difféomorphes, a des variétés hyperboliques (voir
par exemple [FJ89]).

Un moyen de produire des métriques “canoniques” peut-étre de considérer les extremas ou les
points critiques d’une fonctionnelle sur ’espace des métriques d’une ou d’une classe de variétés.
En cas de bonne convexité de la fonctionnelle, on peut espérer une certaine unicité de la métrique
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canonique et donc avoir un phénomeme de rigidité. On peut illustrer ce principe avec une
fonctionnelle trés simple, le volume. Combinée avec des bornes de courbure, elle donne lieu en
effet a des propriétés remarquables de rigidité. Une borne de courbure est une normalisation
naturelle puisque en dilatant une métrique donnée on peut lui donner n’importe quel volume.
Considérons la condition de courbure Ricy > —(n — 1)g, motivée par le fait que sur une variété
hyperbolique (X", go) on a Ricg, = —(n—1)go. On s’intéresse aux métriques de plus petit volume,
sur la classe des variétés compactes Y™ qui dominent X, i.e. telle qu’il existe une appplication
continue f : ¥ — X de degré 1. On a alors le phénomeme de rigidité suivant, di a Gérard
Besson, Gilles Courtois et Sylvain Gallot :

Théoréme 4.10 ([BCGI5)). Soit (X, g0), et (Y,g) deuzx n-variétés fermées orientables de di-
mension n = 3, munies d’une application continue f : Y +— X de degré 1. On suppose que ggy
est hyperbolique et que g satisfait Ricg > —(n — 1)g. Alors

voly (V) = volg, (X), (4.1)

et ’égalité a lieu si et seulement si f est homotope a une isométrie.

Il découle du théoreme (en faisant Y = X) que la fonctionnelle volume sur X est minimisée
uniquement par la métrique hyperbolique. A ma connaissance, il n’y a pas d’autre exemple de
variété riemannienne réalisant cet infimum, y compris parmi les espaces localement symétriques.
Notons qu’il y est facile de construire des variétés Y dominant X, autres que par équivalence
d’homotopie : n’importe quelle somme connexe Y = X#X’ ou X’ est une n-variété quelconque,
convient.

Rappelons que ce phénomene de rigidité n’a pas lieu en dimension 2 car une surface de genre
supérieur ou égal & 2 admet beaucoup de métriques hyperboliques de méme volume (ce vo-
lume étant proportionnel a la caractéristique d’Euler par la formule de Gauss-Bonnet) non
isométriques.

Observons que dans la situation du théoreme 4.10, on obtient la rigidité sous 'hypothese que sur
Y Plinfimum des volumes soit réalisé par une métrique g, et qu’il soit égal au volume de (X, go).
On peut se demander si une rigidité persiste lorsqu’on suppose que le volume de g est proche
de volg, (X) (toujours sous la condition Ricy > —(n — 1)g). Précisément, si on ne suppose pas
que g minimise la fonctionnelle, le fait détre proche de l'infimum en volume suffit-il pour que
(Y, g) ressemble a (X, go), au point que Y et X soient difféomorphes? Nous verrons plus loin
que c’est bien le cas, et qu’il y a donc rigidité différentielle. Disons tout de suite que ’approche
variationnelle n’est d’aucune utilité pour la preuve, la condition de courbure étant difficile a
manier sous cet aspect. Il nous faudra d’autres outils, en particulier les applications naturelles
déja utilisées dans 4.10.

Dans ma these, j’avais considéré une situation semblable mais sous des hypotheses de courbure
plus fortes, en étudiant les propriétés de rigidité associées au volume minimal. Rappelons que
M. Gromov [Gro82] définit sur une variété M cet invariant, noté minvol(M ), comme 'infimum
des volumes des métriques riemanniennes sur M de courbure sectionnelle entre —1 et 1. On peut
aussi le définir comme :

minvol(M) = inf {voly(M) sup |K4(x)| | g}
zeM

= inf {sup [Ky(x)| | g, vol, (M) = 1)
xe
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Chercher des métriques réalisant cet invariant revient donc a chercher les métriques de volume
1 de plus petite courbure, i.e. “les métriques les moins bosselées”. D’apres le théoreme 4.10,
sur une variété hyperbolique (X, go), il est réalisé uniquement par la métrique gg. J’ai obtenu
[Bes98] le résultat de rigidité différentielle suivant :

Théoréme 4.11. Soit (X, go), et (Y, g) deux n-variétés fermées orientables de dimensionn > 3,
munies d’une application continue f : Y — X de degré 1. On suppose que go est hyperbolique.
Alors minvol(Y') = volg, (X) si et seulement Y et X sont difféomorphes.

La preuve combine la construction d’applications naturelles a la BCG et la théorie de conver-
gence riemannienne “a la Gromov”. Cette idée a été reprise dans [BCS05] pour obtenir certains
résultats de rigidité pour des variétés de volume fini (voir aussi [Bes00]).

Je reviens maintenant a la question posée plus haut : y a t’il un phénomeéme de rigidité si
on consideére une métrique presque minimisant le volume sous 'hypothese Ric > —(n — 1)7?
Si oui, de quoi dépend le “presque” 7 Avec les auteurs de 4.10, nous obtenons le résultat optimal
suivant :

Théoréme 4.12 ([BBCG10]). Pour tout entier n > 3 et d > 0, il existe e(n,d) > 0 avec la
propriété suivante. Soit (X, go) une n-variété fermée orientable hyperbolique de diamétre < d et
Y une n-variété fermée qui domine X. Alors Y admet une métrique g telle que

Ric, > —(n—1)g, (4.2)
volg(Y) < (14¢)volg(X) (4.3)

si et seulement si f est homotope a un difféomorphisme.

En particulier si Y n’est pas difféomorphe a X, voly(Y') > (1+¢) volg (X). Autrement dit, entre
le volume de X et le volume de toute variété Y autre que X qui la domine, il y a un saut. De
plus, 'invariant défini comme l'infimum des volumes sous condition de courbure Ric > —(n—1)
est un invariant différentiable : il est sensible & la structure différentiable de la variété. En effet,
en considérant les exemples construits par Farrell et Jones [FJ89] de variétés Y homéomorphes,
mais non difféomorphes, & une variété hyperbolique donnée (X, gp), on donne de la substance
au résultat suivant, corollaire immédiat de 4.12 :

Corollaire 4.13. Soit (X™, go) comme ci-dessus, il existe € > 0 tel que pour toute variété Y™
homéomorphe, mais non difféomorphe, a X", et toute métrique riemannienne g sur Y telle que
Ricy > —(n —1)g, on ait

volg(Y) = (1 + ¢€) volg, (X).

Les théoremes 4.10 et 4.12 se généralisent a la situation ou l'application continue f : ¥ — X
est de degré non nul. Supposons que la courbure de Ricci de (Y, g) vérifie Ricy > —(n — 1)g,
I’équation (4.1) est alors remplacée par

VOlg(Y) 2 ]deg(f)]volgo (X),

et on a égalité si et seument si f est homotope & un revétement riemannien. L’équation (4.3)
est remplacée par
volg(Y) < (1 + ¢)|deg(f)]voly, (X).

Cette équation est alors vérifiée si et seulement si f est homotope a un revétement différentiable.
Appliquons cela avec Y = XX, la somme connexe de X avec elle-méme. Cette variété n’admet
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pas de métrique hyperbolique donc n’admet pas non plus de revétement différentiable de degré
2 sur X, bien qu’il y ait une application f : Y — X de degré 2. On obtient donc le corollaire
suivant :

Corollaire 4.14. Soit (X, go) une n-variété fermée orientable hyperbolique. Alors il existe e > 0
tel que pour toute métrique g sur X4X telle que Ricg > —(n —1)g, on a

volg (X1X) = 2(1 4 ¢) volgy (X).

Pour conclure cette introduction, signalons que ce phénomene de rigidité n’est pas conservé si
on considere les métriques a courbure scalaire minorées par —n(n — 1), au moins en dimension
3. En effet, si on définit, comme [BBBT10b],

V(M) = inf {voly(M) | Ry > —6},

on peut montrer [KLO8b, section 93] [And06] que pour une 3-variété compacte M, on a V(M) =
vol_1(H), ou H est la partie hyperbolique apparaissant dans la décomposition géométrique
de la variété. En particulier si on considere M = XfX, ou (X,go) est hyperbolique, on a
V(M) = 2voly (X).

4.4 Applications naturelles

Les preuves des théoremes 4.10 et 4.12 recourent de maniere essentielle a la notion d’application
naturelle, que nous expliquons dans cette section. La premiere construction remonte a Douady-
Earle [DES86]. Il s’agissait d’étendre de maniere conforme un homéomorphisme du cercle S! en
un homéomorphisme du disque D. Pour cela, a y € D, on associe d’abord une mesure 7, sur
Sl qu’on pousse par 'homéomorphisme donné en une mesure ¢sny (toujours sur S, qu'un
barycentre envoie finalement sur un point de D, définissant ’application naturelle ® : D — D

par ®(y) := bar(¢.ny) € D.

Dans le contexte du théoreme 4.10, les auteurs construisent une famille d’applications naturelles
entre les revétements universels Y et X, de maniere f.-équivariante sous 'action des groupes
fondamentaux de Y et de X. Notons h(g) l'entropie volumique de la métrique g, définie par

h(g) = Jim = In (vol; By(y, R))
ou Bj(y, R) désigne une boule de rayon R dans le revétement universel Y muni de la métrique
relevée §. Pour chaque ¢ > h(g), on définit une application F, : ¥ — X comme suit. A chaque
Yy € }7, on associe le mesure 7y, de densité e—c4¥:2) au point z par rapport a la forme volume de
g (7733 est de masse totale finie par choix de ¢), ou d est la distance associée a §, qu’on pousse
par f. en une mesure (3, = finy sur X. La convolution de B, avec les mesures visuelles de X

donne une mesure m¢ sur 90X, que le barycentre renvoie finalement sur un point de X, soit

C
- Y
F.(y) := bar(mj) € X. La construction étant équivariante, le passage au quotient définit alors
F.:Y — X.

Cette application a des propriétés remarquables de rigidité infinitésimale. Elle est de classe C*,
est homotope a f, et satisfait pour tout y € Y, I'inégalité

| Jac Fe(y)| < (h(zo))n, (4.4)
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I'égalité ayant lieu si et seulement si dyF,. est une homothétie entre les espaces tangents T,Y
et Tp,,)X. Notons que par intégration , et en faisant tendre c vers h(g), on obtient une autre
inégalité donnant lieu a un phénomene de rigidité :

n
volg (X) < <h(9)> voly () (4.5)
% h(go) !

Puisque d’apres I'inégalité de Bishop [GHL90, th. 3.101], on a h(g) < h(go), on obtient ainsi
I'inégalité (4.1). Lorsque ¢ est proche de h(go), (4.4) signifie que F. est presque “volume-
décroissante”, i.e. voly (F.(A)) < (1 + €)voly(A) pour tout ensemble mesurable A C Y. En
cas d’égalité des volumes globaux voly(Y') = volg, (X), on obtient presque égalité dans (4.4), sur
une partie de Y dont le volume est presque maximal. Sur cette partie, la différentielle dF est
alors presque isométrique. En combinant ceci avec un controle global de dF sur Y, la preuve
du théoreme 4.10 s’obtient en montrant que lorsque ¢ — h(g) = h(go), F. converge vers une

application F : (Y, g) — (Xg,), qui réalise alors I'isométrie.

Dans le contexte du théoreme 4.12 (et aussi de 4.11), on n’a pas a priori de métrique g sur Y’
réalisant ’égalité des volumes avec volg, (X), et on ne voit pas comment déduire d’une presque
égalité des volumes qu’une des applications F, serait un difféomorphisme. L’idée est alors de
raisonner par contradiction, en considérant une suite € — 0, des variétés Y, X et des ap-
plications fi : Yy — X de degré 1 satisfaisant les hypotheses, ou ¢ est remplacé par €, dans
I’équation (4.3), mais telles que fi n’est pas homotope a un difféomorphisme. Pour conclure, il
suffit de trouver des variétés Xj, et Y difféomorphes, 'application f; étant alors nécessairement
homotope au difféomorphisme. On peut facilement se ramener au cas ou la variété hyperbolique
est fixée, notons la X. La stratégie est de construire, pour chaque entier k, une famille d’appli-
cations naturellles Fj : Y, — X, out ¢ > h(gy), puis de faire sous-converger simultanément les
variétés riemanniennes Y}, vers un espace-limite Y., et les applications naturelles (en utilisant
un procédé diagonal) vers une application limite F, : Yoo — X. La convergence utilisée est
assez grossiere, puisqu’on ne dispose comme controle de courbure sur les gp que d’une borne
inférieure de la courbure de Ricci, c¢’est celle de la topologie de Gromov-Hausdorff (pointée) que
nous définissons dans la section suivante. Le but est de montrer que F,, est un isométrie, ce
qui impliquera que Y converge pour la topologie de Gromov-Hausdorff vers X. On pourra alors
conclure grace au théoreme suivant [CC97, th. A.1.12] :

Théoréeme 4.15. Soit (Y}) une suite de n-variétés riemanniennes compactes de courbure de
Ricci uniformément minorée, convergeant pour la topologie de Gromov-Hausdorff vers une variété
riemannienne compacte X de méme dimension. Alors Yy et X sont difféomorphes pour tout k
assez grand.

Dans la section suivante, nous détaillons quelques arguments de la preuve ébauchée ci-dessus,
en introduisant les notions et les résultats utiles.

4.5 Limites d’espaces a courbure de Ricci minorée

On se donne donc une suite € — 0, des variétés Yy, X; et des applications f : Y — X de
degré 1 satisfaisant les hypotheses du théoreme 4.12, ou € est remplacé par € dans 1’équation
(4.3), mais telles que fi n’est pas homotope & un diffomorphisme. On commence par fixer
la variété hyperbolique. Cela découle du théoreme de finitude de Cheeger [Che70] (voir page
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27) et du théoreme de Mostow énoncé au début (théoreme 4.8). Le coeur du théoreme de fi-
nitude est 'obtention d’une borne inférieure sur le rayon d’injectivité, rayon en dessous du-
quel une boule métrique est difféomorphe & une boule standard (donc sans topologie), en
termes des bornes de courbure, diametre et volume données. C’est le précurseur des théoremes
de convergence riemannienne ”a la Gromov” dont on parlera dans un instant. Les variétés
hyperboliques de dimension donnée ayant un volume uniformément minoré, celles que nous
considéront satisfont les hypotheses du théoreme de finitude, donc ne comptent qu’un nombre
fini de types de difféomorphismes. Le théoréeme de Mostow dit alors que deux variétés hyperbo-
liques difféomorphes sont en fait isométriques. Quitte a prendre une sous-suite et & composer les
fr par des isométries, on peut donc supposer que X, = X est une variété hyperbolique fixée.

La suite des Y} est beaucoup moins rigide puisqu’elle ne satisfait qu'une borne inférieure sur la
courbure de Ricci, et n’est pas majorée en diametre. Le volume des Y est minoré par celui de
X, d’apres l'inégalité (4.1). Cependant, le diametre n’étant pas majoré, on ne peut a priori pas
déduire de la minoration du volume des Y), une minoration uniforme du volume des boules de
rayon fixé (par exemple £S? x e 281, avec la notation évidente, est de volume fixe quand & — 0,
mais le volume des boules-unité tend vers 0). Une telle minoration est pourtant nécessaire
si on veut avoir une convergence raisonnable vers un espace de méme dimension, comme on
I’expliquera plus bas. Nous verrons que c’est ’existence d’une application de degré 1 vers X qui
va nous donner un controle de ce type, via le volume simplicial.

La simple hypothese de courbure de Ricci uniformément minorée permet d’appliquer le théoreme
de précompacité de Gromov [Gro99, Prop. 5.2]. Avant de ’énoncer, introduisons quelques
définitions. Soit (E,d) et (E’,d") deux espaces métriques, et « > 0, on appelle a-approzimation
de Hausdorff une application ¢ : (E,d) — (F’,d’) qui satisfait les deux assertions suivantes :
(1) Pour tout z1,z2 € E, |d'(¢(x1), d(x2)) — d(x1,22)| < «,

(2) Le a-voisinage de ¢(E) est égal & E'.

Une suite d’espaces métriques (Fg, di) converge pour la topologie de Gromov-Haudorff (qu’on
note aussi topologie G-H) vers un espace métrique (Foo,ds) 8’1l existe des ag-approximations
de Hausdorff de (Ej,dy) sur (Fx,ds) avec ai — 0. Une suite d’espaces métriques pointés
(Ek, dg, x) converge pour la topologie G-H pointée vers un espace métrique pointé (FEuo, doo, Too)
si pour tout R > 0, les boules B(zy, R) convergent G-H vers B(z, R).

C’est une convergence extrémement grossiére, car les approximations de Hausdorff ne sont pas
supposées continues. Par exemple %Z — R pour la topologie G-H. Elle est pour cette raison
trés robuste. Le théoréeme de précompacité de Gromov affirme que de toute suite de n-variétés
riemanniennes compleétes pointées (Yi, yx), de courbure de Ricci uniformément minorée, on peut
extraire une sous-suite, convergeant pour la topologie G-H pointée, vers un espace métrique de
longueur complet. Le coeur de 'argument est le suivant. Il découle de I'inégalité de Bishop-
Gromov que dans une n-variété riemannienne satisfaisant la minoration Ricy > —(n —1)g, pour
tout R,e > 0 une boule métrique B(p, R) contient toujours un ensemble e-dense (i.e. dont le
e-voisinage contient B(p, R)) A. r ayant moins de C'(n, R,¢) éléments. Si on veut savoir a quoi
ressemble la boule, a e-pres, il suffit de connaitre les distances relatives entre points de A, /3 g, &
e/3-prés. Le nombre de configurations possibles est clairement borné par C(n, R, )?(2£). Etant
donnée une suite de variétés, ¢, R étant fixés, on peut quitte a extraire fixer une configuration.
Le théoreme de pré-compacité s’obtient en combinant ceci a un procédé diagonal lorsque € — 0.
Notons que, appliquée & une classe d’espaces métriques satisfaisant une estimée du type |A. g| <
C(e, R), 'argumention ci-dessus conduit & un théoreme de compacité.

La structure des espaces-limites a courbure de Ricci minorée est aujourd’hui bien décrite par la

34



théorie de Cheeger-Colding [CC97][CCO00a][CCO0b]. En particulier, en cas de non-effondrement
I’espace-limite ressemble beaucoup a une variété. Dans le cadre de cette théorie, il y a non-
effondrement si le volume des boules-unités centrées au point-base de la suite considérée est
uniformément minoré, i.e. vol B(yg,1) = v > 0 ol v est indépendant de k. C’est précisément
le cas de notre suite Yy, si on choisit correctement les points-bases. Cette propriété des Yj est
héritée de X via I'application de degré 1 et le volume simplicial. En effet, 'existence d’une
application de degré 1 f : Yy — X implique que ||Yx|| = || X||; puisque X est hyperbolique,
|| X]|| > 0 d’apres le théoreme de Gromov-Thurston, donc ||Yy|| également. Cette information
topologique est convertie en information géométrique grace au théoreme d’isolation de Gromov

[Gro82, Th. 0.5] :

Théoréme 4.16. Soit V' une n-variété compleéte telle que Ric > —(n — 1), et telle que toute
boule unité B(v,1), pour v € V, satisfait vol B(v,1) < € pour € = e(n). Alors ||V = 0.

On déduit donc de ||Yy|| > 0 qu’il existe y; € Y, tel que voly, B(yg,1) > e(n). Dorénavant on
choisit ces points comme points-base de la suite. Notons que par le théoreme de comparaison de
Bishop-Gromov, ceci fournit une borne inférieure du volume de toute boule-unité qui ne dépend
que de la distance de son centre au point-base. En effet, si v™(r) désigne le volume d’une r-boule
dans ’espace hyperbolique de dimension n, alors

v (1)
o™ (1 +d(yk,y)) ~

v (1)

vol B(y,1) > vol B(y, 1 + d(y, y)) T Ot A )’
—1 9

e(n)

puisque B(yx, 1) C B(y, 1+ d(yx, y))-

Dans cette situation de non-effondrement, l’espace-limite (Yo, doo,¥oo) va ressembler & une
variété de dimension n. On peut en avoir I'intuition par le raisonnement suivant. Si les boules
B(yk, R) ont un volume uniformément minoré, les ensembles e-denses A r C B(yk, R) seront
aussi de cardinal uniformément minoré, et de plus comparable & celui d’une boule euclidienne,
i.e. de 'ordre de (g)" Cette minoration passant a l’espace-limite, les boules de 1’espace-limite
ressembleront a des boules euclidiennes, a e-prés. Soyons maintenant plus précis, en terme de
comportement de volume des boules et d’espace tangent. Tout d’abord il y a convergence, pour
la topologie G-H pointée, du volume riemannien vers la n-mesure de Haudorff de I’espace-limite
[CCIT] : si pi, € Yy converge G-H vers po, € Yoo alors

klim vol B(pg,r) = H"(B(Poo, 7))

ou H" est la mesure de Hausdorff n-dimensionnelle de (Y5, ds). Les boules de 'espace limite
sont donc de H"™-mesure strictement positive, minorée en fonction de la distance au point-base
Yoo- 1l s’ensuit que les inégalités de Bishop et de Bishop-Gromov sont satisfaites également sur
Yoo. Ceci implique, via le théoreme de compacité de Gromov (version espaces métriques), que
chaque point p € Y, admet un cone tangent Y, ,. Par définition, Y, est la limite G-H pointée
d’une suite de renormalisations (Yoo, 7; 'doo, p) ol {r;} est une suite de réels > 0 telle que r; — 0
(la limite peut dépendre de la suite choisie). Si on note R I’ensemble des points p € Yo, dont tous
les cones tangents sont isométriques a R", et S = Y, \ R son complémentaire (points réguliers
et points singuliers), alors H"~2(S) = 0 ([CC97, Th 6.1]). Pour ¢ > 0, notons R. I’ensemble des
points p € Y tel que pour tout cone tangent Y, en p, la boule-unité centrée en p de Y, , est
e-hausdorff proche de la boule unité de R™ (points e-réguliers). Alors, pour € < £(n) (e(n) ici
[¢]

n’a rien a voir avec celui du théoreme 4.16), R, a une structure de n-variété [CC97, Th 5.14] et
est connexe par arcs [CC00a, section 3|. Les points e-réguliers peuvent étre caractérisés par le
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comportement asymptotique de H™(B(p,r)) lorsque r — 0, ce qui est plus adapté a nos besoins.
Précisément, posons
(B
0(p) := liminf M
r—0 VOan (T)

D’apres 'inégalité de Bishop, 6 € [0, 1]. Une conséquence de [CC97, A.1.5] est 'existence d’une
fonction 7(¢) > 0, avec 7(¢) — 0 quand € — 0, telle que pour tout p € R., 6(p) > 1 — 7(e).
Inversement il existe e(7) > 0, satisfaisant (7) — 0 quand 7 — 0, telle que 6(p) > 1—7 implique
pE RE(T)'

Avec ces outils en main, la preuve du théoréeme 4.12 se déroule comme suit. Pour une suite
¢k > h(gx) bien choisie, on extrait une application-limite Fi, : Yoo — X, de la composée des
F., 1 : Yy — X et des approximations de Hausdorff entre les boules B(yo, R) et B(yx, R) pour
R — oo. On montre ensuite que cette application-limite F,, est une isométrie.

Y

\  approximations
. de Hausdorff

Les étapes principales sont les suivantes. Puisque volg, (Y;) — volg, (X) et h(gx) < h(go), 'égalité
est presque réalisée dans I’équation (4.5) et h(gr) — h(go). L’égalité est également presque
réalisée dans I’équation (4.4) sur des ensembles Q; C Y de volume presque maximal.

(1) On obtient d’abord un controle optimal de la différentielle dF,  dans un voisinage de €2,
voisinage qui contient toute boule B(yk, R) de rayon fixé pour k assez grand ([BBCG10, lemme
3.12)).

(2) On utilise un lemme de géométrie intégrale [CC96, Th 2.11], pour montrer qu’étant donné
deux points quelconques a et b de B(yk, R), on peut trouver une géodésique dont les extrémités
sont proches de a et de b, et dont I'intersection avec €2 est presque maximale (quand k — o0).
La longueur de la géodésique est alors presque préservée quand on prend son image par F,
puisque dF, ) est presque isométrique sur la presque totalité de la géodésique (et uniformément
bornée aux autres points, [BBCG10, lemme 3.13]).

(3) Des étapes précédentes, on déduit I'existence d’une application limite Fiy = Yoo — X, qui
est est 1-lipschitz ([BBCG10, section 4]).

(4) En considérant des parties de volume presque maximal o | Jac F¢ i| est presque égal a 1, on
montre que F,, préserve les volumes, c’est-a-dire que, pour tout ensemble mesurable A C Y,
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volg, (Fss(A)) = H™(A) ([BBCG10, lemme 5.1]).

(5) On montre, en considérant de petites boules disjointes dans I’ensemble R, dont la H"-mesure
est presque euclidienne, que les images par F,, de telles boules ne peuvent pas trop s’intersecter
(en controlant la perte de volume), donc que les images de leurs centres ne peuvent pas trop se
rapprocher. On en déduit que F,, est injective sur R, (lemme 5.2), puis, en utilisant la théorie

du degré local, qu’elle est ouverte sur R, ([BBCG10, lemme 5.3)).

[¢]

(6) On montre que pour € > 0 assez petit, Foo : Re — Foo(Re) est une application (1 + ¢(e))-
o
bilischitz, avec c¢(e) — 0 quand € — 0. Ici, Fs(R<) est munie de la distance induite par go.
[¢]
(7) On montre que sur Fix(R.), la distance induite coincide avec la distance ambiante dg,, puis
dans une derniere étape que Fio(Yo) = X et que Fi est une isométrie ((BBCG10, prop. 5.6)).

En particulier Y est compact et la convergence G-H pointée de Y}, vers Y, est une convergence
G-H. Ceci montre que Y} converge G-H vers X.

On conclut avec le théoréme 4.15.

Il va de soi que tous les ”presque” qui apparaissent ci-dessus doivent étre quantifiés, et que si
les idées ne sont pas conceptuellement ardues, leur mise en oeuvre demande du travail.

Troisieme partie

Questions sur les points critiques de la
fonctionnelle de Hibert-Einstein

Dans cette partie, je décris quelques questions concernant les points critiques de la fonctionnelle
de Hibert-Einstein, et une tentative, encore infructueuse, d’attaque d’une de ces questions. On
supposera les variétés compactes, connexes et orientables.

5.6 Questions

Une maniere de répondre a la question posée dans ’avant-propos est ’approche variationnelle :
pour définir une métrique canonique sur une variété donnée, on considere une fonctionnelle sur
I’espace des métriques sur la variété, et on étudie ses extremas, ou plus généralement ses points
critiques. Une fonctionnelle tres étudiée est la courbure scalaire totale, dite aussi fonctionnelle
de Hilbert-Einstein. J'en rappelle la définition et quelques propriétés bien connues (voir [Bes87,
section 4] pour plus). Soit donc M une n-variété compacte, et M D'ensemble des métriques
riemanniennes g sur M. On définit S : M — R par

S(g) = / Rydv,,
M

ol Ry est la courbure scalaire de g. Cette fonctionnelle étant sensible aux homothéties quand
n > 3, on la restreint souvent au sous-espace M C M des métriques de volume 1, ou bien on
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%. L’espace des métriques M a
volg(M) 7

une structure différentiable et son espace tangent en un point est I’espace des formes bilinéaires
symétriques sur la variété, qu’on note S?(M). Lorsque S%(M) est identifié & I’espace tangent
TyM, on le munit du produit scalaire L?, noté (-, -)g, induit par g. La fonction S est alors
différentiable sur M et sa différentielle en un point g € M, dans la direction h € S?(M) est

donnée par

la normalise en considérant la fonctionnelle homogene

S'(g9).h = Z“:OS(Q +th) = <%g — Ricg, h)g.

On identifie alors %g — Ricgy avec le gradient de la fonctionnelle, noté VS(g). En dimension
> 3, les seuls points critiques sont donc les métriques Einstein plates, i.e. satisfaisant Ric, = 0.
Si on restreind S & Mj, son gradient en g s’obtient en projetant VS(g) orthogonalement sur
TyMi = {h € S*(M)|(h,g)4 = 0}, ce qui donne VS, (9) = (), Rgdvg)< — Ricy. En dimension
supérieure ou égale a 3, I'identité différentielle de Bianchi implique que les points critiques
satisfont alors Ricy, = %g : ce sont les métriques d’Einstein. Sur une variété quelconque c’est
une contrainte beaucoup trop forte.

Pour obtenir plus de points critiques, on restreind la fonctionnelle a un espace plus petit, I’en-
semble [g] N M des métriques de volume 1 conformément équivalentes & g. Rappelons que g
est conformément équivalente a g s’il existe une fonction u sur M telle que g = e*g. On note
[g] la classe conforme de g, et [g]; = [g] N M. Il est facile de voir que les points critiques de S
restreinte & [g]; sont exactement les métriques de courbure scalaire constante. La question de
savoir si une classe conforme donnée contient au moins un point critique, plus précisément un
minimum, est en revanche une question tres difficile, connue sous le nom de probléme de Yamabe,
dont la résolution (positive) a occupé les années 60-80. Une métrique g qui minimise S dans [g]1
est appelée métrique de Yamabe. Une telle métrique est donc de courbure scalaire constante,
et la valeur de sa courbure scalaire est appelée invariant de Yamabe et noté p([g]). Notons
qu’un point critique de S restreinte & [g]; n’est pas nécessairement une métrique de Yamabe.
Par ailleurs, tout invariant de Yamabe est majoré par celui de la spheére standard [Aub76] :
w([g]) < w(S™, can) pour toute métrique g sur M. Ceci conduit a définir un invariant sur la
variété, appelé invariant ¢ ou constante o, en prenant la supremum des invariants de Yamabe
lorsque g parcourt M :

o(M) := sup p([g])-
geM

R. Schoen a conjecturé [Sch89, p 126-127] qu'une métrique qui réalise o(M) est d’Einstein, et
que si M admet une métrique de courbure sectionnelle constante, celle-ci est la seule a réaliser
I'invariant. La premieére conjecture est vérifiée si o(M) < 0, et la seconde sur S™ et les variétés
plates. En dehors de ces cas, on sait tres peu de choses. L’invariant ¢ est connu sur S' x 71
[Sch89],[Kob87] : on a o(S™) = o (St x S"1) et il n'est pas réalisé par une métrique.

En dimension 3, on comprend mieux ce qui se passe grace aux travaux de Perelman. On a la

classification suivante [KLO8b, section 93] [And06] résolvant des conjectures de M. Anderson

[And] :

— o(M) > 0 si et seulement si M est une somme connexe de S* x S? et de variétés sphériques,

— o(M) > 0 si et seulement M est graphée,

~sio(M) <0, 0(M)=—6(vol_1(H))?/3, ot H est la partie hyperbolique apparaissant dans la
décomposition géométrique de M.
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En particulier, si M est hyperbolique, o (M) est réalisé par la métrique hyperbolique seulement.
De maniere surprenante, dans le cas des variétés sphériques cela ne permet pas de résoudre la
conjecture de Schoen. Le seul cas connu est RP3, par des méthodes complétement différentes
[BN04]. De maniere générale, ’étude de o(M) dans le cas > 0 semble treés difficile.

Considérons le point de vue variationel. Dans le cas o(M) < 0, il fonctionne bien car il y a
unicité de la métrique de Yamabe de volume 1 dans [g1]. L'espace }; C M des métriques de
Yamabe a alors une structure de variété, et les points critiques de S restreinte a ); sont bien
les métriques d’Einstein. Dans le cas d’une classe conforme [g] telle que p([g]) > 0, il n’y a pas
unicité en général des métriques de Yamabe. Le cas le plus extréme est celui de la sphere : si gg
est la métrique ronde de volume 1 sur S™, pour toute transformation conforme F' : S™ — S™,
F*go € [go]1 est une autre métrique de Yamabe dans la méme classe conforme. La régularité de
V1 et la différentiabilité de S : Vi — R sont donc problématiques en des points d’invariant de
Yamabe positif (voir [And05] pour des réponses partielles).

Une idée est d’essayer de comprendre ce qui se passe dans I’espace juste au dessus de Y, ’espace
des métriques de courbure scalaire constante, dont on connait mieux la structure. Notons C cet
espace et C1 = CN M;y. On a donc V) C C; C My et en général, C; est strictement plus gros
que YV;. Génériquement', C; a une structure de variété de dimension infinie [Koi79], d’espace
tangent

Tgcl = {h (S Tg./\/l1|Ozg(h) = O}, (56)

ot oy : S?(M) — C*®(M) est l'opérateur défini par g — A R'(g).h (le Laplacien que l'on
considére maintenant est celui des géometres, i.e. 'opposé de la trace du Hessien). Notons que
T,Cy peut toujours étre défini par (5.6), méme si C; n’est pas une variété en g, et on peut donc
le voir comme ’espace tangent formel de C;. On peut se demander quels sont les points critiques
formels de S restreinte a C; :

Définition 5.17. Une métrique g € C; est un point critique formel de S restreinte a C; si
S'(g).h = 0 pour tout h € T,C;.

Le gradient de Sy, étant égal & — 7, € Ty My, ceci équivaut a ce que Zy L ker(ay). La théorie
elliptique permettant décrire TyM; = (ker(ay) N TyM;) @ Im(es), ot o : C*°(M) — S*(M)
est l'adjoint de ay, cela est aussi équivalent a ce que Z; € Im(aj). Le calcul de ay(f) donne
I’équation suivante,

Zg = Dydf +Agfg — fRicy (5.7)

pour une fonction f € C*°(M). Cette équation caractérise donc les points critiques formels de S
restreinte a Cj.

Faisons quelques remarques sur cette équation, ol on suppose que R, > 0. Si f est constante,
on a (14 f)Ricy = %g, donc f = 0 et g est une métrique d’Einstein. Supposons que (5.7)
admette une solution f non constante. Le seul exemple connu d’une telle situation est lorsque
g est une métrique d’Einstein. Dans ce cas, ’équation (5.7) se réduit a Ddf = —% fg, et le
théoreme d’Obata [Oba62] (voir aussi [BGM71]) montre qu’en fait (M, g) est isométrique a la
sphere standard. Cette équation est donc tres forte. Il a été conjecturé [Bes87, Rem 4.48] que la
sphere standard est la seule solution non triviale de (5.7).

Conjecture 5.18. Soit (M, g) une variété compacte telle que Ry > 0 et [’équation (5.7) admette
une solution non identiquement nulle. Alors (M, g) est isométrique a la sphére standard.

C . R " . N . . PEN
13Présicément, si —% n’est pas dans le spectre positif du Laplacien, ou le Laplacien est celui des géometres.

Mais c’est justement le cas % € Sp, (A) qui est intéressant....
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Observons qu’en prenant la trace de (5.7) on obtient

Agf =Ty (53)

n —

c’est-a-dire que nR_gl est une valeur propre!? de Ay. C’est précisément la situation ol 'espace
tangent a C; est formel. On peut se demander si une métrique réalisant I'invariant ¢ est un point
critique formel de Sg,. L’exemple de RP3, ot on sait que o est réalisé par la métrique ronde,
montre que non : on a vu que (5.7) se réduit dans ce cas a Ddf = —% fg et que la variété

doit étre isométrique a la sphere.

Dans la section suivante je décrit une tentative, toujours infructueuse, d’aborder la conjecture
dans le cas n = 3.

5.7 Une tentative

J’ai abordé la conjecture 5.18 avec L. Rozoy (Grenoble) et J. Lafontaine (Montpellier), qui
I’étudiaient en lien avec une question similaire, la classification des solutions non triviales de
I’équation a;( f) = 0. Cette équation a une interprétation en termes de relativité générale, et
I’idée était de transporter certaines techniques relativistes dans notre cadre riemannien.

J. Lafontaine [Laf83] résoud les conjectures ci-dessus dans le cas ou la variété est supposée
conformément plate. L’idée de départ est donc de montrer que la métrique est conformément
plate. Pour ce faire on raisonne par contradiction. En dimension 3, le fait pour une métrique
d’étre conformément plate est caractérisée par 'annulation du tenseur de Cotton, un 2-tenseur
symmétrique a trace nulle qu’on définit comme suit. Soit S, = Ric, —% g (le tenseur de Schou-
ten), et d”S, € C®(A2T*M @ T*M) sa dérivée anti-symétrisée, définie par dP S, (x,y, ) =
DySy(y,-) — Dy Sy(x,-). 1l est connu depuis H. Weyl que d” S, = 0 caractérise les métriques
conformément plates. En considérant la décomposition sous 'action de O(3) de C®°(A2T*M @ T* M)
en composantes irréductibles, on peut montrer que d” Sy appartient a une composante isomorphe
a l’espace des 2-tenseurs symétriques a trace nulle. Le tenseur C est simplement 'image de dP Sg¢
par I'isomorphisme, on le note Cy. Il s’avere plus pratique a considérer dans certaines expressions.

Grace a une propriété d’analyticité, 'annulation de C, sur M équivaut a son annulation sur
un ouvert. Pour tester I'annulation de Cy, I'idée est de faire une comparaison avec des modeéles
conformément plats, via des principes du maximum.

Je commence par donner un exemple de principe du maximum, et des informations géométriques
qu’on peut en tirer. Il repose sur une identité du type ”divergence égale quantité positive“,
et est inspirée par l'identité de Robinson en relativité générale (cf [She97], [Lin88]). Dans le
contexte relativiste, ce genre d’arguments est utilisé pour montrer la symétrie sphérique de
certains modeles stellaires.

On considere donc la fonction |V f \Z + % f2, qu'on peut imaginer comme une sorte d’énergie.
Sur M\ {f = —1}, on définit la métrique g = (f + 1)~2g. On a alors la formule suivante,

5 (9, + 5 77) =207+ 1)1 2, P (5.9

"Dans le cas Ry < 0, les valeurs propres de A, étant positives on en déduit que f est constante, donc que g
est d’Einstein ou bien Ry =0et f = —1
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On voit immédiatement que la constance de |V f ]Z + % f? caractérise les métriques d’Einstein.
Dans la suite, on pourra donc supposer la fonction non constante. Rappelons que sur la sphére
standard, les solutions de (5.7) sont les harmoniques sphériques, i.e. & normalisation pres les
fonctions coordonnées données par le plongement S C R?%. La constance de Vo f |£2] + % f? s’écrit
aussi cos? +sin? = 1!

Par ailleurs, la positivité de (5.9) implique que |V f |52; + % f? satisfait un principe du maximum
fort sur le domaine M \ {f = —1}. Le maximum est donc atteint dans le niveau {f = —1}
(strictement si la fonction n’est pas constante). Ce niveau a des propriétés tres particulieres.
Cela est manifeste si on substitue (5.8) dans (5.7), car on a alors

Dgdf + (g + é)Rg = (14 f)Ricy, (5.10)
et on voit que le second membre s’annule sur { f = —1}. Dans ce cas (5.10) se réduit a Dydf = % qg.
Il s’ensuit que chaque composante connexe de {f = —1} est un point, correspondant & un
minimum local strict de f, ou une surface totallement ombilicale (i.e. les courbures principales
sont égales) de courbure moyenne constante (égale a %). Le cas f > —1 pouvant se traiter
facilement, on peut supposer que {f < —1} est non vide. Dans la suite, on s’intéresse aux
composantes connexes de { f < —1}. On peut facilement montrer que chacune de ces composantes
connexes, mesurée avec f, est (strictement) plus petite que la composante connexe équivalente
sur S3. Précisons ce qu’on veut dire par 1a. Soit O une des composantes de {f < —1}, et e > 0
le supremum de la fonction |V f \3 + % f? sur O, atteint sur le bord de O d’apres le principe du

maximum.

Lemme 5.19. Soit f une solution de (5.7) sur (S3,can), normalisée pour que |V f|*>+£f2 =e.
Alors
. 2 . 77
rnolnf n;ﬁgnf

et l’égalité est atteinte si et seulement si Zy =0 sur O.

(83, can)

Démonstration. 1l existe m € O minimisant f dans la composante, et m € S3 minimisant f. On
a alors V4 f(m) = V f(m) =0, donc

0+ 2P < e =[VF+ (P = S Pm).

En cas d’égalité, le maximum de |V, f |3 + % f? étant atteint dans O, le principe du maximum
fort implique que cette fonction est constante, donc Z, = 0 d’apres (5.9). O
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On sait en dire plus sur la composante connexe, notons la Sp, ou |Vg4f \Z + % f? atteint son
maximum sur M \ {f = —1}. En écrivant que la dérivée seconde est négative et en utilisant
I’équation de Gauss, on peut montrer que la courbure scalaire R* de la métrique induite sur Sy
satisfait I'inégalité

R H?
R'> o+ (5.11)
ou H est la courbure moyenne de la surface. Sous la forme R* — HTQ > %, on peut la voir comme

une inégalité de Penrose ponctuelle, le terme de gauche étant l'intégrant dans I’expression de la
masse de Hawking. Il découle de (5.11) et du fait qu’elle est oriantable que Sy est une 2-sphere.

Dans la suite on considere la composante Oy de {f < —1} bordée par Sy. Raisonnant par
contradiction, on suppose que Z; # 0 sur Op, et donc d’apres le lemme 5.19 que ming, f >
mings f.

Pour poursuivre 'argument de comparaison, 1'idée est de considérer a la place de la sphere
d’autres solutions compactes conformément plates de (5.7), des modéles conforméments plats,
qu’on aura ajusté, et d’en faire la transplantation dans le domaine Og. Les modeles conformément
plats sont des solutions de (5.7) sur S? x R. On a vu [Laf83] qu’il n’existe pas d’autre solution
compacte que la sphere ronde, mais il existe beaucoup de solutions non compactes. En particulier,
on sait construire sur S? x R une famille & deux parametres de solutions conformémement
plates, ou 'on peut spécifier, sur un niveau —1 donné, courbure moyenne et courbure scalaire.
Précisément, fixons go une métrique ronde sur la sphere S? de courbure scalaire Rg. Alors, pour
tout couple (R*, H) de réels satisfaisant 'inégalité R* > % + HTZ, il existe sur S? x R un produit
tordu g = a?(x)go + dx? et une fonction f = f(z) tels que (a) (g, f) est solution de (5.7), de
courbure scalaire constante R (b) f(0) = —1 (c) S% x {0} est de courbure moyenne H et de
courbure scalaire induite R*.

La métrique g est de plus périodique, et converge, lorsque R* — % — HTQ — 0, sur une période
vers la m étrique ronde de S® privée de ses poles. Par contre, f n’est jamais périodique (¢a ne
donne donc pas de solution sur $? x S1).

Spécifier (R*, H) revient a fixer le germe d’ordre 2 de fsur §2 x {0} := Sj. Ce qu’on veut faire
ensuite, ¢’est comparer |V f| et |V f| sur des niveaux correspondants de f et de f.

La technique est de transplanter la fonction |V f| dans Oy, en définissant dans Op une fonction Wy
ayant sur chaque niveau { f = c} la valeur de |V f|? sur le niveau { f = c}. Cela nécessite d’ajuster
le modele conformément plat pour que Wy soit défini sur Og tout entier. On obtient ensuite un
principe du maximum pour |V f|? — Wy grace & une inégalité du type L(|V f|> — W) > 0, ou L
est un opérateur differentiel de la forme L(u) = Agu+ (Vu, X) + hu, le calcul faisant intervenir
|Cy|?. Nous donnons quelques détails de la construction.
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On commence par fixer H = H(Sp) de maniere que |V f| ait méme valeur sur Sy que |V f| sur
Sp. On considere ensuite la composante connexe de {f < —1, Vf # 0} bordée par Sy, qu’on note
Op. On définit f, := ming, f, i.e. la valeur critique pour laquelle V f s’annule la premiere fois en
dessous de Sy. En choisissant R* proche de % + %27 f. est proche de la valeur correspondante sur
la sphere S3, donc f. < ming, f d’aprés 'hypothese faite précédemment. On peut alors définir
sur Og, Wy = |Vf|? o f~! o f. L’opérateur L est construit a partir de I’équation (5.9) et du
calcul correspondant pour Wj.

Cette technique permet de montrer que |V f|?> < Wy. Combiné & un argument de continuité, elle
permet aussi d’ajuster plus finement le modele conformément plat de maniere que f. = ming, f.
Ceci implique que |V f|?> = Wy sur le bord du domaine Og. Cependant, elle n’a pas permis
d’aboutir a une contradiction. L’idée pour pousser la technique serait d’utiliser un principe du
maximum & bord, la contradiction venant de I’annulation de |V f|*> — Wy au bord & un ordre
suffisant. Cependant, la divergence de certains termes fait que 'existence de I'identité requise
n’est toujours pas claire, a moins de rajouter des hypotheses techniques. Je ne sais pas si on
peut circonvenir ce probleme en étant plus astucieux, ou si la difficulté est plus profonde.

Quatrieme partie

Projets

Je présente quelques projets immédiats.

De maniere générale, on sait peu de choses sur les variétés non compactes, ce qui en fait un vaste
domaine de recherche.

En ce qui concerne le flot de Ricci, les théoremes d’existence et d’unicité, sous hypothese de
courbures initiales bornées, sont relativement récents [Shi89][CZ06b]. Une question aussi natu-
relle que la classification des solutions périodiques, qui dans le cas compact dont des solitons!®

5un soliton est un flot de Ricci auto-similaire : g(t) est de la forme g(t) = A(t)¢(t)*go, oit A(t) > 0 et H(t) est
un difféomorphisme de la variété
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[Per02], est encore ouverte. La preuve de Perelman consiste & construire de fonctionnelles mo-
notones le long du flot, leur constance impliquant une rigidité. Le passage au cas non compact
n’est pas clair. Pour avancer il parait raisonnable d’ajouter des hypotheses de courbure. Mon
étudiant en these, Alix Deruelle, a commencé & travailler sur ces questions, ainsi que sur des
propriétés de rigidité des solitons.

Comme expliqué en 3.1, la topologie des 3-variétés ouvertes est tres peu connue. L’idée est
donc de commencer par étudier une classe de variétés définie par des contraintes géométriques,
puis de relacher les contraintes. Concernant les variétés de géométrie bornée a courbure scalaire
uniformément positive, qu’on a classifiées dans le théoreme 3.3, on peut relacher les contraintes
de deux manieres :

- remplacer Ry > 0 par R > 0. Rappelons que dans la preuve du théoreme 3.3, la condition
Rpmin > 0 est utilisée seulement pour montrer ’extinction en temps fini de la solution chirurgicale.
Sous I'hypotheése R > 0 Pargument n’est plus valable : sur S* x R?, ot R? est muni de la métrique
du soliton cigare, le flot de Ricci est défini sur [0, +00) (et est constant & difféomorphisme pres).
Dans ce cas, la stratégie est d’étudier le comportement en temps long de la solution chirugicale
donnée par le théoreme 3.7, i.e. de trouver le pendant du théoreme de décomposition 2.8.

- garder ’hypothese courbure bornée et supprimer I’hypothése de minoration du rayon d’injec-
tivité. Cela nécessite de revoir le théoreme d’existence en temps fini 3.6. Cela semble difficile
techniquement mais pas insurmontable. Un autre intérét d’étendre la construction des solutions
chirurgicales en ce sens serait de pouvoir I'utiliser ensuite sur des variétés a cusp. Cela peut-étre
utile aussi pour étudier ’espace des métriques d’une variété non compacte.

Une autre application intéressante du flot de Ricci avec chirurgie ou de ses variantes est ’étude
de l'espace des métriques d’'une variété donnée. Un exemple de telle application est le travail
récent de F. Coda Marques [Mar]. Notons R (M) lespace des métriques de courbure scalaire
strictement positive d’une variété M.

Théoréme 5.20 (F. Coda Marques). Supposons que M3 soit une 3-variété compacte orientable
telle que R4y (M) # 0. Alors 'espace des modules Ry (M)/Diff (M) est connexe par arcs.

Dans le cas de S3, ou le groupe des difféomorphismes préservant l'orientation Diff, (S3) est
connexe par arcs, ceci montre que R (%) lui-méme est connexe par arcs. La preuve du théoréme
5.20 utilise le flot de Ricci avec chirurgie de Perelman, des méthodes de transformation conforme,
et la construction de Gromov-Lawson. Elle consiste a relier par le flot une métrique donnée a
un élément d’une famille de métriques “canoniques”, ces métriques canoniques étant facile-
ment reliées entre elles. Un projet est d’obtenir un résultat similaire sur R3. C’est envisageable
en utilisant un hybride flot de Ricci a bulles/solution chirurgicale, qui requiert d’améliorer la
construction pour se passer de ’hypothése de la minoration du rayon d’injectivité.

Une autre question qu’on peut tenter d’étudier avec le flot est celle de la contractibilité de
I’espace des modules, en lien avec la conjecture de Smale généralisée. Cette conjecture dit que
sur les 3-variétés M de courbure sectionnelle constante > 0, I'inclusion Isom(M) C Diff (M) est
une équivalence d’homotopie. Elle est vérifiée sur S3, les lenticulaires et d’autres cas particuliers.
Elle peut aussi étre formulée dans un cadre que pour les variétés sphériques (voir le probleme 9
de [Rub07]).

Sur les variétés compactes, je suis intéressé par la question suivante, qui m’a été posée par
Michel Boileau : est-ce qu'une variété compacte M de dimension 4 admettant un revétement
fini M hyperbolique est hyperbolique ? Peut-étre qu’une approche mélangeant flot de Ricci et
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convergence/rigidité différentielle peut permettre d’avancer. Si d est le degré du revétement,
on sait (en relevant la métrique) que minvol(M) > % vol_;(M). Une idée est d’approcher le
volume minimal, ou le volume minimal & courbure de Ricci minorée, par une suite minimisante,
et de régulariser cette suite grace au flot de Ricci, comme le fait Miles Simon [Sim09] dans une
situation semblable en dimension 3.

Enfin je souhaite conclure le travail sur les points critiques de la fonctionnelle de Hilbert-Einstein,
exposé dans la partie III.
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