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Exercice 1 (Cours). On considère dans R2 orienté un arc géométrique orienté A régulier.

(1) Donner la définition de la courbure algébrique de A en un point p ∈ A.

(2) On suppose que (I, f) est un paramétrage (quelconque) de A. Montrer que la courbure
algébrique en un point p = f(t) est donnée par

k(p) =
det(f ′(t), f ′′(t))

‖f ′(t)‖3
.

Exercice 2. (1) Rappeler les deux manières de définir la longueur d’un arc géométrique de
classe C1 de Rn.

(2) Montrer que l’arc f :]0, π[→R2, f(t) = (t, t sin(1/t)), est de longueur infinie.

Exercice 3. Soit 0 < r < a des réels et M ⊂ R3 l’ensemble des points (x, y, z) tels que

(
√
x2 + y2 − a)2 + z2 = r2.

(1) Montrer que M est une sous-variété de dimension 2 de R3.

(2) Quelle est cette surface ? Dessiner là.

Exercice 4 (Sphère surosculatrice). On considère dans R3 orienté c : I→R3 de classe C∞,

birégulier paramétré par longueur d’arc. On note (−→τ ,−→ν ,
−→
β ) le repère de Frenet, K la courbure et

T la torsion. On suppose que T 6= 0 partout sur I. On appelle sphère surosculatrice à c en c(s) la
sphère de centre

m(s) = c(s) +
1

K(s)
−→ν (s) +

K ′(s)

T (s)K2(s)

−→
β (s). (1)

et de rayon r(s) = d(m(s), c(s)). La sphère surosculatrice en un point c(s0) est caractérisée par la
propriété que s 7→ d(m(s0), c(s)) a ses dérivées d’ordre k > 0 nulles jusqu’à l’ordre k = 3 en s0.

(1) Rappeler les relations de Frenet (on ne demande pas de les montrer).

(2) Montrer que

m′(s) =

[
− T
K

(s) +

(
K ′

TK2
(s)

)′ ]
β(s).

(3) Déduire de la question précédente que c est sur une sphère si et seulement si

T

K
=

(
K ′

TK2

)′
.
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