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FEUILLE D’EXERCICES n°7
Relations racines-coefficients

Diviseurs et multiples dans un anneau commutatif

Exercice 1 — Soit P(X) = X" +a, 1 X" ' + -+ + a; X + ao un polynoéme de
C[X] tel que ag # 0. On note rq,...,r, les racines de P(X) dans C.

1) Donner un polynéme de degré n dont les racines sont les 1/7;.
2) Soit
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Montrer que si a,, # 0, alors
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Montrer que le polynéme P(X) a au moins une racine dans le disque fermé de
centre 0 et de rayon R,,.

Exercice 2 -~ On considére le polynéme X° — (2 4+ v/2) X2 +2(v2 + 1) X —2V/2
de racines rq, 9 et r3 dans C.

1) Déterminer le polynome unitaire de degré 3 de racines r%, r3 et r3.

2) En déduire les valeurs de rq, 7o et 3.

Exercice 3 —

1) Déterminer trois éléments a, b, ¢ de C, non tous réels, tels que a+b+c, a*+b*+c?
et a® + b3 + ¢ soient trois réels.

2) Montrer que si a,b, ¢ sont trois complexes de modules deux a deux distincts
et quesia-+b+ec, a®>+b*+c? et a® +b® + ¢ sont trois réels, alors a, b et ¢ sont
trois réels.



Exercice 4 — Soit A un anneau commutatif et soient aq, ..., a,, des éléments de
A (m > 2).

1) Montrer que ay, ..., a, admettent un ppcm si et seulement si 'idéal < a; >
N---N < a,, > est principal.

2) Montrer que sil'idéal < ay, ..., a,, > est principal, alors les éléments ay, . . . , a,,
admettent un pged, auquel ils sont liés par une relation de Bézout.

3) Soit K un corps. Montrer que dans K[X, Y], le pged de X et Y est égal a 1.
Montrer que l'idéal < X,Y > n’est pas principal.

4) Montrer que les éléments ay,...,a,, admettent un pged si et seulement si
I’ensemble des idéaux principaux contenant < aq,...,a, > admet un plus petit
élément pour l'inclusion.

5) Montrer que dans un anneau principal, le pged et le ppem existent toujours,
et qu’il existe une relation de Bézout pour le pged.

Exercice 5 — Soit A un anneau commutatif intégre et soient aq,...,a,, des
¢léments de A (m > 2).

1) Soit a € A\ {0}. Montrer que ay, ..., a, admettent un ppcm si et seulement
si aaq,...,aa,, en admettent un. Donner une relation entre ces deux ppcm.

2) Montrer que si aay, . . ., aa,, admettent un pged, alors aq, .. ., a,, en admettent
un aussi et donner une relation entre ces deux pged. La réciproque est-elle vraie ?



