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FEUILLE D’EXERCICES n° 9

Extensions de corps

Exercice 1 — [UNE EXTENSION BIQUADRATIQUE]

1) Que vaut [Q(v/2,v/3) : Q]? Donner une base de Q(v/2,v/3) vu comme Q-

espace vectoriel.
2) Quel est le polynéme minimal de v/2 + /3 sur Q?

3) En déduire que Q(v/2,v/3) = Q(v/2 + V3).
Exercice 2 — [SES SOUS-EXTENSIONS]
Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et P(X) € K[X]| unitaire
de degré 2. Soit L/K une extension de degré 2.
1) Montrer qu’il existe a,b € K tels que P(X) = (X —a)* —b.
2) Montrer qu'il existe z € L\ {0} tel que 2? € K et L = K(x).
3) Soit y € L tel que y*> € K et L = K(y). Montrer que y/x € K.
4) Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts. Que vaut [Q(\/p, /q) : Q] 7
5) Soit z € Q(y/p, /) tel que 2> € Q. Montrer que I'un des quatre éléments
suivants appartient a Q : z, 2/\/p, 2/\/q, 2//Pq.
6) En déduire la liste des extensions de Q incluses dans Q(,/p, 1/q)-

7) Quelles sont les extensions de Q incluses dans Q(v/2 + v/3) ?

Exercice 3 - [UN CALCUL D’INVERSE]|

Soit a une racine de X3 + X + 1 dans C. Quel est le degré d de l'extension
Q(a)/Q? Soit b = a® + a® + 1. Montrer que b est non nul et exprimer son inverse
sous la forme b~! = P(a), on P(X) € Q[X] est de degré au plus d — 1.

Exercice 4 — Soient une extension L/K et un polynome P(X) € K[X] de degré
n, irréductible sur K. Montrer que si [L : K| et n sont premiers entre eux, P(X)
est irréductible sur L.

Exercice 5 — Montrer que ’ensemble des nombres réels algébriques est dénom-
brable. En déduire que les nombres transcendants forment une partie non dénom-
brable de R.

Exercice 6 — [TRISECTION D’ANGLE|

Montrer que 'on ne peut pas diviser en trois un angle dans un triangle équila-
téral a la régle et au compas.



Exercice 7 — [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]

1) Exprimer dans Z[X] les polynémes cyclotomiques Pg(X) et ®19(X).

2) Soient n € N\ {0} et p un nombre premier qui ne divise pas n. Montrer que
P (X)P,(X) = P, (XP).

3) Soit n € N\ {0,1} et m le produit des facteurs premiers de n. Montrer que

n

P, (X) = Dy (X 7m).
4) Exprimer dans Z[X] les polynomes cyclotomiques ®5(X), P36(X) et Pgo(X).

Exercice 8 — |cos 2Z

1) Soit n € N'\ {0}. Montrer que x, = cos 2% est algébrique sur Q et déterminer
le degré de Q(x,)/Q.

2) Quel est le polyndéme minimal de z,, si n est premier ? Quel est son polyndéme
minimal dans les cas ot n = 10,12 et 157

Exercice 9 — [DEUX EXEMPLES DE CORPS DE DECOMPOSITION]

1) Soit « le réel v/1 4 /7. Trouver le polynéme minimal P(X) de a sur Q. Que
vaut [Q(«) : Q] 7

2) Montrer que K = Q(a,iv/6) est le corps de décomposition de P(X) sur Q
inclus dans C.

3) Déterminer le degré et une base de K sur Q.

4) Soit f = /3 + /5. Déterminer le corps de décomposition inclus dans C du
polynéme minimal de .

Exercice 10 - [UN CORPS DE CARDINAL 16]
Soit P(X) = X4+ X3 + 1 € Fy[X].
1) Montrer que K = F5[X]/(P(X)) est un corps commutatif & 16 éléments.

2) Soit a la classe de X modulo P(X). Quel est 'ordre de a dans le groupe
multiplicatif K* 7 Donner sans calculs les générateurs de K* en fonction de a.

3) Trouver un élément d’ordre 3 dans K*. En déduire le sous-ensemble de K
qui forme un sous-corps k a 4 éléments. Le corps K contient-il un sous-corps de
cardinal 8 ou 67

4) Quelles sont les autres racines de X* + X®+ 1 dans K ? Calculer le polynome
minimal sur Fy de tous les éléments de K. Déterminer le polyndéme minimal de a
sur k (penser a utiliser 'automorphisme de Frobenius).

5) Pour chaque polynéme irréductible Q(X) € Fo[X] de degré 4, trouver une
racine de Q(X) dans K et en déduire un isomorphisme de corps explicite entre
Fo[X]/(Q(X)) et K.

6) Quelle est la factorisation de X® — X en produit d’irréductibles dans Fo[X]?



Exercice 11 — |[LE CRITERE DE REDUCTION POUR L'IRREDUCTIBILITE DANS
Q[X] N’A PAS DE RECIPROQUE]

1) Soient K un corps commutatif et P(X) un polynéme non constant de K[X].
Montrer que P(X) est irréductible dans K[X] si et seulement si P(X) n’a de
deg P(X)

5 )
2) Montrer que X*+1 est irréductible dans Q[X], mais réductible sur tout corps
fini.

racine dans aucune extension de K de degré inférieur ou égal a

Exercice 12 — [LE SYMBOLE DE LEGENDRE EN 2|
1) Soient p un nombre premier impair et K un corps de décomposition sur F, de
P(X) = X*+41. Soit a une racine de P(X) dans K. Montrer que (a+a™')? = 2.

2) En déduire que 2 est un carré dans F), si et seulement si p = +1 mod 8.
42

3) Détermi — ).
) Déterminer (59)

4) Quels sont les nombres premiers p qui sont irréductibles dans Z[iv/2] ?



