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1 Introduction

Des résultats généraux ont vu le jour ces dernieres années en matiere d’op-
tique géométrique non linéaire (voir par exemple [19]). Lorsque les équations
possedent des structures particulieres, comme c’est souvent le cas pour les
modeles issus de la physique, les équations de transport, au lieu d’étre non-
linéaires, sont linéaires. C’est le phénomene appelé transparence dans [17].
Pour atteindre des régimes non linéaires, ont doit soit augmenter les temps
(ou distances) de propagation, soit augmenter les amplitudes au dela des
régimes considérés dans les théoremes généraux.

Pour des systéemes semi-linéaires, ce programme a connu de sérieuses
avancées c.f les travaux de Joly-Métivier-Rauch [17] sur les équations de
Maxwell-Bloch, de Colin-Lannes [6] pour la mécanique des fluides, et de
Jeanne [16] pour les équations de Yang-Mills.

Pour les systéemes de lois de conservation, 1’équation de propagation
générale pour les enveloppes de paquets d’onde est de la forme :

Oyt + cOpu + yOpu® = 0.

Le coefficient d’auto-interaction ~y, s’annule exactement quand l’oscillation
est associée a un mode linéairement dégénéré. La plupart des systemes
physiques ont des valeurs propres linéairement dégnérées et la question de
I'optique géométrique transparente est donc extremement naturelle. Le but
de cet article est d’aborder ce probleme, dans le contexte des systémes multi-
dimensionnels.

On se place en dimension d d’espace et on considére le systeme

d
(1.1) Orfolu) + Y On; fi(u) =0
j=1

ou les flux f; sont définis et C°°° sur un ouvert U C RY et & valeurs dans
RY. On suppose que ce systeme admet une entropie strictement convexe.
On se donne une solution @y de ’équation (1.1). On cherche des familles de
solutions paramétrées par € €]0, 1], ayant un développement asymptotique
de la forme :

(12) () ~ i) = doha) + Y (VA u (e, PO

ol ng < np sont deux entiers. Le parametre € joue le role d’une longueur
d’onde. Le terme principal des oscillations est d’amplitude en 0(6”0/ 2)



pour une fréquence en 0(5*1). Le cas ng = 2 est le régime général de
I'optique géométrique dite faiblement non linéaire. Pour ng = 1, on parlera
d’oscillations fortes. Pour ng = 0, on atteint le domaine des oscillations de
grande amplitude.

Pour un systéme quelconque, les oscillations de faible amplitude (ng = 2)
se propagent sur n’importe quel mode. Ce résultat est établi dans les ar-
ticles [12], [13] et [20]. Appliqué aux modes associés a des valeurs pro-
pres linéairement dégénérées, il conduit a des équations de transport qui
sont linéaires, donnant lieu au phénomene de transparence. Dans le cas
d’ocillations associée a des modes linéairement dégénérés, on s’attend alors
a pouvoir augmenter la force des oscillations.

En dimension un d’espace, le probleme de l'existence et la stabilité
d’oscillations de grande amplitude (ng = 0) associées a des modes linéaire-
ment dégénérés a été étudié par W.E [8] pour la dynamique des gaz 1D,
puis par A.Heibig [15] et B.Sévennec [26] dans un cadre général. Ces con-
tributions sont aujourd’hui englobées dans un énoncé obtenu par A.Corli et
O.Gues [7] qui se situe dans le cadre plus général des solutions stratifiées.

Par ailleurs, en dimension quelconque, associées a des modes linéaire-
ment dégénérés, on dispose toujours de solutions particulieres de (1.1) sous
la forme d’ondes simples

u(t,z) = v(h(& -z — ot)),

avec v de classe C! sur un intervalle I C R, ¢ et o bien choisis et h une
fonction arbitraire de C*(R;I) (cf [21]). On peut choisir h périodique de
période €, obtenant ainsi des oscillations de grande amplitude associées a la
phase p = ¢ - x — ot. La question est alors d’étudier la stabilité de telles
solutions.

Dans ce travail, on aborde de facon systématique en dimension d > 1 la
construction de solutions ayant un développement asymptotique de la forme
(1.2), avec ng = 1. Les résulats vont principalement dans deux directions.

e En premier lieu, on montre que, en général, le régime pertinent de
loptique géométrique associée a un champ linéairement dégénéré est celui
des oscillations fortes. Pour cela, par une méthode BKW, on établit I'exis-
tence de solutions approchées (1.2) avec ng = 1, polarisées sur un mode
linéairement dégénéré (théoreme 3.1). Ce sont les conditions de trans-
parence résultant de 'hypothese de dégénérescence linéaire, qui permettent
de dévisser la cascade des équations BKW en une suite de problemes bien
posés résolus par récurrence. Le régime des oscillations fortes donne donc
toujours lieu a des équations BKW bien posées, au contraire de celui des



oscillations de grandes amplitudes comme montré par D. Serre [24] dans le
cadre de la dynamique des gaz isentropiques, pour les oscillations de grande
amplitude polarisées sur la vitesse.

D’autre part, I’évolution du profil principal u] est en général couplée a
celle de la moyenne (u3). Le systéme (Z1) qui gouverne cette évolution est
non linéaire, ce qui montre bien que le premier régime non linéaire est, en
général, celui des oscillations fortes.

e La question est ensuite de savoir si les solutions approchées u;, con-
struites par la méthode BKW sont effectivement asymptotes a des solutions
exactes sur un intervalle de temps [0,7] uniforme en e. C’est la question
de la stabilité des solutions approchées. La discussion porte d’abord sur le
linéarisé L. de (1.1) autour d’une solution approchée u$. Ce linéarisé con-
tient des termes singuliers en e~ et en e71/2 qui font que hyperbolicité ne
suffit pas a assurer la validité d’estimations a priori uniformes en ¢.

En dimension d = 1, la stabilité est obtenue en utilisant seulement
Iexistence d'un bon symétriseur cf [7], [15], [24]. En dimension d > 1,
cela ne suffit pas a garantir la stabilité, comme le montre la dynamique des
gaz. L’existence d’un bon symétriseur n’empeche pas les perturbations dans
des directions transverses a la phase o de donner lieu a des instabilités fortes
de type Rayleigh cf [10], [11]. En fait il semble que ce phénomeéne soit de
portée générale.

On organise la discussion de la stabilité en deux parties. Au paragraphe
5, on discute la signification intrinseque des termes singuliers, ainsi que la
mise du linéarisé sous forme canonique. On obtient la stabilité linéaire et
non linéaire des solutions BKW sous deux hypotheéses. La premiere est
I’existence d’un bon symétriseur. La seconde exige que la valeur propre
linéairement dégénérée ne dépende pas de u. La premiere hypothese est
réaliste au vu des applications mais la seconde est tres restrictive.

Dans un deuxiéme temps, au paragraphe 6, on s’intéresse a la cause
des instabilités. Les instabilités sont dues a l'intéraction des oscillations
de phase ¢ avec des oscillations de phase i arbitraire. Si 'hypothese de
dégénérescence linéaire de la valeur propre implique que les coefficients
d’auto-interaction s’annulent, il n’en est pas de méme pour les coefficients
d’interaction entre ondes associées a des phases différentes. On est donc
amené a faire une analyse de type optique géométrique multi-phases pour le
linéarisé L. et cette optique la n’a pas de raisons d’étre transparente. Par
exemple, pour les équations de la dynamique des gaz, 'analyse des oscilla-
tions transverses fait apparaitre le systéme linéarisé des équations d’Fuler
incompressibles, qui donne lieu aux instabilités de Rayleigh (cf [10]). Dans



ce cas, I’équation linéarisés L. = 0 admet des solutions qui croissent ex-
ponentiellement en temps, en €'/ve, Comme dans [11], ces instabilités
linéaires exponentielles donnent lieu a des instabilités non linéaires (cf para-
graphe 6 ; voir aussi [17] dans le cas semi-linéaire). Si l’on n’énonce pas de
théoreme précis dans ce sens, il semble que les conditions qui conduisent a
ces instabilités exponentielles sont générales.

L’analyse ci-dessus ne clot pas la question de la stabilité des solutions
BKW. Dans certains cas, le linéarisé peut étre faiblement stable (ou faible-
ment instable), c’est a dire que les solutions de £.u = 0 sont a croissance
au plus polynomiale en e~!. Il est alors naturel de chercher des estimations
uniformes en pondérant avec des puissances de ¢ les différentes composantes
du vecteur u. Par un changement d’inconnues singulier en ¢, on peut alors
espérer se ramener a des équations linéairement et non linéairement uni-
formément stables pour les nouvelles inconnues. Cette stratégie est effec-
tivement gagnante en dimension d’espace égale a un (cf [7], [15]) ou, dans
le cas de équations d’Euler, pour des oscillations u portées uniquement sur
I'entropie (cf [4]). L’idée d’utiliser un changement d’inconnues singulier est
présentée dans [17] dans le contexte des équations semi-linéaires.

Enfin, les calculs BKW effectués pour les oscillations fortes et ’analyse
de stabilité ci-dessus, indiquent quelles sont les contraintes qui permettent
d’envisager avec efficacité 'existence d’oscillations de grande amplitude. Les
conditions requises portent a la fois sur la structure du systeme, la polari-
sation du profil principal des oscillations et sur le choix de la fonction uyg.
Pour la dynamique des gaz, cela revient a considérer des oscillations dont le
terme principal est polarisé sur I’entropie uniquement. La construction sous
ces hypotheses et I'analyse de solutions (1.2) avec ng = 0 est 'objet de [4].

Notre article est organisé comme suit. Le paragraphe 2 précise le con-
texte (équations, notations, définitions, ...). La chapitre 3 regroupe les
résultats principaux. Le paragraphe 4 se rapporte a la construction des
solutions approchées. Les parties 5 et 6 parlent de stabilité et d’instabilité.

2 Le contexte

2.1 Les équations

On considere le systeme de lois de conservation (1.1). Les flux f; sont des
fonctions C* sur l'ouvert & C RY & valeurs dans RY. On suppose que le
systeme est hyperbolique symétrisable dans la direction du temps :



Hypothése 2.1. I existe une matrice Xo(u) symétrique définie positive, de
classe C° sur U et telle que les d matrices :

(2.1) Z](u) = Yo(u) fé(u)_l f]/(u)v J€ {17 ce 7d}
sont symétriques pour tout u € U.

L’hypothese 2.1 est satisfaite par de nombreux exemples physiques et en
particulier des que le systéeme admet une entropie strictement convexe [9].
Sous I’hypothese 2.1, la matrice

d
A, €) == & fow) ™ fi(u)
j=1

possede des valeurs propres qui sont toutes réelles. On en sélectionne une,
notée A(u,&). On pose E(u,§) := ker (A(u, &) — A(u,§)1d).

La plupart des systemes issus de la physique possedent une valeur propre
linéairement dégénérée (en abrégé 1.d.g.) ce qui motive :
Hypothése 2.2. La valeur propre A est linéairement dégénérée et de mul-
tiplicité constante k pour (u,&) parcourant U x ST,

On a noté S la sphere unité de R?. L’hypothese 2.2 impose :
(2.2) JkeN, Y(u,é) e xSt : dim E(uf) =k
(2.3) Y(u,&) eU xS VYweEw,é): v-Vylu,€)=0.
Pour k > 1, il n’est pas nécessaire d’ajouter (2.3) car la relation (2.3) est
alors une conséquence de (2.2) (voir Boillat [2]). Un résultat important est
que sous I'hypothese 2.2, pour tout £ # 0, le champ de x-plans E(-,£) est
intégrable (cf [2], [25]). Il engendre donc un feuillatage noté 3¢. Localement,
il existe un changement de variables u — ®¢(u) = u = (2,w) € RN 7% x R*
tel que
(2.4) Y, Ew, &) ={0,w) : weR"}.

Dans toute la suite, on suppose que les hypotheses 1 et 2. sont satisfaites.

2.2 Les phases et les profils

On s’intéresse au régime des oscillations fortes. Le développement asymp-
totique (1.2) s’écrit

(2.5) w(tw) o~ ot %).
(2.6) ug(t,@,0) = Go(t,z) + Y (V)" un(t,z,0).
n=1



On cherche des solutions telles que dypu; # 0, qui échappent donc au
cadre faiblement non-linéaire traité par O. Gues [12]-[13]. L’objectif de ce
paragraphe est de décrire les ingrédients ., g et u, pour 1 <n < n;.

Le probleme étant hyperbolique, on pourrait s’intéresser & des solutions
locales en espace et en temps de (1.1). Néanmoins, pour simplifier, on fera
des hypotheses globales en espace. Par vitesse finie de propagation, les
résultats locaux s’en déduisent.

- Les profils.  En (2.6), to(t,x) est une solution particuliere du systéme
(1.1), définie sur [0, 7] x R? avec T > 0 :

d
(2.7) 0;fo(tio) + Y 0x, fi(lig) = 0, sur [0,T] x R,

=1

La fonction g prend ses valeurs dans un compact de l'ouvert Y. Elle est
dans l'espace Cy°(T') des fonctions qui sont bornées et dont les dérivées
a tout ordre sont bornées sur [0,7] X R?. Par exemple, on peut choisir
uo(t,z) = u constante. Dans toute la suite, la fonction @y est considérée
comme une donnée fixée.

Pour n > 1, uy(t,z,0) est une fonction des variables lentes (t,x) €
[0,T] x R% et de la variable rapide # € T := R/(27Z). Elle est périodique
de période 27 en 6. Elle se sépare en :

un(t, z,0) = uy(t,x) + u, (t,2,0) .

On a noté respectivement u(t, z) et u*(t,z, ) la moyenne et l'oscillation de
la fonction wu(t, x 9) qui est périodique en 6. On a :

u(t,z) = (u)(t,x) == & [pult,z,0)db, vt =u—T1.

Les profils sont Cherches dans des espaces de Sobolev basés sur L?. Pour
s entier, s > d+3 et T' > 0, on considere ’espace

(2.8) WHT) = {u; uwe C9([0,T); H* I (R? x T)), Vj € {0,...,s} }.

On note H 'intersection des espace H® et W (T') I'intersection des W*(T').
On définit des espaces similaires sur [0, 7] x R? pour des fonctions indépen-
dantes de #. Pour simplifier, et sans risque de confusion, on notera encore
W?#(T) les espaces correspondants.

La moyenne u; du premier profil u; est une solution dans W (T') de



I’équation linéarisée

d
o) dvin + Y fi(10) Dyt + (D3 fo) (o) (1, Dytio)
(2.9) = )
+ Z DQfJ ) (o) (11, Oz t0) = 0.
7j=1

Etant donné une condition initiale dans H°(R%) I’équation (2.9) détermine
ap € We(T).

Les oscillations u;, et les moyennes %, 1 sont, pour n > 1, déterminés a
I’aide d’équations qui seront décrites au cours du paragraphe 4.

- Les phases. La phase ¢.(t, x) se partage en :

(2.10) pe(t,z) = p(t,x) + Vep' (t, x)

La phase dominante o(t,x) est une fonction C* définie sur [0,7] x RY, &
valeurs dans R, solution de I’équation eikonale :

(2.11) Op + Ao, 0zp) = 0,  ¢(0,2) = po(x).
On suppose que dp € Cp°(T') et qu'elle est non stationnaire :
(2.12) Je>0, Y(tz)e[0,T] xR, |00t x) > c.

Par exemple, si ug est une constante u, on peut choisir pour ¢ une phase
plane

(2.13) ot,z) =1t +&-2, avec {#0 et 7=—-Auf).

La phase de correction ¢! € W (T) est déterminée par les choix de o,
u1 et . Elle s’obtient par résolution de :

O + (00" - V)T, Opp) + (11 - Vi) A(To, Opp) = 0.
(2.14) :
¢ (0,2) =0.

Ce choix est justifié au paragraphe 4.3. Il conduit & une phase ¢! qui est
nulle lorsque @ = 0.

Avec (2.10), le développement asymptotique (1.2) s’interprete selon une
optique géométrique bi-phase :

+oo 1
us(ta fL') ~ ﬂo(t, l’) —+ Z (\/g)n ﬂn (t, x, P (t7 .’13)7 QD(t7 LU))
n=1



ou les 1, se déduisent des u,. Cependant, nous ne considérerons pas de
tels développements généraux. Au contraire, nous nous ramenerons au cas
particulier ot ; = 0 et p! = 0, auquel cas le developpement fait intervenir
une seule phase ¢ indépendante de €.

2.3 Notations

Ce paragraphe regroupe la plupart des notations qui sont utilisées par la
suite. Le lecteur qui s’interroge sur la définition d’une expression peut s’y
reporter. On écrit en abrégé :

Oy = O, Oq1 = Oy, 9 = arj’ l<j=d.

On travaille avec les variables éclatées (¢, x,#). On résout :
d 1
(S)  S(us;up)u Z %5 (u) Oju” + - Z D Xj(uf) dguf = 0
j=

ol les matrices ¥;j(u) sont définies en (2.1). Toute solution u®(t,z,6) du
systéme (S) fournit une solution @ (¢, z) = u® (¢, z, £=) du systeme (1.1).
Le symbole de (S) est

d
(2.15) S(u, 7€) = 780(u) + > &%;(u)
j=1

Soit k un entier non nul. On note L (R!; R™) I’ensemble des applications
k-linéaires symétriques sur R! & valeurs dans R™. Pour £ € R? et u € U on
désigne par Ly (u,¢) 'élément de £,(RY;RY) qui est défini par la relation :

d
(2.16) KU f(u) Li(u,€) 1=y (D fj)(w) = A, €) (D fo) (u)-
j=1
En particulier, L1(u, &) = A(u, &) — Mu, &) Id € L£1(RY;RY). On introduit

aussi la forme symétrique

(2.17) S(u, &) = Bo(u)Ly(u, &) = —A(u, )Xo (u) + Z £ %

On remarque que :

(2.18) S(u,7,€) = S(u, &) + (7 + A, €)) To(u) .



On désigne par II(u, £), une application C* sur U x R\ {0} tel que pour
tout (u,§), II(u, &) est un projecteur sur ker Li(u,§) = ker X(u, §):

(2.19) Liw,&h=0 <& h=Iugh.

En particulier, L;(u,&)II(u,§) = 0. On se donne une application @ €
C(U xRMN{0}) telle que Q(u, ) soit un inverse partiel de Ly (u, &) & valeurs
dans ker II(u, &) :

Enfin on se donne une application I’ (u, £), C™ sur U x R?\{0} telle
(2.21) ker IT' (u, £) = imLq (u, ).

En particulier, IT'(u, £) L1 (u, &) = 0. D’autre part, comme A est une valeur
propre semi-simple de A(u, £), en tout point (u, &) € U x R¥\{0} on aimL;N
ker L1 = {0} et

(2.22) rang(IT'Tl) = rangll’ = rangll = « .

Les identités ci-dessus impliquent que pour tout (u,&) € U x RN\{0} :
I (u,€)f = 0.

2.23 =0 & ’

(223 d L atdr —o

- Exemples. Plusieurs choix sont naturels. On peut choisir II = II' =
IIg le projecteur spectral de A(u, ) associé a la valeur propre A(u,§). On
peut aussi choisir II = II; le projecteur orthogonal sur ker L; = kerX.
Par symétrie on a aussi I, ¥ = 0 et on peut par exemple choisir II' =
Xy 1, 8. Dans la pratique, il est parfois intéressant de faire d’autres choix.
Par exemple, II' peut étre donné par une base du co-noyau de Ly (vecteurs
propres a gauche). Quant a l'inverse partiel, il est uniquement déterminé de
imZL dans kerII. Sa définition sur un supplémentaire de imZL; n’intervient
pas.

On définit un élément Ta(u, £) dans Lo(RY;RY) par :
(2.24) To(u, &) (wi,wa) == —2 Q(u, &) La(u,§)(wy,ws) .
Enfin, on introduit les formes trilinéaires :
28 (u, &) (u1; v, w) := —((u1 -VuX)v, w)

(2.25) + ((v- VuZ)ur, w) + ((w- VyX)ug, v) .

(2.26) 2Bl"(u, &) (u1;v,w) = ((v- Vo) Zour, w) + ((w - VyA)Sous , v).

Ici les applications V, %, V, A et ¥ sont évaluées en (u,§). On remarque
que ces formes sont symétriques en (v, w). On note Bl = B’ + H".
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Une fonction qui dépend des variables (u, ) donne lieu, apres substitu-
tion de (u, &) par (o, 0z¢), & une fonction de (¢,z). On définit ainsi :

v-VA:=v- VA (ag,0rp), Ly := Lg(to, 0zp) -
P = 1(ug, 0xp), P’ =10 (1o, Op), Q := Q(up, 0zp) .
B = Bl/(fLo, 896 ) R R = Bl//(ﬂo, 8190) , A= .Bl(ﬂ(], ﬁxcp) .

Par souci de simplification, on ne fait pas mention dans ces expressions
des variables (t,z). Cela ne doit pas préter a confusion. Les relations
précédentes se transcrivent comme suit :

(2.27) LyP=0 et kerl; =imP.
(2.28) oL, =ld-P, QP=PQ=0.
(2.29) P'Li=0 et imL; =kerP .

On a aussi, en tout point (¢,z) :

B P'f=0.
(2.30) f=0 < {szo.

2.4 Définitions

Ce paragraphe est destiné a donner un sens précis aux diverses terminologies
qui ont été employées.

- Solutions approchées. On cherche a résoudre ’équation (S) dans les es-
paces W*(T) avec s assez grand. On munit ces espaces de la famille de
normes :

lulwsery= sup > | el0p, gult, ) l2@axm, € €]0,1].
te[0,T] lal<s
Pour € = 1, on note simplement || - [|ys(). Pour € €]0,1], on a clairement:
(2.31) e [ ulwsry <N w llwe @y < IFellwsery -

On dit que la famille {u®}.¢jo,1) est bornée dans W2(T') si on a la majo-
ration uniforme : sup.cjo1 || v s < +o0.

Par extension, W#(400) est 1'espace des fonctions u(t,-) définies sur Rt
et telles que u soit dans W?*(T') pour tout T' < +00. De méme, on dit que la
famille {u®}.c)o,1) est bornée dans W2(+o0) si elle est bornée dans W2 (T)
pour tout T' < +00.
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On consideére des profils u,, choisis dans WTH(T). Pour n; < +o0, la
formule ué — @y = Y "L, €™?u,, définit une famille bornée dans W+ (T).
Pour n; = +o00, on utilise le procédé de sommation de Borel afin de donner
un sens a la série :

[e.9]
(2.32) ug, — Ug ~ Z e 2y,, .
n=1

On obtient encore une famille bornée dans W*T1(T), modulo une famille
qui est O(e>) dans W*H1(T).
Sis > #, pour tout € €]0, 1] la fonction u est de classe C! et on a :

RE = S(uS; Oy g 0)us € WH(T) |

C’est encore vrai pour s = co.

Définition 2.1. Soit r avec 0 <7 < +o0. On dit que la famille {ug }.cj0,1),
donnée par (2.6) ou (2.32) si ny = oo, avec les u, € WTH(T), est une
solution approchée du systéme (S) a Uordre r dans W*(T) si :

| Rg, [lws )= O(").

On note O3 (r) P'ensemble des solutions approchées d’ordre r & coefficients
u, € WSTH(T).

- Stabilité. Une fois construites les solutions apporchées, la question est de
savoir si elles sont proches de solutions exactes. On formalise ici cette notion
de stabilité. On se donne r > s+ 1 > %.

Définition 2.2. On dit que la famille de solutions approchées {ug}.cj0,1) €
O%(r) est stable sur [0,T] si la condition suivante est satisfaite. Pour toute
famille {R*}.0,1) bornée dans WZ(T) et toute famille {I°}.¢)o.1) bornée dans

H* (R x T), il existe un seuil eg > 0 tel que pour tout € €]0, 0], le probléme
de Cauchy :

S(u®; 0tz p)u® = R, +€"R7, u®(0,2,0) = u;(0,2,0) +£"I°
admet une solution unique u définie sur l'intervalle [0,T] qui vérifie :

(2.33) | uf —ug lhwsery = O
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Par extension, on dit que la famille {ug}.c)o,1) est stable sur [0, +oc0] si
elle est stable sur tous les intervalles [0,7] avec 0 < T < +o00.

En particulier, en choisissant R* = —e™" R} et, par exemple, I* = 0,
on obtient des solutions exactes u® du systeme (S), définies sur U'intervalle
[0,T7] et voisine & O(e") pres de ué dans W(T). Comme 7 > s+ 1 > 55,
I'encadrement (2.31), I'injection de Sobolev et ’estimation (2.33) donnent :

| u® — ug HLOO([O,T];Lz'p(]RdX'ﬂ‘)): O(e).-
La substitution # = ¢./e fournit des solutions u°(t,z) = u®(t,x, p:/c) du
systéme initial (1.1). On a donc

" =g || Lo (o, 11xmay) = O(€) ,
et aussi :
| @* =g || Lo (0,17 Lip(ray)= O(1) -

Lorsque dpu1 # 0, on observe que la famille {u }.¢)o,1] n’est pas bornée
dans W1, 11 s’ensuit que la famille { }ce)o,1) n'est pas bornée dans Wwhee
ni méme a variations locales bornées. En fait les dérivées premieres dans les
directions transverses & la phase ¢ des solutions u° sont de taille ﬁ

Lorsque dpu1 = 0, le régime est celui de 'optique géométrique faiblement
non linéaire. Des résultats standards (cf [12]-[13]) affirment que les solutions
approchées sont stables au sens de la définition 2.2 .

- Instabilités non linéaire. Nous décrirons aussi des exemples d’instabilités
fortes, du type des instabilités de Rayleigh. Le mécanisme est celui d’une
amplification exponentielle en temps rapide t/+/c des petites perturbations.
On formalise ici cette notion d’instabilité (cf [11], [17]).

Définition 2.3. On dit que la famille de solutions approchées {ug}.cjo,1) €
O%(00) est non linéairement instable sur [0,T] si la condition suivante est
satisfaite. Pour tout m € N et § > 0, il existe des constantes C, €y > 0 et
c > 0, et une famille de solutions {u®}.cjo1) de (S), définies et régulicres
sur les intervalles [0,T(¢)], telles que pour tout € €]0,e0] on a :

(2.34) [t (0) — u*(0)[| L < Ce™.

(2.35) sup uE(t) — u (B)l|e = eV

t€[0,min(6,T'(¢))]

Autrement dit, pour des données initiales tres proches de celles de u;,
I’écart entre la solution exacte et la solution approchée u;, est, en un temps
arbitrairement petit, du méme ordre que le second terme \/cu; du dévelop-
pement BKW.

La substitution § = ¢./e conduit a des énoncés analogues pour des
solutions de 1’équation initiale (1.1).
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2.5 Un modele : la dynamique des gaz

Les solutions régulieres des équations de la dynamique des gaz en dimension
d d’espace vérifient le systeme conservatif :

8tQ+vx' (Q’U) =0.
(2.36) O(ovi) + Vg - (ovv;) + 9ip = 0, 1<4<d.
Ot(0s) + Vg - (osv) =0.

On choisit ici pour variables d’état (o, v, s, p) dans RT x R? x R x R*. Elles
représentent respectivement la densité de particules par unité de volume, la
vitesse de la particule, la densité d’entropie par unité de masse et de volume,
et la pression. Les quantités p, p et s sont liées par une loi d’état o = [(p, s)
qui vérifie :

op

B(pas) > 07 a_p(pas) > 07 p>07 seR.

On manipule le systeme (2.36) sous une forme quasi-linéaire symétrique, en
utilisant les variables p, v et s :

a(p,s)(Op+v-Vup)+ Ve -v=0
(2.37) B(p,s)(0rv + v-Vgau)+Vep =0

Os+v-Vzs=0
avec «(p, s) = m g—g(p, s). Pour un gaz parfait, B(p,s) = p*/7e=%/7 et
a(p, s) =7 p, la constante « étant positive.

Le systeme (2.36) s’inscrit tout a fait dans le cadre de notre étude. La
symétrie (hypothese 2.1) est évidente sur ’écriture (2.37). La valeur propre
AMu,&) = v - & est linéairement dégénérée et de multiplicité d constante.
L’hypothese 2.2 est donc satifaite. La discussion met en jeu :

- les lois d’état « et .

- le propagateur 0;+v-V,. Cette dérivée particulaire devient en variables
éclatées X := 0y +v -V, + %(X@E)E)g.

- les matrices :

a 0 0 0 € 0
So(wy=| 0 gxId 0 |, Yw, )= & 0 0
0 0 1 0 0 O

Yo est le coefficient de J; dans la forme symétrique et ¥ est définit en (2.17).
On remarque que le symbole X(u, &) = 3(§) ne dépend pas de I’état u. On le
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note X(§) = > &;M;. Par suite, le projecteur orthogonal IT (u, &) = I1, (§)
sur ker ¥(£) ne dépend pas de ’état u. Le systeme éclaté s’écrit alors :

d
1
(D)  D(u;0rz0)u® = Xo(u®)Xu® + Z M; oju® + EZ(@CQJ)&) u®=0.
j=1

Le systeme isentropique concerne les solutions pour lesquelles la fonction
s reste constante. Il concerne les d + 1 inconnues (g, v). On récupere alors
k=d—1>0sid>1.

3 Enoncé des résultats

3.1 Solutions BKW

Le premier résultat important de ce travail concerne I’existence de solutions
fortes asymptotiques. On suppose que le systeme (1.1) vérifie les hypotheses
2.1 et 2.2. On se donne ug € C;°(T) solution de (1.1), uy € W*(T') solution
de (2.9) et les phases ¢ et ! solutions de (2.11) et (2.14) avec dp € C5°(T)
et o1 € W(T).

Théoreme 3.1. Il existe des suites de profils uj et u, pour n > 2, dans
We(T), telles que les fonctions définies par (2.6) sont solutions approchées
du systéme (S) a lordre (ny — 1)/2 dans W*(T') pour tout s € N. En
outre, on peut choisir arbitrairement dans H*(R? x T) les données initiales
associées auxr composantes Puy et Up41.

On obtient aussi des solutions approchées a l'ordre infini en remplagant
la somme de (2.6) par une série asymptotique sommée par le procédé de
Borel.

Dans cet énoncé, on a P = Il(ug, d,p) comme indiqué au paragraphe
2.3. Le théoreme 3.1 est démontré au paragraphe 4. On fait d’abord
la démonstration dans le cas ot 4 = 0 et ¢! = 0. En substituant le
développement (2.6) dans S et en ordonnant en puissances de /2, on ob-
tient une suite d’équations F;, = 0. La premiere étape consiste a montrer
que ce systeme équivaut a un systeme triangulaire de la forme

(Id — P)u;, = hy,
Zn(,Pu;;aﬂn—&-l) = fa

ou hy, et g, s’expriment a I'aide des uy et U,1 pour k < n—1et ou Z, est un
systeme couplé d’équations en Puy, et u, ;. Cette réduction des équations
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F, = 0 n’est pas du tout évidente. Elle n’est possible que parce que, a
chaque étape, un certain nombre de termes s’annulent, comme conséquence
des hypotheses de transparence, ici de I’hypothese 2.2.

La deuxieéme étape consiste a résoudre les équations Z, (Pu), Unt1) = fn-
Ceci n’est pas immédiatement clair non plus, le caractere hyperbolique des
équations n’étant pas assuré. Néanmoins, en introduisant une inconnue
supplémentaire qui s’interprete comme un terme de déphase 1, pour Pu,
on résout ce systeme en déterminant d’abord v} = Pu (¢, z,0 —1by,) et Uy
comme solution d’un systéme hyperbolique, puis en résolvant une équation
pour .

Enfin, au paragraphe 4.3, par un argument assez simple, on réduit le cas
général ou u; # 0 au cas précédent.

En particulier, le premier profil u] et u2 sont déterminés par

(Id=P)u; =0.
Zl(PuT,Ez) =0.

On reconnait en premier rang la condition de polarisation sur les modes
propres associés a la valeur propre A. Par contre, on peut choisir la donnée
initiale de Puj arbitrairement, donc non nulle, créant ainsi de véritables
oscillations fortes. Le systeme Z; est non linéaire. Néanmoins, la solution
existe sur l'intervalle de temps [0, 7] en entier. Cela est di a la réduction
triangulaire de ce systeme qui se ramene a une succession de problemes
linéaires, les non linéarités n’intervenant que comme termes sources identifiés
durant les étapes précédentes. Mais les effets non linéaires (interaction entre
les différentes composantes, effets des oscillations sur le champ moyen) sont
bien présents et décrits par I’équation Z; = 0. Ceci indique clairement que
le régime pertinent en présence d'un champ 1.d.g. est (en général) fourni par
les oscillations fortes.

La marge de liberté obtenue sur les données initiales est celle qu’on
attend en pareilles circonstances (comparer avec [12] et [13]). Le fait que les
données initiales des composantes (Id — P)u
conditions de compatibilités nécéssaires sur les donnés Cauchy pour que la
solution soit de type (2.6) avec des oscillations sur le seul mode A.

L’ordre des solutions approchées peut étre fixé quelconque. Il est possible
de travailler avec une régularité Sobolev finie. Toutefois, il faut faire un
décompte précis des pertes de régularité dans les itérations. Pour récupérer
des profils u,, dans W?* avec # < s < +o00, il faut prendre les données
initiales dans H*T2™ . Les détails sont laissés au lecteur.

sont déterminées traduit les
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3.2 Stabilité hyperbolique

Il est bien connu que les ondes associées a des modes linéairement dégénérés
peuvent donner lieu a des instabilités (cf [1] pour les discontinuités de contact
multidimensionnelles, [10] pour les ondes de cisaillement, [24] pour les os-
cillations de grande amplitude). Nous allons reprendre cette problématique
sous 'angle de I'optique géométrique.

On se donne une solution approchée ué avec (u1) = 0 et p; = 0. On
analyse d’abord la stabilité linéaire de cette famille. Le linéarisé complet L7
de I’équation (S) en u est de la forme

(3.1) L8 =R+ % A089+%(A169+Bl)+05,

ou R° est une famille de systémes symétriques en 0; ;¢ a coeflicients uni-
formément Lipschitziens et les C* sont uniformément bornés. En outre,
Ap = X(ug, 0z¢) est symétrique et indépendant de la variable 6. Par contre,
A est symétrique et dépend de la variable 8 par I'intermédiaire du profil
u1. De méme, By dépend de u; donc de f. La méthode d’énergie standard
par intégration par parties fait apparaitre le terme singulier :

1
(3.2) — (Du,4) avec D :=

NG

Avec les notations (2.25) et (2.26) on a :

(— OpgA1 + By —l—tBl).

N =

(3.3) (D, @) = Bl(tg, 0xp)(Opur; 1, 1) -

En conséquence, le symétriseur X, qui conduit d la forme symétrique (3.1),
fournit une estimation d’énergie uniforme en ¢ pour le linéarisé L, si et
seulement si la matrice symétrigue D est positive ou nulle. Comme par
construction D est de moyenne nulle, cela impose D = 0. La condition
D = 0 implique la stabilité L? uniforme du linéarisé. On montre qu’elle
entraine aussi la stabilité non linéaire des solutions approchées :

Théoréme 3.2. Soit ui une solution approchée dans O;(r) avecr > s+1 >
#, avec a1 = 0. On suppose que les termes (ug,ul) et ¢ sont tels que la
matrice D définie ci-dessus s’annule sur [0,T] x RY x T. Alors la famille

{ug}eepo,1) est stable sur lintervalle [0, T] au sens de la définition 2.2.

Siuy =0, alors D = 0 et le théoreme redonne la stabilité de 1'optique
géométrique faiblement non linéaire [12], [13].
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On discute maintenant la validité de I’hypothese D = 0 lorsque uj # 0.
Suivant la décomposition (2.25)-(2.26), on écrit D = D" + D" avec :

(3.4) (D'i, 4) = B (Bpur; 0, 0) (D", u) = B" (Dpur;u, 1) -

On lie d’abord la condition D’ = 0 & la notion de bon symétriseur introduite
dans [7], [15] et [26]. Cette notion est une notion 1D, qui s’applique dans
chaque direction ¢ € S~! au systeme :

d
(3.5) Ocfo(u) + Oufe(u) =0,  fe(u) :=> & f;u).
j=1

La proposition suivante est démontrée au paragraphe 4.

Proposition 3.1. Les conditions suivantes sont équivalentes.

i) Pour toute direction & dans S%', la matrice o(u) est un bon symé-
triseur au sens donné dans [7], [15] et [26] pour le systéeme (3.5).

ii) Pour toute direction & dans S, la dérivée de Lie du tenseur 2 fois
covariant X(u, &) le long du feuilletage ¢ est nulle.

iti) Pour tout (u,&) € U x S1 et tout uy € E(u,€), la forme
Bl (u,&)(uq;-,-) est nulle.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dira que g est un bon symétri-
seur pour I’équation (1.1). La définition de bon symétriseur 1D est rappelée
au paragraphe 4. Elle s’exprime simplement dans des variables ou le champ
E(u,§) est redressé comme en (2.4) et ii) en donne la définition intrinseque
invariante par changement d’inconnues. L’existence d’un bon symétriseur
Yo est un point clé dans la preuve de la stabilité 1D (cf [15], [7]). Cette
condition est satisfaite dans de nombreux cas, en particulier par le systéeme
d’Euler (D). On retient que si ¥y est un bon symétriseur, alors le terme
singulier (D'w, %) s’annule.

En ce qui concerne le terme (D", ), on a:

(D", ) = (4 - VA) (B00pur, ) = ((Id — P )it - VA) (Sodgur, P1Li)

ou P, est le projecteur orthogonal sur ker ¥(tg, dz¢). On voit donc que ce
terme n’est pas de signe constant, sauf s’il est nul. Comme la matrice Y est
définie positive, si Jpuy # 0, en choisissant P4 = Jyuy, on voit que cette
contribution est nulle si et seulement si (Id — P )a - VA = 0 pour tout .
Compte tenu de I’hypothese 2.2, cela équivaut a :

(3.6) Vg, dpp) =0, Y(t,z) € [0,T] x R%.
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Cette condition n’est qu’exceptionnellement vérifiée. Notons toutefois que
(3.6) est satisfaite si la valeur propre A est indépendante de u ou si 4y = u
est une constante, d,¢ = § est constante et VA(u,§) = 0. En résumé, on
retient :

Proposition 3.2. Si X est un bon symétriseur, la condition D = 0 est
satisfaite si et seulement si (g, Ozp) vérifie (3.6).

On donnera au paragraphe 5.2 des exemples de systemes non linéaires
admettant un bon symétriseur et vérifiant (3.6).

La démonstration du théoreme 3.2 repose, pour 'obtention d’estimations
H? et la preuve de la stabilité non linéaire, sur une réduction du linéarisé a
une forme modele. L’hypothese 2.2 de dégénérescence linéaire de A implique
que les matrices A; et By, et donc D, ont une structure particuliere (lemme
5.1). On peut aussi simplifier I'écriture du linéairisé en introduisant un
changement d’inconnues de la forme :

(3.7) o= (Id+ve¢1)u.

Alors, Popérateur £5 = (Id 4 /zt¢1)L5(Id + /2 $1) a la méme forme que
L. On montre (proposition 5.1) que 'on peut choisir ¢; de sorte que L
prenne la forme simplifiée
(3.8) Fot Ao+ —B

: s = c 0 Yo ,\/g 1
modulo un terme C¢ uniformément borné. En outre, B est symétrique. A
Iissue de ces manipulations, on a éliminé la dépendance en 6 du coefficient
de la dérivée %89. La singularité en € se trouve reportée au niveau de la
contribution d’ordre zéro % B;. En outre, le changement d’inconnues (3.7)

laisse invariant la matrice D et on a :
. 1, . .
5 ( 1 1) 1
Lorsque D = 0, on voit que le terme singulier B; disparait lui aussi. On

peut alors reprendre l’analyse menée dans [3], [12] et [13] pour construire
des solutions exactes correspondant a données initiales préparées.

3.3 Instabilité hyperbolique

La condition D = 0 est suffisante pour garantir la stabilité du linéarisé L°.
L’étude de cette stabilité peut étre affinée par une analyse des interactions
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d’oscillations a I’échelle € entre I'oscillation principale portée par uq et des
oscillations de plus petites amplitudes portées par la perturbation @. L’idée
est de faire interagir ces oscillations a I’échelle de temps normale de 'optique
géométrique non linéaire qui est ici \/e.

On travaille dans un cadre simplifié. La fonction uy est une constante
u. La phase p(t,x) = 7t + & - x est plane, avec { # 0. L’équation eikonale
(2.11) implique 7 = —A(u, €). Le terme principal de loscillation forte u; est
une fonction a valeurs réell_es, vérifiant Jguy Z 0 et uy = 0.

On se donne une phase auxiliaire ¢ (¢, x) = 7t+&-2. On rend apparentes
les oscillations a 1’échelle € dans la direction di et pour une échelle de temps
en 4/, en faisant agir £ sur des expressions de la forme :

t
(3.9) alt,z,0) = u<%x9%>
Ici a(s, z,0,w) est une fonction périodique en les variables 6 et w. On calcule

Ve LE4. On obtient une contribution qui s’écrit comme suit :

1

NG

La lettre R désigne un opérateur hyperbolique symétrique. On note :

S(r,6) = S(u, (1,€), X =Xo(w).

(3.10) L S(dpdp + dipd,)u + (Xy0s + G)u + /R

La lettre G représente un opérateur en (0, w), dont les coefficients dépendent
des parametres (t,z) et aussi de 6 par I'intermédiaire de u; :

(3.11)  G(8p, )it = uy - VoS (u, dpdy + dpd,)t + - VS (u, dy)dgus -

L’intervention de £ met en jeu un terme singulier en ¢~ %/2, qui force la
polarisation des données dans le noyau de S(dpdy + did,,). On introduit les
fréquences caractéristiques :

(3.12) Z = {(a,B) € Z*; det S(adp + Bdip) =0} .

A tout couple (o, ) dans Z? est associé le projecteur orthogonal P, g sur
ker S(ady + Bdip). Les P, 3 servent a définir le projecteur (orthogonal) P
sur ker S(dpdy + did,,) :

(3.13) 1[»( S o ei(a9+ﬁw)) =3 Pagtta g cil@0+5).
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Le reste /R ne va pas intervenir dans 1’étude asymptotique de L. On peut
se concentrer sur 'opérateur :

(3.14) L:=PY,Pd; +G, G :=PGP.

On remarque que G et G sont a coefficients constants en w. Ainsi les opéra-
tions précédentes se prétent bien a une décomposition en séries de Fourier
en w. Pour 3 fixé dans Z, on pose :

Ps ( Z Ug eia0> = Z P, guq el
(3.15) G3(0,09) := G(0,85,i0) .
Lﬁ = ]P’ﬁzo]P’ﬁaS + Gﬁ, Gﬁ = PﬁGﬁPﬁ .

Exemple 3.1. On consideére I’équation d’Euler (D). On se place en dimen-
sion deux d’espace. On note x = (z1,x2) les coordonnées. Par changement
de repere, on se ramene au cas ou la vitesse v est nulle. On perturbe 1’état
de base u = (p,0,s). Le profil u; se décompose en (pj, v}, s]). La valeur
propre A = 0 produit les phases planes caractéristiques & - z ot £ parcourt
R2\ {0}. On fixe £ # 0 et on note @(t,x) = £ -x. Les autres valeurs
propres correspondent aux modes acoustiques. Elles conduisent aux phases
caractéristiques 1 (t,r) = 7t + & - x avec £ # 0 et 72 = c2|¢|%, ou ¢ est la
vitesse du son. Notant @ = (p, v, ), 'action de G se réduit a :
G(0,00)0 = (v] - §) Bt + (0 - §) Zppu -

3.1.a) Phase ¥(t,x) = £ -x associée a un mode l.d.g. Par changement de
coordonnées, on se ramene a (7,&) = (0,1,0) et on choisit (7,&) = (0,0,1).
On récupere alors Z = Z2. Pour (a, §) # (0,0), Pap est le projecteur or-
thogonal sur R*(0,2,0) &R *(0,0,1) avec v = (=3, a)/|(«a, 3)|. Les fonctions
@ vérifiant & = Pu et () = 0 ont leur composante de pression nulle. Elles
sont représentées via leurs composantes de vitesse ¥ et d’entropie §. La con-
dition % = Pu se traduit en divg,© = 0. L’équation Lu = 0 est, pour la
partie de moyenne nulle, équivalente a :

(3.16) 050 4 v1(0) - Vo0 + - Vg ,v1 = Vg uq, divg 0 =0.
’ 055 + 11 (9) . VQ?wS’ + - v@,wsl =0.

On retrouve sur les linéarisés le fait bien connu (cf [23]) selon lequel I’équation
incompressible (3.16) s’obtient par optique géométrique a partir de I’équation
compressible. Par ailleurs, I’équation pour la moyenne (%) n’est autre que
0s(u) = 0. Elle est découplée de (3.16) et, a ce titre, peut étre oubliée.
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3.1.b) Phase ¢ (t, x) = Tt+&-x associée a un mode acoustique. L’ensemble
Z regroupe alors les points dont les deux coordonnées sont dans Z, situés
sur I'union de trois droites :

Z ={(,0); a€Z} U{(0,8); BeZ}
U {(a,B) €Z%; a=-28(¢-€)/|EPeZ}.

Pour 3 = 0, les propriétés de transparence fournissent Gog = 0. Pour 8 # 0
fixé, il y a au plus deux entiers relatifs « vérifiant (o, 3) € Z. Le projecteur
IPg sélectionne au plus deux modes de Fourier. L’action de Gg est non triviale
si et seulement si 23(¢ - €)/|€|? est un entier relatif. Dans ce cas, I'équation
Lt = 0 s’interprete en un systéme différentiel linéaire posé en dimension
deux. Ce systéme est diagonalisable, a valeurs propres imaginaires pures.
Ses solutions restent bornées pour tout temps. Les informations données
ci-dessus sont reprises et détaillées a ’occasion de I’exemple 6.1.

On introduit de la souplesse dans les estimations d’énergie :

Définition 3.1. Etant donnée une fonction croissante k : Rt — R}, on

dit que la famille L est stable dans L? de type k si pour tout e €]0,1] et
toute fonction test i dans H'([0,T] x R? x T), on a pour tout t € [0,T] :

(3.17) IWMBSMm@QWWW+AHQWWmW)

Soient c¢1, co et m des constantes strictement positives. Pour les choix
respectifs k(s) = c1, k(s) = ¢1 + ca 8™ et k(s) = ¢1 €%, on parle de stabilité
uniforme, polynoémiale et exponentielle.

Il est commode pour présenter les résultats de se ramener par change-
ment linéaire d’inconnues au cas ou Xy = Id. Les solutions de Lu = 0
sont alors décrites par le semi-groupe e *¢. On procede & des estimations
d’énergie sur LL, qui font apparitre :

(3.18) Re(Gi, 1) = Re(GPu,Pu) = (DPu,Pu) = O(||a)?)

ot D est précisément la matrice introduite en (3.2). On constate ainsi que

opérateur e € est continu sur L? avec plus précisément :
(319)  g(s):=lle”C|l| <ere™,  |ITI[:= suwp || Tu .
l[ull 2 <1

Il se trouve que la croissance en s de la fonction g est un facteur limitant
pour le type k de stabilité L? sous-jacent.
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Théoréme 3.3. Sila famille LS est stable dans L*de type k, alors forcément
on a g =k c’est a dire :

g(s) <k(s), VseR".

Autrement dit le comportement asymptotique en temps des solutions
des équations de modulation fournies par 'optique géométrique faiblement
non linéaire est un révélateur de la nature des estimations d’énergie qu’il est
possible d’espérer. On applique ce principe aux divers cas de figure qui ont
été rencontrés.

Exemple 3.2. Stabilité uniforme. Lorsque D = 0, 'action de G se simplifie
conformément a :

Gt =uy - Vi S(u, dpdy,)a .

Comme le profil u; ne dépend pas de w et comme le symbole u;-V,,S(u, Bd))
est symétrique, on reconnait en G un opérateur antisymétrique. On a :

dep > 0 9(s) <1, VseR.

Des lors, on s’attend a pouvoir démontrer la stabilité uniforme. C’est ce que
confirme notre théoreme 3.2.

Pour la dynamique des gaz, on a D # 0. L’analyse menée en 3.1.b)
indique que les phases v portées par les modes acoustiques conduisent a des
fonctions g qui sont dans L>°(R™). Seule la situation 3.1.a) est susceptible
de donner lieu & une fonction g non bornée sur R*. La discussion se trouve
donc reportée au niveau du systeme (3.16).

Exemple 3.3. Stabilité polynémiale. On regarde ce que devient (3.16)
lorsque 'oscillation forte est portée par I’entropie. On impose u; = (0,0, s1).
On a alors la simplification :

(3.20) { 050 =0, divg 0 =0.

055 + 110951 = 0.
La composante ©1(s,8) = 01(0,0) est déterminée par la premiere équation.
On choisit 91(0,-) # 0. L’équation sur § met alors en jeu le terme source

0109s1 # 0 connu. La composante § grandit linéairement en s. D’ou :

(e, o, ¢3,¢4) € (RN c1+cas<g(s)<ecs+ecys, VseRT.
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D’une part la famille £ ne peut pas étre uniformément stable dans LZ.
D’autre part le comportement en s de g est exempt de croissance exponen-
tielle. On parle alors de stabilité faible du linéarisé L£5. La taille a un instant
t > 0 de la norme L? des solutions s’obtient en multipliant la norme L? des
données initiales par le facteur singulier e '/2. On peut espérer compenser
cette perte en jouant sur la petitesse du reste Lou;,. La construction de solu-
tions exactes associées aux u’ reste envisageable. Concretement, on cherche
des estimations uniformes en pondérant les composantes du vecteur u par
des puissances différentes du parametre €. Par un changement d’inconnues
singulier en £, on se ramene a des équations linéairement et non linéairement
stables pour les nouvelles inconnues. Ce programme est mené a son terme
dans notre article [4]. Il demande en prérequis de pouvoir construire des
oscillations fortes qui restent confinées sur l’entropie. Les contraintes que
cela implique sont détaillées au paragraphe 4.4, consacré aux interactions
entre modes 1.d.g.

Exemple 3.4. Stabilité exponentielle. Pour Euler, lorsque I'oscillation forte
est polarisée sur la vitesse, la discussion s’organise autrement. L’analyse
spectrale de (3.16) pour u; = (0,sinm#,0) est détaillée dans [10] ou il est
prouvé que 'opérateur G a un spectre absolument continu imaginaire pur
et des valeurs propres isolées, de partie réelle non nulles, symétriques par
rapport a I’axe imaginaire. En particulier, il existe un vecteur propre u dans
L? vérifiant :
Gu=pu#0, Rep<o0.

On en déduit immédiatement :
I(e1, ) € (R g(s) > c1e?®, VseRT.

D’apres le théoreme 3.3, la famille £ ne peut pas étre polynomialement
stable dans L?. La construction BKW livre des solutions approchées a
un (O(e™) pres, avec m arbitraire. Cela ne suffit pas pour compenser

’amplification en et/ VE sous-jacente. CVest pourquoi, dans la suite, on par-

lera de préférence d’instabilité exponentielle.
Comme G est la somme directe orthogonale des Gg, on a :
g5(s) < gls), VseR* avec go(s) = [[leC]l].
La transparence implique que pour § = 0, on a toujours :

P.oDP,g=PDP =0, VacZ.
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C’est a dire Gg = 0 et donc gg = 0. Cette propriété est prouvée au lemme 5.1
et se voit bien sur la forme matricielle donnée en (5.16). Pour 5 # 0 le calcul
(3.18) effectué sur Gg fait apparaitre les matrices P, gD P, 3 ol « parcourt
Z. En général, lorsque D # 0, on s’attend a pouvoir ajuster ¢ et 5 de facon
a ce que les P, gDP, 3 soient non tous nuls. Il est alors vraissemblable que
le semi-groupe e *%5 et donc e *€ ait un taux de croissance exponentielle
co > 0.

Si tel est le cas, il convient d’examiner les conséquences d’une telle in-
stabilité linéaire sur le probleme non linéaire. Pour avancer, on a besoin de
renforcer les hypotheses, comme indiqué en 6.3. En suivant les méthodes
développées dans [11] et [17], on montre que la forte instabilité linéaire induit
une instabilité non linéaire :

Théoreme 3.4. Sous l'hypothéses 6.1, la solution asymptotique u;, donnée
par le théoréme 3.1 est non linéairement instable au sens de la définition 2.3.

4 Solutions BKW

Ce paragraphe est consacré a la démonstration du théoreme 3.1. Avant de
commencer les calculs, on précise les propriétés de transparence impliquées
par I’hypothese 2.2

4.1 Transparence quasi-linéaire conservative

On part de I'identité :
d
(4.1) Y& ) u,€) = Au,€) fo(u) M(u,€) = 0.
j=1

Avec les notations du paragraphe 2.3, ceci s’écrit :

(tl‘l) Ll(uag) H(u,{) = 0.

En dérivant k£ — 1 fois (4.1) par rapport a u, on obtient une relation qui
lie ’application k-linéaire Ly(,...,-,II-) aux expressions L; et aux dérivées
DiTl et DX pour j < k. Sous 'hypothese 2.2, le calcul se simplifie pour faire
apparaitre une forme nulle appelée condition de transparence. On explicite
ces relations pour k = 2 et 3. Dans les énoncés ci dessous, (u, ) € UxRN {0}
est fixé et on note II = I1(u, &), Ly = Li(u, &) etc.
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Lemme 4.1. Pour tout (vi,vs) dans R*N | on a :

(4.2) 21_[/ LQ(Ul, H’Ug) = (’Ul . VU)\)H/H'UQ .

(tr2) Ir Lo (l_[’l}l7 H’Ug) =0.

Preuve.  En dérivant par rapport a u dans la direction vy, l'identité (4.1)
appliquée & vo puis en multipliant par f(’]_l, on récupere 'identité :

(4.3) 2L2(2}1, va) = (Ul . VUA) H'U2 - L1 (’01 . vuﬂ)vg .

Comme IT'L; = 0, l'identité (4.2) en résulte. Par ailleurs, pour v; = Ilvy,
I'hypothese (2.3) implique que v1 VA = 0 et (tr2) suit. O

En composant (4.3) a gauche par U'inverse partiel @), on obtient :
(4.4) 2 Q La(v,vg) = — (Id — 1I) (v1 - V ID)vs.
En dérivant 'identité I o II = II dans la direction v, il vient
(Id —=1I) (v - V,II) = (v - V, IDII.

Par définition, Lo s’exprime a l'aide des dérivées secondes des flux f; et est
donc une application bilinéaire symétrique. En utilisant la notation I's du
paragraphe 2.3, on obtient que :

FQ(le,ng) .= —2QL2(Hw1Hw2)

4.5
( ) = (le . VuH)ng = (ng . VUH)H’wl .

Lemme 4.2. Pour tout (vi,vs,v3) dans R3N, on a :

3I' Lg(Mvy, vy, Tvg) + I’ Ly (Ivy, To(Hvg, ITus) )

tr3
(tr3) + II' Ly (v, Ty (Tlwy, Hug) ) + I’ Ly (ITvs, Ta(Mvy, Twg)) = 0.

Preuve. Les identités (4.3) et (4.5) impliquent :
2 LQ(H’Ul, H’Uz) -+ L1F2(Hv1, HUQ) =0.

On multiplie cette égalité & gauche par fj(u) pour obtenir:

d
D& f] () (Mg, Twg) — Au, &) fo () (Toy, Tlvp)
j=1
d
+ (X & i) = A€ f5(w) ) Pau, ) (Ivy, Thvy) = 0.

j=1
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Dans cette expression, II = II(u,&). On la dérive par rapport a u dans la
direction h puis on multiplie I'identité obtenue & gauche par f§(u)~?:
6L3(H1)1, IIvo, h) + 2L2(<h . VuH)Ul, va) + 2L (Hvl, (h . qu)Ug)
+2Ly (h, To(Tlvy, Mvg)) + L1 Fy — (h- VyA)Fo = 0.
On teste contre h = Ilvs et on projette & gauche selon IT'. Ces opérations ont
pour effet d’annuler les contributions L1 Fy et (h-V,A)Fy. Comme v; = ITvg
et vg = vy, il reste :
611’ L3 (Ivy, Mg, Tlvg) + 211" Lo (ITvg - V, I1)ITwy, Tvg)
+2IT' Ly (Mg, (ITws - VI vg) + 211 Ly (ITvs, To(ITwy, Ivg) ) = 0.
On utilise (4.5) pour exprimer (ITvz-V,II)IIv; et (ITvs -V, II)ITve & 1aide

de I'y(TIvy, ITvg) et Ty (ITvg, Ius). En tenant compte de la symétrie de Ly et
'y, on trouve l'identité (tr3). O

4.2 Construction des solutions approchées

On se donne une solution %y de (S) dans H*°([0,T] x R%). On suppose
d’abord que

(4.6) ay(t,x) =0, V(t,z)e0,T] xR,

La phase ¢ est solution de (2.11) et la phase (! est nulle.
Pour u de la forme (2.6) (avec n; = o0) on a

+o00
fj (UZ(tv x, 0)) ~ Z (\/E)n fj,n(t7 z, 9) .
n=0
avec :
fio(t,z) = ](uo(t :E)) Vjie{0,...,d}.
n 1 ) .
Z _‘ Z (Dﬁfj)(UO)(um: 7“}%)7 Vn e N".
k=1 = pit..tpp=n
On en déduit que
+oo
S(ug, Ora o)ty ~ S(ug) fo(Wo) > (Vo' Fu,  Fu=Fy, + 0gF; s
n=-—1
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avec
d d
Fy=Y fowo) ™ 0ifin . Fr=2 99 folao)™" fin.
§=0 J=0

On a introduit le facteur f\~!(%p) pour retrouver les notations du para-

graphe 2.3 et on convient que F''; = 0. On obtient une solution approchée
a Pordre r si et seulement si :

F, =F) + 0yF2,=0, ¥Yne{-1,...,2r—1}.

On sépare F), en sa moyenne et son oscillation, notant que 9 F> 1 est tou-
jours de moyenne nulle. Par ailleurs, utilisant (2.30), on sépare la condition
Ffr=0en P'F} =0et QFF = 0. On regroupe alors les conditions de la
maniere suivante :

(gn) QF;Zflzov P/F;::O, F’n-‘rl:Oa
Pour n = —1, on adopte la convention F*, = 0. Si les équations (&,) sont
satisfaites pour n € {—1,...,2r}, alors F,, = 0 pour n < 2r — 1, et u est

solution approchée a l'ordre r. On montre d’abord que (£_1) est toujours
satisfaite et que (&) et (£1) déterminent uj et Wp. On donnera ensuite
I’argument général de la récurrence.

4.2.1 Analyse des premiers termes

- L’équation (E_1). Avec les notations du paragraphe 2.3, on a :

d
—1 o\ _ _
F* = 0pFf = L10pu1,  Fo= > fo(tio)™" f}(ti0)d;to -
j=0
D’une part F*, =0 et P'L; = 0. D’autre part T est solution de I’équation

(S). On voit ainsi que ’équation (£_1) est satisfaite.

- L’équation (&). Comme QL; = Id — P, 'équation QF*, = 0 s’écrit
(Id — P)0gu1 = 0, et est donc équivalente a la condition de polarisation :

(20) (Id — P)ut =0.

Par ailleurs :

Fy = 0pF% = L10pua + 0pLa(uy, u1) .

d
Fr=F =" (@) 0;(fj(uo)ur).
j=0
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La seconde équation est de toute évidence vérifiée puisqu’on a pris @y = 0.
Si uj satisfait (Z)), alors la condition de transparence (tr2) du lemme 4.1
implique que P'EFj = JgP'L2(Puf, Puj) = 0. En conclusion, (&) se réduit
a la condition de polarisation (Z) que 'on suppose dorénavant satisfaite.

- L’équation (&;). L’équation QF] = 0 s’écrit :
(Id - P)69U2 = —89Q£2 (ul, ul) .

Comme 0y est injective sur les fonctions & moyenne nulle et que u; = uj,
elle équivaut donc a :

(To(Pui, Puy))”.

| =

(21) (Id = Pluy = —=QLy(Pui, Pui)” =
Ensuite, le calcul fournit :

Fl* = MUT + L10pusz + 289£Q(u1, ug) + 8953(u1, U1, ul) .
d
Fy=Y " fijto)™" 9;fsz-
§=0
Ici M est le linéarisé de (S) en up :

d
Muv = M(t,x,0p0)v:=>  fo(tio)™" 9;(f}(t0)v).

=0
Lemme 4.3. L’opérateur P'MP est de la forme P'(Xo + E)P avec :

d d
6)\ _ 1= \—1 /(=
Xo:= 0 + Jz; 75, (U0, Ozp)0;, E:= ;)Pfo(uo) 9;(fj(@o)P) .
Preuve. C’est un résultat classique, qui s’obtient en dérivant en & la

relation A(u, &)II(u,&) = A(u, &) I(u, &), puis en multipliant & gauche par
IT'(u, §). 11 vient

mwmwwwmm%%w@mwmmxwauww

Par définition de M on a :

d
P'MPv=P'MP(Pv) =, P'fo(u) " f}(10) PO; (Pv)
=0

d
+ 3P f(ao) "t 95(fi(@o) P) Po.
7=0
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L’équation P'F; = 0 fait apparaitre 'opérateur P'MP agissant sur la
composante uj = Puj ; le terme P’ L10gus s’annule. Comme u; = uj = Puj,
le lemme 4.1 implique que P'La(u1, Puj) = 0. On a donc :

0P’ Lo(ur, uz) = P'Lo(Opur, u2) + 9P La(u, (Id — P)ui) .

Par (Z1), le dernier terme s’exprime a laide de uj. En outre, le lemme 4.2
implique :
P Ls(uf,uf,ul) + P Lo(uf, Ta(uf,u)) =0.

On en déduit que I'équation P'F; = 0 se réduit a :
P’ MPuj + 2P Lo(tz, DyPui) — PLy (FQ(M{, uy), 8977u’{) =0.

On utilise l'identité (4.2) pour exprimer les deux terniers termes sous la
forme (w - V,A)0pP"Pu;. Notant :

<4 7 { hl(t,x,u”{,ﬂg) =g - VA+ < QEQ(,PUT,'PUT) > VA

X =Xo+ h10y

et explicitant les termes f;o intervenant dans F5, on a montré le résulat
suivant.

Lemme 4.4. Pour uy vérifiant (4.6) et (Z)), les équations contenues dans
(&1) sont équivalentes a un systéme portant sur (Puj,ug) :

P'(X + E)Pul =0

Z1) 1
( 1) Mg + B Z f(l)(ﬂo)_laj < f]/,(ﬂo)('PuT,IPUT) >=10
=0

complété par la relation (Z]) qui détermine (Id — P)us.

La résolution de (Z7) n’est pas immédiate. La premiere équation est
bien un transport pour Puj, mais elle dépend de uy par I'intermédiaire du
coefficient de 0y, hy. Par contre la seconde fait intervenir les dérivées en
(t,z) du terme quadratique moyenné < f/(uo)(uj,uj) >. Néanmoins, le
probleme de Cauchy pour (Z;) est bien posé. On note HS, (RY x T) I’espace
des données initiales de regularité H® pour Puj : il s’agit de 'espace des
fonctions v dans H*(R? x T) & valeurs dans RY, de moyenne nulle et telles
que Pji—ou = u.
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3+d

e,
sélectionnée dans H;;’zl (RYxT) x H*(RY), le systeme (Z1) admet une unique
solution (Puj,u2) dans W3(T) x W*(T). La fonction (Id —P)u} définie par
(Z7) est alors dans W*(T).

Proposition 4.1. Soit s > Pour toute donnée initiale (Puj g, U2,0)

Remarque 4.1. La perte de régularité des données H*T! vers la solution
W# illustre le caractere “faiblement” hyperbolique de (Z;). Par ailleurs, on
notera que la solution existe sur l'intervalle [0, 7] ou sont définis ug et ¢,
bien que le probléme soit non linéaire.

Preuve.  On introduit une inconnue auxiliaire ¥ (¢, x) solution de I’équation
(4.8) Xopr=h1,  ¥1(0,2) = 0.

On fait jouer a v le role d’un décalage de phase. On procede au changement
de fonction :

(4.9) vi(t,x,0) = Pui(t,z,0 + 1 (L, x)).
Par construction, la premiere équation de (Z7) est équivalente a :
(4.10) P'(Xo + E)Pvi =0, Poj =07,

En outre, pour toute fonction continue g(¢,z,u), on a :

/g(PvT(t,m,H')) do’ = / g(Pui(t,z,0)) db.
T

T
En particulier, le coefficient hy défini en (4.7) vérifie :
hi(t, z,ul,u2) = hi(t, z, v}, u2) .
De méme :
< fj (@) (Pui, Pui) >=< fj (o) (Pvi, Pv]) > .

11 est alors clair que, par le changement d’inconnues (4.9), le systéme com-
posé de (21) et (4.8) pour (Puj, Uz, 1) est équivalent au systéme suivant,
portant sur les inconnues (Pvj, 2, 1) :

P'(Xo + EYPvi =0.
(4.11) Mty = —1 S0 fi(0) 195 < (o) (Pui, Po}) > .
X0'¢1 = hl(tv xz, UfaﬂQ) .
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Pour résoudre (4.11), on s’organise selon un ordre précis.

On détermine d’abord vi = Pv; € WTHT) comme solution de la
premiére équation avec donnée de Cauchy vj;—g = Puj, € H st 11 sagit
en effet d’une équation de transport, dans le fibré ker(Id—P), et la condition
(2.22) implique que le rang de PP est bien égal & la dimension de la fibre.

La seconde équation est une equation linéaire en uy avec second membre
connu dans W*(T') puisque s > d + 3/2 (on perd au passage une dérivée).
Comme le systeme M est hyperbolique symétrisable, cette équation a une
unique solution telle que ug;—g = 2,0 € H* et Uz € WH(T).

Ayant déterminé v} et Uy le terme source h; de la troisieme équation est
connu et appartient & W*(T'). On résout alors cette équation avec la donnée
initiale ¥1,— = 0 pour trouver ¢y € W*(T').

On conclut en vérifiant que Puj défini par (4.9) appartient a W*(T'), ce
qui est vrai puisque s est assez grand. O

4.2.2 La récurrence

On montre que le raisonnement tenu pour traiter (£1) s’étend aux (&,) qui
suivent. Notons :

Un = (Puy,, Uny1, (Id — Puy, 1) -
Par construction, on a :
UU = (PUS, Uy, (Id - P)UT) = (07 07 O) .

La proposition 4.1 fournit U; € W(T) si les données initiales affectées
a (Puj,uz) sont dans H*°. On retient que la composante (Id — P)ud est
donnée par (Z1).

Lemme 4.5. Pour n > 2, supposons connus les Uy, pour k < n, dans
W>(T). Alors, U’équation (E,) est équivalente a un systéme d’équations
pour U, de la forme

P'(X + E)YPul; + P hudsPusi + Guoy = 0.

Z, d

BN M +3° f0) 705 < f1(a0) (Pt Pu) > 4Gu 1 = 0.
7=0

(2,) (14— Py, = 20(La(Put Puc))" + G
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Le champ de vecteurs X est déterminé en (4.7). On a :
(4.12) hp = (Upp1— < Ta(uf, Puj) > ) - VA.

Les Gy, désignent différentes expressions qui ne dépendent que de (Ui, ... ,Uy)
et de leurs dérivées.

Preuve. Pourn > 2,on a:
Ey | = L10gun+1 + 209Lo(u1, up) + Hp—1

ou les Hy sont des expressions qui ne dépendent que de (ug, ... ,ux) et de
leurs dérivées. En particulier, ce sont des fonction du type Gg.
Poussant le développement un cran plus loin, on a, pour n > 2 :

Fy = Muy + L10pun+2 + 209 Lo (U1, Unt1)
+ tn0p L2 (U27 Un) + 369£3(u17 u, un) +Hpo1-

Le coefficient ¢, introduit ici vaut 1 si n = 2 et 2 pour n > 2. Par ailleurs,
on trouve :

d
FnJrl = Mﬂn+1 + Z fé(ao)_laj < f;’(ﬂo)(ui,u,’;) >+Hp—1 .
=0

La premiere équation QFy ; = 0 de (&,) s’écrit, en inversant Jp dans
I’ensemble des fonctions de moyenne nulle :

(Id — P)uk g = —2QLs(Pui, Pui)* + Goo1 = (T2(Pui, Pul)) + Gno1 .

On obtient la forme (Z]) annoncée.

De méme, I’équation F,, ;1 = 0 conduit directement & la seconde équation
de (Z,), en décomposant v en Pu} + (Id — P)ur.

On analyse maintenant 1’équation P'F} = 0. On a P'L10punt2 = 0 et,
d’apres le lemme 4.1, P'Lo(Puj, Pu) ;) = 0. Par conséquent, il vient :

P'Ey =P'MPu;, + 20gP' Lo(Pul, Up1 + (Id — P)uss ;)

(4.13) , , o
+ tnOg P Lo(uz, uy) + 309P' L3(Pul, Pui, Puy,) + Gn_1 .
Avec (Z]), on a :

P'Lo(Pui, (Id — P)uy 1) = P' Lo (Pui, T2(Puj, Puy,))
— P'Lo(Pul,Ta(Pui, Pusy) ) + Gn1 -
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Par le lemme 4.1, on a :

PIEQ (Pu}‘,ﬂnﬂ) = Pl(ﬂn_,_l . V/\)PUT .

P'Lo(Pui, To(Pul, Put)) = P'(< Ta(Pui, Pu) > -VA)Puj .
Par le lemme 4.2, on a :

3P Ls3(Puf, Puf, Puy) = —2P'Lo(Puf, Ta(Puf, Pus))
— P'Ly(Pu,, To(Pui, Pui)) .

On sait par ailleurs que :
P’ Lo(Pub, Pul) =0, wup—Pul=Gn 1.

Por calculer le terme Lo(usg,uy), il convient de distinguer les cas n = 2 et
n > 2. Pour n = 2, la composante Puj est inconnue. Par contre, pour
n > 2, Puj est identifié. Quelque soit la situation, on a la décomposition :

tn P Lo(ug, uy) = 2P Lo (ﬂg + (Id — P)us, Pu;) +Gh_1.
A Paide de (21), on extrait :

1

* 1 * * * *
(La2(Pui, Puy))” = §F2(Pu1,77u1)+ < QLo(Puj, Pui) > .
En utilisant le lemme 4.1, il vient :
anlﬁz(l@, UQ) = P'hﬂ?ufl + PI£2 (FQ(PUT, ’PUT), ’PU;‘;) + gnfl )

ou la fonction hy = (da+ < QL2(Puj, Pui) >)- VA, définie comme en (4.7),
ne dépend que des variables (¢, x).

On assemble les renseignements obtenus ci-dessus pour réduire ’équation
P'E} = 0 sous la forme :

(4.14) P'MPu), + P'h18gPu;, + P'hydpPui = Gn1.

Finalement, on applique le lemme 4.3. On voit que les contraintes figu-
rant dans (&,) se rameénent aux systémes (Z,) et (Z/). Le lemme 4.5 est
démontré. g

Il reste & montrer que 1’équation (Z,) permet de déterminer les com-
posantes Puy et tp41.
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Proposition 4.2. Pour n > 2, supposons connus les Ui, pour k < n, dans
Wee(T). Alors, pour toute donnée initiale (Puy, o, Un+1,0) sélectionnée dans
Uespace Hpy) (RYx T) x H®(RY), le systéme (Z,) admet une unique solution
(Puj,, ting1) dans W(T). La fonction (Id — P)uy,, définie par (Z),) est
dans W>(T).

Preuve.  On introduit & nouveau une inconnue auxiliaire ¥, (¢, ) qui est
solution de

(4.15) XoYn = Upy1 - VA, Yn(0,2) = 0.

On effectue le changement d’inconnues

(4.16)  wy(t,x,0) = Pw,(t,x,0) := Pu,(t, z,0) + n(t,x)Opui(t, z,0) .
On a alors :

P'(X + E)YPw;, =P (X + E)Pu, + P'(Xotn)Opu; + ¥n P (X + E)Ppuj .

La dérivée Jy commute avec 'opérateur P'(X + E)P dont les coefficients
ne dépendent pas de 6. Par suite, I'’équation (Z;) implique que le dernier
terme est nul. Avec (4.15), la premiére équation de (Z,,) équivaut a :

P'(X + EYPuf, — (< Dao(uf, Pul) > VN g = Goos

La symétrie de I'y fournit :

< To(uf, i) >= 3 < QoTalu, uf) >=0.
On en déduit :
< To(ul, Puy) >=< Ta(ui, Pwy) > .
De méme, par symétrie des f]’/ :

< I (wo) (i, Pg) >=< f (uo) (uf, Pu) >

On constate que les contraintes (Z,,) et (4.15) sont équivalentes au systéme
suivant, portant sur les inconnues (Pw,, tn41,¥n) :

PUX + E)Pwy, + P'(< a(uf, Pwy) > -VA)pui = Gn-1.
d
My =Y fo(t0) 95 < f] (@) (Pui, Puy) > +Goo1.
j=0
Xon = TUnt1 - VuA.

35



On résout ces équations dans 'ordre. La premiere est associée a la donnée
initiale Pwy,;—g = Puj, o- Elle conduit & w), = Pw;, € W(T'). Des lors, la
seconde équation met en jeu un terme source connu. Avec la donnée initiale
Un+1,0, elle détermine u,11 € W(T'). La derniere équation donne acces a
Yy Enfin, le changement d’inconnues inverse de (4.16) fournit Pu). On a
ainsi une solution (Pu};,Un+1) de (Z5,). O

4.3 Démonstration du théoreme 3.1, cas général

L’analyse du paragraphe 4.2 fournit une démonstration du théoreme 3.1
lorsqu’on a w; = 0. On montre maintenant que la méthode s’adapte au cas
général. L’idée est que la construction des solutions BKW est explicite et
dépend contintiment des données ug et .

Soit 7 o € H*(R?). Pour § > 0 assez petit, le probléme de Cauchy pour
(1.1) avec la donnée initiale

ad (0, x) = 1o(0, x) + 671 (0, z)

admet une unique solution @) (¢, x) telle que g — @ est bornée dans W>(T).
De méme, pour § > 0 assez petit, ’équation eikonale

ath6 + )\(ﬂg, aa:(P(S) =0, ()05(()’ I’) - <p0(x)

détermine la phase ¢? telle que dg? — dip est bornée dans W>(T).
On effectue la construction du paragraphe 4.2 autour des états de base
@3. On obtient ainsi des solutions asymptotiques de (S) :

u€’5(t, x,0) ~ ﬂg + Z 8”/2un(5, t,z,0)
n>1
ou encore des solution asymptotiques

d
- _ t,x
ue"s(tja:) ~ ug + E 2y, (5,t,x, L (8 )>

n>1

de (1.1). La construction montre que les profils u, (6, -) et les phases ¢ sont
des fonctions C> en § € [0, dg], si les données initiales pour les Pu,,(8) et
les 1y,41(9) le sont. On approche alors les différentes expressions ug, ©°,
PO, ... par leurs développements de Taylor lorsque & tend vers zéro. En
particulier :

o (6, t, ) = ag(t, ) + 0 a1 (t,x) + O5?).

POt x) = p(t,z) + 0 o' (t, ) + O6%).
ui(0,t,z) = uj(t,z,0) + O(0).
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Les équations qui déterminent % et o' sont respectivement le linéarisé de
(1.1) en g et le linéarisé de I’équation eiconale en (¢, ug). Ceci est conforme
a ce qui est annoncé au paragraphe 2.2.

Finalement, on peut lier les parametres § et € en choisissant 6 = /2. On
a alors

¥ '
_:f_{—w(\/g’tvx)’ 908::@"’_\/5901

€
ot 1) est C* en (o,t,x). Développant

un(VE,t, 2,0 + (Ve t,2)) ~ Y ¥ Pup it 2, 6)

k>0

0
)

et regroupant les termes en v,, = Zp +q=n Up,g:» O VOit que

Ve () ~ To+ Y o (b0, )

n>1
a bien la forme (1.2). En particulier, on trouve :
Ul(ta x, 0) = ﬂl(tv x) + U’T(tu Z, 0) :

Il reste a voir qu’on peut choisir arbitrairement les données initiales
Un+1,0 et les Puy o pour n > 2. Par exemple, on peut choisir les données
initiales Up11(0)|;—o = Vn+1,0- Dans ce cas, on a bien pour n > 2 :

Un+1t=0 = E Up,g|t=0 = Un+1,0 -
p+g=n+1

De méme, si on choisit par récurrence sur n les données initiales

n—1
Pous(6)jmo = P° (Puho — D ) pli—o)

p=1

on a
n—1

Pusji=o = (PPus (6)) =04=0 TP Z Up,n—plt=0
p=1

et comme (P5)|5:0 = P, on a bien (Pvp+)ji—o = Py, o-
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4.4 Interactions entre modes linéairement dégénérés

Pour la dynamique des gaz, la dimension x de 'espace propre E(u,§) est
égale a d. Le profil u] se sépare en une partie de type vitesse, polarisée
dans l’espace orthogonal au vecteur V¢ et une composante sur l’entropie.
L’analyse de stabilité indique que la composante s occupe un statut a part.
Il est naturel de se demander si une oscillation forte polarisée sur s reste
confinée a s, malgré les interactions qui se produisent. Si ug est un état con-
stant, on va voir que la réponse est négative mais il est intéressant de noter
que pour des g généraux, les oscillations sur s se transmettent effectivement
a la vitesse.

Dans un premier temps, il convient d’indiquer pour un systéeme général
(1.1) les conditions d’existence de variables d’état dont le role est analogue a
celui de 'entropie pour I’équation d’Euler. Avec les notations du paragraphe
2.1, on pose :

(4.17) F(u):= () E(u,&),  #(u) := dim F(u) > 0.
§#0

Pour un systeme général, on s’attend a ce que F(u) = {0}. Toutefois, on
remarque que pour le systeme d’Euler, F(u) est précisément l’espace ou varie
la composante associée a I’entropie. L’hypothése suivante est satisfaite pour
le systéme des équations d’Euler (2.37)

Hypothése 4.1. La dimension k(u) est une constante strictement positive.

Sous cette hypothese, le systeme (1.1) hérite de propriétés supplémen-
taires, décrites et établies dans [4]. On utilise dans ce paragraphe les ren-
seignements suivants. D’abord il est possible de redresser F(u). Autrement
dit, aprrés changement de variables d’état, on peut décomposer u = (4, %) :

(4.18) F(u) =F := {&. =0} = {0} x R¥.

Ensuite, la valeur propre A(u, &) est linéaire en £ et indépendante de @ :
d
(4.19) Au,&) = &-p(d) = > & pi(d).
j=1

On note P le projecteur (orthogonal) sur F. On a :

N

(4.20) Fiw)P = pi(d) fo(w)P, YueRN, Vjie{l,... d}.
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Apres intégration, cela implique :
(421)  fi(u) = p(d) folu) + g;(d), VueRY, Vje{l,... . d}.
Par exemple, pour I’équation d’Euler (2.37), on a :

k=1, F={%0,0,5); seR}.
pour u = ‘(p,v,s) : U ="(p,v), w=s, Pu:t(0,0,s).

La décomposition (4.21) a lieu avec :
folw) = B(p,s)'(1,v,), pi(4) = vj,  g;(d) = pt(5ij)ogigd+1-

On cherche des solutions (uj, u2) de I’équation (Z;) vérifiant la condition
supplémentaire :

(4.22) ui = Puj

qui implique bien str que uj = Pu} puisque F C E(uy(t, x), 0zp(t,x)). On
considere donc des données initiales vérifiant :

(4.23) ui o= Pui,.

Dans ce qui suit, on choisit pour P le projecteur orthogonal sur ker £, de
sorte que :

(4.24) PP — PP —P.

Proposition 4.3. Les solutions de (Z1) vérifient (4.22) pour toutes les données
initiales dans H™ astreintes a (4.23) si et seulement si :

(4.25) (P —P) folao)™ fU(uo) (Xo @, Pv) =0, VveRY.

Preuve.  On se place dans des variables ou (4.18) est vérifié. On étudie la
différence :

d(t,z,0) == (P — P)ui(t,z,0) = Pd(t,z,0).

D’apres (2.22), 'équation (Z1) s’écrit encore :
P(X + E)Puj =0.

On compose & gauche avec P. On utilise (4.24) et le fait que la projection
P ne dépend pas des variables (¢,x) pour récupérer :

PXPul + PEPu; =0.
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On en déduit :
PXPd=—(P—P)EPd— (P —P)EPuU}.

La quantité d = Pd est donc solution d’un systeme différentiel. Le critere
nécessaire et suffisant pour qu’une fonction d nulle a I'instant initial le reste
s’écrit :

(P-P)EPv =0, YvoeRV.

D’apres (4.20) et la définition de la matrice E, on a la simplification :
d
(P=P)EPv = (P=P) foltio)™" d(u;(0) fo(io) Pv)
0

j:
= (P —P) folao)™" f§ (o) (Xo o, Pv).
On voit apparaitre a cet endroit la condition (4.25). O

En particulier, la condition (4.25) est satisfaite quand
(4.26) Xodg = 0.

Comme g est aussi solution de (1.1), on est en présence d’un systeme
d’équations surdéterminé. Ce systéme admet cependant des solutions par-
ticulieres. Par exemple les fonctions constantes.

Pour la dynamique des gaz (2.37), si l’état de base @y = (po, o, So)
vérifie X (po, So) = 0 et X9y # 0, un simple calcul indique que la contrainte
(4.26) n’est pas vérifiée. Cela signifie que des oscillations fortes polarisées a
I'instant initial sur s se transmettent lorsque le temps évolue en des oscilla-
tions fortes sur la vitesse. Du coup, elles engendrent une instabilité forte (cf
paragraphe 6).

5 Stabilité hyperbolique

On étudie la stabilité de (S) autour d’une solution approchée uf construite
au paragraphe 4. Pour simplifier, on suppose ici que u; = 0, ce qui par
I’analyse du paragraphe 4.3, n’est pas une restriction.

5.1 Analyse du linéarisé

On consideére une solution approchée de (S), ou plus généralement une
famille de fonctions de la forme

(5.1) u®(t,x,0) = ug(t, z) + Veur (t, z,0) + ev°(t, z,0)
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avec v® bornée dans I'espace des fonctions Lipschitziennes sur [0, 7] x R¢ x T.
Le linéarisé de (S) en u® s’écrit :

d
i =3 %)y + éz(us, 020) Dyt
=0

d d
1 . £ £ . 13 £
+ - E D (- VuX;(u®))pu” + E (- VX5 (u®))0ju .

j=0 7=0

La partie différentielle est symétrique. La difficulté vient des termes sin-
guliers. On a
B(uf, dpp) = Ag + VeAr + €Ay

(5.3) Ao = S(uo, dp) = (o, Ozp) -
(5.4) A= (u1 . vuS)(ﬁo, dgo) = (u1 . Vuz)(ﬁo,az ) .

Ici Ag est une fonction réguliere de (e, @g, u1, v, d,p). On a utilisé que ¢ est
solution de I’équation eikonale, que A est linéairement dégénérée, que 11 = 0
et que u; = uj est polarisé sur le noyau de £;. De méme :

d
(- VE;(u®))0gu® = (1 - V,.5) (1o, dp)0pu®
§=0
= \/EBlu + Byt .
Ici Bg est une fonction réguliere de (g, ug, u1, v, 0z¢) et :
(5.5) Bt = (4 - Vy,S) (g, dp)guy .

On décompose By en Bf + B} avec :

(5.6) { By = 1+ Vo (i, Opp)Opus -

Bt = (& VuA)(to, 0zp) Xo(to) Opus -
Avec R; := X;(u®), le linéarisé s’écrit alors sous la forme

d

1 1
Le = z;)Rjaj + Ay0p + EAOE)@ + %(Alag +B1)+C
J:

ou C' est une fonction réguliere de (g, ug, uy, v, ).
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Les R; et les A; sont des applications symétriques et uniformément Lip-
chitziennes. La matrice Ay est symétrique et indépendante de 6 tandis que
C' est uniformément bornée. La méthode d’énergie standard, qui consiste a
intégrer (L5, u), conduit & un terme singulier :

(57) (D(ul)u,u) , D(ul) = —0ypA1 + B1 + tBl .

1
NG
On décompose cette matrice D en D' + D" avec :

(58) D/(’U,l) = —0gAq + Bi + tBi , D”(ul) = Bi’ + tBi’ .

On analyse d’abord la structure des termes singuliers. Pour des raisons
évidentes de symétrie, on choisit maintenant les projecteurs I, (u, &), pro-
jecteurs orthogonaux sur le noyau de X(u, ). Comme au paragraphe 3, on
note P = II, (g, Oz¢p).

Lemme 5.1. Les matrices A1 et By vérifient :

(5.9) PLAIPL =0.

(5.10) P, Bi=0, B{P,.=0, P BP.L =0.

(5.11) (B1 — 0gA1)PL =0.

Preuve. C’est une conséquence des relations de transparence. On a

Y(u, I, (u,&) = 0 et par symétrie IT; (u,§)X(u,§) = 0. En dérivant la
premiere identité dans la direction h, il vient :

(5.12) h- VS (u, O (u,€) = =S(u, ) (h- ViIlL (u,€)) .
En particulier :

Appliquée en u = g, & = Oy et h = wuy, cette identitée implique que
PL AP, = 0. Comme dpuy = II (@, &)Opur, on a aussi P, B] = 0. Par
ailleurs, h - VA(u,§) = 0 quand h =11, (u,§)h, d’ot B{P, = 0.

On pose hy = Oguy = I hy. On se donne k avec k =11 k. On a :

(B1 — 0pA1)k = (k- VyX)h1 — (h1 - Vo 2)k,
les matrices étant évaluées en u = %y et & = dy. On a aussi via (5.12) :
(B1 — 9pA1)k = =S((k - VIl )hy — (hy - VoI k) .
On interprete cette égalité a I'aide de (4.5). On trouve :
(B1 — 0pA1)k = —X(Da(k, hy) — To(ha, k) .
La symétrie de I's donne acces & (B — 9gA1)PL = 0. O
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On peut visualiser ce lemme sous une forme matricielle. Dans une base
constituée d’une base de ker P; et d’une base de imP,, on a :

1,1 1,1 1,2
(5.14) A0:<A0 0), A1:<A1 4 )

0 0 AP0
B 1,1 ) A1,2 B//l,l 0
(5.15) Bi = ( 10 901 ) Bi/ = 35/2,1 0 )"

Par conséquent, la matrice D définie en (5.7) se met sous la forme :

(5 16) D = < B%J + tBll’l — aGAi’l tB1/2’1 )

B! 0
On peut simplifier la forme du linéarisé a I’aide d’un changement d’inconnues
(5.17) w=¢%u, ¢ =Id+ epi(t,z,0),
ol ¢ est une matrice réguliere en (¢, x,0). On pose alors :
(5.18) Li =" ¢ L0 =" ¢°LE¢% .
L’opérateur £ a clairement la méme forme que L2 :

d
< . . 1. 1 . . .

= E 0; + A ~-A —(A B )
L jZOR]E)] + A0y + 8 009 + \/E( 109+ B1) + C

De nouveau les matrices symétriques Rj et Aj sont des fonctions régulieres
de (ug,u1,v) et ¢1. La partie C' dépend en outre des dérivées de ¢1. On a :

AO = Ap.
(5.19) A=A+ tp140 + Ao -
By = B1 4+ AgOy1 .

Proposition 5.1. On peut choisir ¢1 de sorte que :

A =0, BiP, =0.
PiBi(Id = P;) =P B{(Id - Py).
(Id—P)Bi(Id—P1) = 2(Id — PL)(B1 + By — A1) (Id — P.).
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Preuve.  On note Q) = Q| (up, Ozp) ot Q1 (u,&) désigne I'inverse partiel
de X(u,§). Avec ces conventions, on a :

QYX=3Q, =Id-1I,, QI =II,Q, =0, AQ, =Id-P,.

On pose :
1
¢ =0, <§A1(Id —PL)+ AP+ Z(1d — 71)) .

La matrice Z est pour 'instant inconnue. On prend Z antisymétrique. Ainsi
I'introduction de Z ne modifie pas le calcul de A; qui livre, pour ce choix
de ¢1, le premier résultat A; = 0.

On se tourne alors vers By. On obtient :

Bi= B — %(Id POy AL(Id =)
—(Id—=P1)0gA1 P — (Id = P1)0pZ(I1d — P, ).
En particulier :
BiP, = BiP, — (Id — P1)dp A1 P, .

Les relations établies au lemme 5.1 fournissent :

BiP, =0, P Bi(Id—P,) =P, B/1d - Py).
Il reste a traiter :

(Id — P )Bi(1d - Py) = (Id — P1) (31 - %aeAl - aez) (Id—P,).

On rappelle que B; est une fonction linéaire de u; = uj. C’est donc une
fonction de moyenne nulle en 6. Le terme 0gZ permet d’absorber la partie
antisymétrique de Bi. Il suffit pour cela de poser 9yZ = %(Bl —!'B1). Des
lors, on voit apparaitre la derniere égalité de la proposition 5.1. (|

Dans une base comme en (5.14), on a :

3 B o S11 ¢l
B :<Bi/12’1 0 avec By" ="By".

Comme Ay est symétrique et ne dépend que des variables (¢, x), on a, comme
on pouvait le prévoir :

D= —agAl—i-Bl—l—tBl:Bl—l-tBl:D.
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Soit encore :

B 231,1 tB//Q,l
5.20 D=D-= 5 ! .
( ) < B/I/Q,l 0 )

On termine ce paragraphe par un examen du terme :
D'(ul) = —69A1 + Bi + tBi .

On se sert des définitions (2.25), (5.4) et (5.6) pour exprimer le produit
scalaire (D4, 1) autrement :

(5.21) (D', 0) = 2Bl (g, Orp) (Ogua; i, 1) .

On peut & présent prouver que la condition D’(u;) = 0 a une signification
intrinseque.

Lemme 5.2. Considérant X(u,§) comme un tenseur 2 fois covariant, pour
tout (u,&) € U x RN{0} et tout hy € E(u,&), B (u,&)(hy;-,-) est la dérivée
de Lie de ce tenseur en (u,§), le long d’un champ X (v) défini au voisinage
de u, tel que X(-) € E(-,€) et X(u) = hy.

Preuve.  On fixe £ € R?\{0}. Soit X un champ tel que :
X(u)=hy, (Id-I)(v,)X(v)=0, Yvel.
Autrement dit, il existe une fonction h(v) vérifiant :
h(u) =hy, X(w)=I(v,{h(v), YvelU.
La dérivée de X en u le long du vecteur k est donnée par :
X' (wk = (k- VoIl)(u,&)h + I(u, &) (k- Vh(w)) .

La quantité X'(u) peut étre représentée comme une matrice de taille N x N.
D’apres (5.12), on a :

(k- VuX)(u,)hy = =X(u, &) (k - Vo I1) (u, )by = =X (u, &) X (u)k .

La matrice de la forme quadratique associée & B’ (hy;-,-) s’interprete alors,
au regard de ce qui précede et la définition (2.25), suivant :

(X -V .2+ 22X +1X'%)(u,§).

On reconnait en cette expression la dérivée de Lie du tenseur 2 fois covariant
¥(+,€) le long du champ X. O
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5.2 Bon symétriseur

La notion de bon symétriseur est dégagée dans [7], [15] et [26]. Elle concerne
la dimension un d’espace. Elle s’applique par exemple au systéeme de lois de
conservation :

d
(5.22) oufolw) + 0,3 & f(w) =0.

J=1

Le vecteur & € R\ {0} est fixé. La lettre y répresente la variable y = ¢-z € R.
La notion de bon symétriseur s’exprime dans des variables d’état u ou le
feuilletage 3¢ est redressé comme indiqué en (2.4). L’espace propre E(u,§)
est alors indépendant de u. Notons le E(¢). Dans ces conditions, on dit que
Yo est un bon symétriseur pour (5.22) lorsque :

(5.23) (h- V)2, &) =0, V(u,h)eUx E).

Ceci revient a dire que si l'on écrit u = (z,w) comme en (2.4), 3(u,§) est
indépendant des variables w.

Preuve de la proposition 3.1.

Par changement de variables u = ®(v), la matrice ¥(u, &) se transforme
en Y(v,&) = & (v)E(u, £)®'(v), c’est-d-dire comme un tenseur deux fois
covariant (X est une forme quadratique sur espace tangent & /). Dans
les coordonnées redressées, la dérivée de Lie le long du champ constant
h tangent au feuilletage 3¢ coincide avec la dérivée classique h - V,. La
condition (5.23) exprime que ces dérivées sont nulles. La notion de dérivée de
Lie est intrinseque, préservée par changement de variables. Par conséquent,
(5.23) est équivalent a I’annulation de la dérivée de Lie de X(-, £) le long des
champs tangents au feuilles de 3.

D’apres le lemme 5.2, cette condition est équivalente a I’annulation de
B (hy;-,-) pour tout u € U et hy € E(u,¢). O

Pour un systéme général, le changement de variables ¢¢ qui redresse
le feuilletage 3¢ dépend effectivement de la direction § € SA=1. 11 arrive
néanmoins, par exemple dans le cas de la dynamique des gaz, que ’on puisse
redresser les 3¢ simultanément en &.

Définition 5.1. On dit que la famille de feuilletages {S¢}ecga—1 posséde
une rigidité affine si pour tout & dans S% 1, les feuilles de ¢ sont des sous-
espaces affines de dimension k, paralléles.
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Il est possible de caractériser la rigidité affine autrement:

Lemme 5.3. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) La famille {S¢}eega—1 posséde une rigidité affine.

ii) Pour tout & dans S, la projection orthogonale 11 (u, &) ne dépend
pas de la variable u.

i1i) On a :
(524) (U ' vuz)(u7 g)HL(u’ g)w = 07 v (U7 w,u, 5) :

Preuve. Par définition, i) équivaut & dire que pour tout £ € S4-1 1l existe
un espace E(§) de dimension x tel que la feuille de ¢ passant par u est
(u+ E(£))NU, ou encore que E(u, &) = E(§) pour tout u € U. Cela revient
a dire que II | est indépendant de wu.

D’apres (5.12), 'idendité (5.24) s’écrit aussi :

Y(w-V, NI, =0.
De plus, en dérivant 'identité IT1| oIl =11, on obtient :
(v- VoIl I = (Id = 101) (v VulIl1).
Comme ¥ est inversible sur 'image de Id —II , (5.24) équivaut & :
(v- VoI )| = (Id — I, )(v- V,II,) = 0.

Compte tenu de la symétrie de la matrice v - V,I1 |, cette condition revient
a imposer v - V,II; = 0. On retrouve la condition 7). g

En présence de rigidité affine, il se produit de nombreuses simplifications.
Par exemple, la contribution I'y disparait puisqu’on a :

Fg(wl,’wg) = (Id — HL)(wl . Vqu)wQ =0.
Par ailleurs, ¥ est un bon symétriseur si et seulement si :
(5.25) S(u,€) = B(Ad - M) (Eu,€), V(u,8) €U x4
Exemple 5.1. On termine ce paragraphe en donnant des exemples de
systemes quasi-linéaires qui possédent de la rigidité affine et un bon symé-

triseur. On se donne d scalaires {uj(u)}i<j<q et d matrices {M;}i<j<qa
symétriques et constantes. On suppose que le noyau de I'application linéaire
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M) = 2?21 §j M; est de dimension x > 0 constante lorsque £ parcourt

M(g):tR<O tf)R.

S%1. Par exemple :

&0

Soit une matrice o(u) définie positive. On considere alors le systéeme défini
par les matrices :

(5.26) Yi(u) = pj(u)o(u) + Mj, 1<j<d.

La valeur propre A(u,&) = > &ju;(u) est de multiplicité constante et le
noyau E(u,§) = ker M (&) est indépendant de u. De plus X(u, &) = M () et
Y0 est un bon symétriseur. Pour que A soit linéairement dégénérée il faut et
il suffit que v-V,pu(u) € &+ pour v € ker M(€). Siles y; sont constants, alors
A est linéairement dégénérée et vérifie la condition (3.6). Le systeme ainsi
construit est conservatif si ¥y = 7" est la matrice Hessienne d’une fonction
7 strictement convexe. On notera que le systéme construit est effectivement
non linéaire.

5.3 Preuve du théoréme 3.2
Soit :
(5.27) uS, = g + Veuy + v,

une solution approchée dans O3(r) avec r > s+ 1 > %. En particulier, v

est borné dans W**1(T). On suppose en outre que %; = 0 et que la matrice
D définie en (5.7) est nulle. On se donne enfin une famille R bornée dans
W2(T) et une famille I° bornée dans H*(R? x T). Tl s’agit de montrer que,
pour ¢ assez petit, le probleme de Cauchy

S(u®; O p0)u = R, + " R° u®(0,2,0) = u,(0,z,0) + " I*
admet une solution dans W*(T') et qu’il existe C tel que pour € €]0,¢¢] :
[ UZHWES(T) < Ce.

On cherche la solution sous la forme u® = uf + ¢"d®. L’équation pour d°
s’écrit :

(5.28) S, 0up0)d + S (t,x, e &) = TR+ R, =1
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avec

d 1
"(t,x,v) Z/ (h - VuX5) (ug(t, x) + sv) Qyug(t, x) ds
j=0"0

d 1
+128]<p / (h - Vu35) (ug(t, z) + sv) Opug, (t, z) ds .
€=

Le systeme (5.28) est hyperbolique symétrisable & données H®. Il possede
une solution locale en temps (voir [21]), de durée de vie T*(g) > 0. De plus,
si T*(e) < +00, on a nécessairement :

limsup || u*(¢,-) |gsaxmy = +00.
t—T*(e)—
En particulier :
lim u® [lwsy = +o0.
dm o

Le théoréme 3.2 résulte alors de :

(5.29) deg > 0; inf T%() > T.
e€10,e0]
(5.30) sup Hd‘EHWg(T) < 400.
€€]0,e0]

Compte tenu des criteres d’explosion rappelés ci-dessus, il suffit de montrer
qu’il existe des constantes €9 et M telles que :

(5.31) Ve €]0,e0], VI’ < min(T*(e),T), 1d®lws ey < M.

La démonstration se fait en deux temps. D’abord, on utilise la proposi-
tion 5.1 pour effectuer un changement d’inconnues qui transforme 1’équation
(5.28) en une équation similaire dont les termes singuliers sont a coefficients
constants. Ensuite, on applique une méthode de commutateurs pour estimer
les normes H*® de la solution de (5.28).

- Réduction de I’équation. On écrit :

E(uaa am(P) = E(,U'Ov 8190) + \/E(ul : VUZ)(’EO: 8£()0) +€Rd+1(57 t,x, 1}2 +6r_1d8)

oll R4y est une matrice réguliere de ses arguments. De méme

1
S'(t,,e"d¥) = —=By + Ee, t, 2,05, Oy 4 05, " LdF)

NG
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ou Bj est défini en (5.6) et E est une fonction C™ de ses arguments.
L’équation pour d® est donc de la forme

R(e,vS, " 1d®, 0y 19)d° + E(e,t, 2,05, 01 o v, € 1 d)d*

s Yao

+ %Aoagda + %(Al@gdE + B1d°) =¢ "R, + R°.
ou les coefficients de 'opérateur quasi-linéaire symétrique R sont des fonc-
tions régulieres de (e, vS, "~ 1d°).

Ensuite, on applique le changement d’inconnues d° = (Id+ /21 )d® avec
¢1 donné a la proposition 5.1. Comme D = 0, la formule (5.20) implique
que df vérifie :

] 7 - | . .
R(E7 UZ’ grildf:? at’mve)ds + E(€7 t? Zz, U(i? at,x,evzn Erilds)ds + EAOanE =R°.
Ici, on a posé : )

R = (Id+ VE'1) (e T"RE + R9).

Par ailleurs R est de méme nature que R.

La matrice Ay = (g, 0zp) dépend des seules variables (¢,x). D’apres
I’hypothese 2.1, elle est de rang constant. Cela implique I'existence d’une
matrice inversible réguliere ¢(t,z) telle que ¥ := Lo(t, z) (i, Op) (t, x)
est constante. On pose & = H(t,x)~' d° de sorte que d° est solution de :

R(e, v, " dF, Dy p0)df + E(e,t, 2,05, 0y 0 ovS, " 1d)d°

s Yaos

(5.32) 1 -~ o~ .
oS0 = R = G

oit R et E sont de méme nature que R et F.
11 suffit maintenant de résoudre les probleme de Cauchy pour (5.32) avec
pour nouvelles données initiales :

(5.33) &g =17 = ¢ Y mp(Id + \@¢1|t=o)_1 Is.
Le controle annoncé en (5.31) résulte alors de l’estimation :
(5.34) Ve €]0,50], VI' <min(T*(e),T),  ||d sy <M.

- Estimations d’énergie.
On raisonne dorénavant sur (5.32). La démonstration des majorations
(5.34) est inspirée du travail de O.Gues [12] (voir aussi G. Browning et H.O.
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Kreiss [3]). Pour estimer les quantités d=, := eloloe ecfivE on dérive I’équation
(5.32). Comme X est constante, on trouve que

~ ~ 1 -~ ~
(5.35) R(e, 05,6 ", Oy p)dy, + —Sd5, = R,

Yy ra?
ou :
RE = el?lo(RF — B(e" ) dF) — [0, R(e" 1, 9y 0.0)] &F -

Dans ces expressions, on a simplifié¢ écriture de Ret E pour ne retenir que
la dépendance en d°. Les autres coefficients v} ne sont pas mentionnés. Leur
intervention ne pose pas de probléme car ils sont bornés dans WSHH(T). On
évalue le terme de droite. Par hypothese, le terme elelg Re est borné dans
C°([0, T); L?) puisque R° se déduit de R® par multiplication par une matrice

C® bornée dans W>(T'). Les autre termes sont sommes d’expressions de
la forme

h =l =001 g g’ g8 9" F 9P e . 9%"E

a

ot ® est une fonction C*° des arguments (¢, z, v5, er1ge ), et les multiindices
ol et fF vérifient :

i=Ja!] + -+ |o?| < Jal.
V= |BY - 4157 < o] + 1.
I+0 <la|+1.
En utilisant les regles de multiplication dans les espaces de Sobolev
HY (R x T) x H* (R x T) ¢ H*" (R? x T)

quand 0 < ¢ < min(s',s") et s +5" —s" > %, on voit que pour s > %,

la| < sett <T' < min(T*(e),T), on récupere :
1RO L2ty < CEHTDEVN @ e 0 rvpsemetse) 105 [ Fyesr oy
o~
NI o | o )

Comme v¢ est bornée dans W*t! et que 6 = r — 1 — s > 0, on voit que pour
la] <'s,on a:

- o~
1h(®)llz2 < Cll@llzee (L4l d e ny)” I lws ) -
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9e . . . . d+1 .
L’injection de Sobolev implique que pour s > 1+ = :

—1—dfl
(5.36) lwllzoe + 0w Lo < Ce™ == lwllys(r) -

Comme v est bornée, cela parmet de majorer ® dans L*>°. On voit alors
qu’il existe une fonction continue K(-) telle que pour |a] < s on a pour
te€[0, 7] et T" < min(T*(e),T) :

(5.37) IR (6)]| praxr) < K (2 M=(T")) ME(T")
avec M®(T") = ||d°||yys (7).

D’autre part, (5.36) implique que les coefficients de R sont bornés et
ont des dérivées premieres bornées par K1(e®M¢(T")). Tl en va de méme
pour linverse du coefficient de d;. Comme R et Y sont symétriques, une
intégration par parties montre qu’il existe des fonctions K (-) et Ks(-), telles
que pour ¢ € [0,7"] et T" < min(T*(¢),T) :

145, () z2(rasry <K 1(M)e 2 M)||d (0)] p2raxe)
(5.38) t , ~
R () [ O R ()] ) o
0
avec M = Me(T"). _

On estime maintenant les données initiales dg,(0). Pour cela on utilise
I'équation (5.32) qui permet d’exprimer les dérivées temporelles 87 d°(t,-) en
fonction des dérivées spatiales 8?79676 (t,-) de longueur |a| < j. La présence
du terme singulier %289 fait en sorte que chaque dérivation en temps con-
somme une puissance du parametre €. Cette perte est compensée par le
recours a une norme a poids, en l'occurrence celle de 'espace WZ. Par un
calcul analogue a celui utilisé pour les commutateurs, on obtient qu’il existe
une constante Cy, qui ne dépend que des normes de ug, u1, d’'un majorant
des normes de v dans W¥tH(T) et de I° dans H*(R? x T) telle que pour
tout € €]0,1], on a :

le? 07 d=(0, ) | 7155 maxT)< Co -

En particulier, les normes L? des JZ(O) sont uniformément bornées.

En sommant (5.38) pour tous |a| < s et en utilisant (5.37) et le lemme
de Gronwall, on en déduit qu’il existe des fonctions K et K» telles que pour
tout 7" < min(7*(¢),T) on a :

(5.39) "676‘|W5(T’) < K1(€5M€(T/)) T K (9 M (1))
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- Fin de la démonstration du théoréme 3.2.

On choisit M > max (Co, Kl(l)eTK2(1)) puis &g tel que 58M < 1. Alors,
par un argument usuel de continuation, (5.39) implique que pour € < g¢ et
T < min(T*(e),T) on a M*(T") < M. L’estimation (5.34) en résulte et la
démonstration du théoreme 3.2 est complete.

6 Instabilités

Les oscillations a 1’échelle € portées par le profil principal w; interagissent
avec les oscillations de plus petites amplitudes portées par la perturbation .
Ces interactions sont susceptibles d’induire des mécanisme d’amplification
qui, éventuellement, se traduisent, au niveau des équations de modulation
fournies par une analyse BKW & deux phases, par des taux de croissance
en temps plus ou moins forts. Réciproquement ces taux de croissance in-
diquent quels types d’estimations d’énergie sont possibles pour le linéarisé
L. Dans un premier temps, on formalise cette idée. Ensuite on se tourne
vers le probléme non linéaire. On met a jour des conditions suffisantes pour
I’existence d’instabilités non linéaires, dont un exemple typique est celui des
instabilités de Rayleigh (cf [10]).

6.1 Divers types d’instabilité

On se place dans le cadre du paragraphe 3.3. On en reprend les notations.
On commence par établir :

Théoréme 6.1. Si la famille LS est stable dans L? de type k, alors on a
pour tout v € C1([0, 00[; HY(R? x T?)) et tout s > 0 :

60 IPv(s)le < ks) (VO + [ v ')

Preuve. On commence par établir (6.1) lorsque v est un polynéome
trigonométrique en les variables 0 et w, a coefficients tres réguliers :

v(s,x,0,w) =Y vaps(s,x) e v, 5 e Cl([0, T, HP(RY)) .

finie

On pose :



On fait agir £ sur la fonction test ©. Il sort :
1 1
L0 = =S (u, do, + dpdy)v + — (2085 + G)v +f
€ Ve
ot f = O(052,00V) + O(v). On sépare v en v = vy + /vy oll vy est un
polynome trigonométrique a coefficients réguliers, sélectionné dans le noyau
de la projection Id — IP. Ainsi :

S(w, dpd,, + dpdg)vy = 0.

On note Q4 3 l'inverse de S(ady + Bdiy) lorsque (o, ) ¢ Z ou un inverse
partiel lorsque (o, 3) € Z. Les Qq,p servent a définir un opérateur Q qui
agit sur les polynomes trigonométriques conformément & :

Q(Z Vas ei(a@-‘r/@w)) _ Z QugVas e @0T59)

finie finie

En particulier, on repeére le polynéme trigonométrique
vi = —Q(Zy0s + G)vo
qui est ajusté de fagon a ce que :
S(u, dd, + dpdp)vi = —(I1d — P) (20(98 + G)VO )

Avec ces choix, on a la simplification :
1
L0 =—Lvy+f
C \/g 0 1
ouf; = 0(35,$79,w(v0,v1)) + O(vo,vl). On reporte v au niveau de (3.17).
On remplace ¢ par \/es puis on effectue le changement de variables t' = |/es’
dans l'intégrale. Il sort

IVo(s) +Vavi )llze < (s) (IIvo(0) + VEvi (0]
+ [ M) + VER )12 )

ott il faut prendre garde & ce que les normes L? sont évaluées en (z,6), la
phase non stationnaire 1 étant substituée a la variable w. On fait tendre e
vers zéro. 1l reste :

Vool < k(s) (Ivo@)lzz + [ ILvo(e)lze )

olt cette fois-ci les normes L? sont en (z,6,w). L’opérateur L agit con-
tintiment de C*([0,00[; HY(R? x T?)) dans C°([0,00[; L2(R? x T?)). Par
densité des polynomes trigonométriques, on récupere (6.1) pour toute fonc-
tion test v ayant la régularité indiquée. OJ
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Preuve du théoréme 3.3. Soit v dans H*®(R? x T?). Comme le semi-groupe
e—*C préserve la régularité, la fonction e *Cv est, entre autre, dans I’espace
C* ([0, 00[; H'(R? x T?)). On applique (6.1) avec pour fonction test e *Cv
ce qui donne :

le™5v llL2< k(s) | v |2, VseRF.

sG

Par continuité de e*® sur L2, cela implique :

g(s) = llle™*C[[ < k(s), VseR.

La fonction g est bien controlée par k. O

Le théoreme 3.3 est utile dans la pratique, comme en témoigne la dis-
cussion du paragraphe 3.3. Par orthogonalité, on a :

gg = g 2 sup gg.
BEL

Le comportement de la fonction g est le reflet de celui des gg. Les propriétés
de gg sont déterminées par 'action de Gg. C’est pourquoi il est intéressant
de dégager la structure de Gg.

Considérons un profil u] qui possede seulement deux harmoniques de
signes opposés +4 et —4 :

6.2 wi(t,0) =re’? +7e % §eN.
( 1

Ici, 7 est un vecteur fixé dans F(u, £) et T désigne son complexe conjugué. La
fonction u] est bien a valeurs réelles. De plus ce choix de u] est compatible
avec la forme des équations (2;) du paragraphe 4.2. On note G% I'opérateur
Gp associé a un tel uj. Tout Gg s’obtient par combinaison linéaire des Gg
ou 0 parcourt N. Pour simplifier les calculs, on fixe (/3,d) et on concentre
notre attention sur Gg.

L’opérateur G% est un opérateur différentiel du premier ordre que 'on
éerit sous la forme e?GT(9p) + e G~ (9y) avec :

G (0g)v =1 VuS(u,ifd + dpdg)v + idv - VS (u, dp)r .
G~ (0p)v =T -V S(u,ifdy + dpdp)v —id v - VS (u, dp)F .

On regarde comment G‘sﬁ agit sur les modes de Fourier. On trouve :
(6.3) Gg(z vaeiae) = Z (GI%—(S + G;UQM)eiae
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avec
G;t = a,ﬂG+ (Z(Ox - 5))Pa—6,ﬂa G, = ocﬂG_ (Z(a + 5))Pa+§,,@ .

L’opérateur Gg s’interprete ainsi comme un systeme matriciel de dimension
infinie. C’est ’analyse spectrale de ce systeme qui renseigne sur le com-
portement de gg. Il arrive que cette analyse se simplifie.

Exemple 6.1. On reprend la situation examinée en 3.1.b) dans le cas isen-
tropique, avec vy = —23(¢ - €)/|¢]* dans Z*. On prend £ = *(1,0) et
r="0,1). On écrit :

Xy = diag(01,02,02), o100t =1, o1 >0, o2 >0.

On considere deux phases caractéristiques. L’une est associée au mode 1.d.g.
tandis que 'autre correspond a un mode acoustique :

olt,z) =8 -z,  P(t,x)=—cft+& .
Ces deux phases engendrent une troisieme phase caractéristique :
o(t,x) = yo(t,x) + Bip(t, x) = B(—cl¢ft — Luo1 + &)

Les noyaux des matrices S(dv)) et S(d¢) sont de dimension un, engendrés
respectivement par les vecteurs :

r = "(|€|/o1c, &1, &), ro = '(|¢]/o1c, —€1, &) -

La projection P, 3 est non nulle seulement si = 0 ou o = «y. Par conséquent
G% est non trivial seulement si § = —y ou § = . On examine le cas § = —~,

I’autre cas étant analogue. L’action de va se réduit a :
Gg'y ( Z vaeio‘e) = G(TU,Y + G v el

L’équation LLg@ = 0 se formule dans la base engendrée par les vecteurs 71 et
ro. Elle est équivalente au systéme différentiel de dimension deux :

(6.4) asa+< 0 C+>a:o, a:<%‘1>eR2.
c_. 0 U9

Les scalaires cy et c_ sont identifiés via :

cy = 'rGT(iy)rs, c_ = 'roG™(0)ry .
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Pour Euler, on trouve :

GE(iy)w =i (r- &) Xgv £id (v - &) Zyr.

On en déduit les relations :

cy =c_=if(r-§&) 'rXors +ivoeéiés.

Il s’ensuit que :
Je1 > 0; gg=c1, VBEZ.

Autrement dit, les interactions entre modes l.d.g. et modes acoustiques ne
provoquent pas, du point de vue de l'optique géométrique, des phénomenes
d’amplification.

On a vu que par transparence Gg = 0. Pour 3 # 0 fixé, 'opérateur Gg
est en général non trivial. L’action de Gg met en jeu les G qui, pour les
grandes valeurs de o, ressemblent aux G associés a Gg. Sous cet angle Gg
peut étre pergu comme une perturbation de Gg. Ce point de vue conduit
au résultat suivant :

Lemme 6.1. Soient B € Z et k € N fizés. L’opérateur Gg est borné de
Uespace H*(T) dans lui méme.

Preuve. 1l suffit de prouver ’estimation :
sup max (| G |5 | Go ||) < +oo.
o€l
On raisonne sur les G Les G, se traitent de maniére analogue. L’opérateur

G est non trivial seulement si les deux couples (a, 3) et (o — §, 3) donnent
lieu a des phases caractéristiques. Pour o # 0, on a alors :

ker S(u, adp + Bdy) = ker S(u,dp + Bdy/a) # {0} .

ker S(u, (o — &)dp + Bdip) = ker S(u, (1 —d6/a)dp + Bdi/a) # {0} .
Cela implique :

THOT /o = = Muw, E+6¢/a),  (1-6/a)T+pT/a = —A(u, (1-0/a)é+6¢/a) .

On a aussi :

Pa,ﬁ = H(ﬂaé—i_ ﬁf/a), Pa—(S,ﬂ = H(ﬂa (1 - (S/Oé)é + /85/05) .
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On isole le terme principal du développement asymptotique en a de G}
lorsque « tend vers +o00. On obtient

G;t =i EL [T : VuS(g, (Iag))] HL + ROH EL = HL(Q) é)
ou les restes R, satisfont la majoration :

sup || Rq || < +o0.
Q€L

Le vecteur 7 est polarisé dans E(u,&). Avec I'hypothese 2.2, on a la simpli-
fication :

O, [r-VuS(u,(r,9))] 0, =10, [r- V,S(u, &0, .

On se souvient alors de la relation (5.13), obtenue comme conséquence des
conditions de transparence, qui garantit I’élimination de cette derniere quan-
tité. Bref, on a G = R,. Le lemme 6.1 suit. O

Le lemme 6.1 est un résultat de type perturbatif. Rien ne garantit que les
normes des opérateurs Gz soient uniformément bornées lorsque 3 parcourt
Z.

On déduit du lemme reflem51 que, mesurant les normes dans ’espace des
opérateurs bornés de L*(T) dans lui méme (ou de H*(T) dans lui méme),
on a:

g5(s) < eNBsll s e RF

On voit ici que le semi-groupe e %5 présente un taux de croissance au plus
exponentielle. On peut arriver a la méme conclusion en utilisant le caractére
symétrique de la partie principale de G 3. Cela étant dit, le résultat du lemme
6.1 est notablement plus fort.

6.2 Instabilités non linéaires

Les instabilités linéaires mises a jour dans I’étude de ’exemple 3.4 conduisent
a des amplifications exponentielles. On s’attend a ce que ces amplifications
se traduisent en instabilités pour le probleme non linéaire lui méme, dans
lesprit des résultats d’E. Grenier [11]. Inspirés par la dynamique des gaz,
nous développons cette idée dans le cadre suivant. On se donne u, et on
suppose que la valeur propre \ est telle que \(u, &) est linéaire en £ :

(6.5) Au.é)=a-§  acR?
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On se donne la phase p =7t + & -z avec £ # 0 et 7 = —a - £&. On considere
une solution approchée uS € OX(co) d’ordre infini avec Gy = u et u; de
la forme (6.2) avec 6 = 1. On se ramene a ¥ = Id. On remarque que la
solution approchée u;, construite au paragraphe 4 existe et est réguliere pour
tout temps, donc en particulier sur [0,1] x R? x T.

Pour £ linéairement indépendant de £, on considere une seconde phase,
elle aussi associée a A, notée v = 7t —Ff -x avec T = —a - £ Les non
linéarités conduisent & considérer non seulement la phase 1 mais aussi ses
harmoniques. On définit donc I’ensemble Z comme en (3.12). La linéarité

de X en ¢ implique que Z coincide avec Z2.

Rappel des notations. On note S = L(u,-) et VS = (V,S5)(u,-). Pour
(o, B) € Z*, P, 3 désigne le projecteur orthogonal sur ker S(adp+3dy). Par
décomposition en séries de Fourier, ces projecteurs induisent dans L?(T?; CV)
un projecteur orthogonal P sur le noyau de S(dpdy + dipd,,). De méme, pour
chaque 8 € Z, on note Pg le projecteur orthogonal dans L?(T;CY) sur le
noyau de S(i3dy + dpdy) et

Gp(0,09) = G L (D9) + ¢G5 (0p)

avec !

r - VS(ifdy + dedp)v + ifv - VS(dp)r.

VS
- VS(ifdyp + dpdg)v — ifv - VS(dp)T .

G;(ag)v
GE (Og)v =T

On désigne par Gg l'opérateur PgGgPg.

Hypotheése 6.1.

i) L'opérateur G1 admet une valeur propre p telle que vy :== —Re p > 0,
associée a une fonction propre w € H*(T).

ii) Pour tout v >~y il existe C tel que :

(6.6) g(s) < Ce™, Vs € R,

i) Les inverses partiels Qo 5 de S(adyp+Bdi) sont uniformément bornés
pour (a, 3) parcourant 7.

L’hypothese 6.1 est motivée par I’étude des équations d’Euler. L’énoncé
suivant reprend celui du théoreme 3.4.

Théoréme 6.2. Sous I’hypothése 6.1, pour tout m € N et § > 0, il existe
des constantes C, g > 0 et ¢ > 0, et une famille {Us}ae]o,ao} de solutions du
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systéme (S), Uexpression u® étant définie sur lintervalle [0,T(¢)], telle que
pour tout € €]0,&p] on a :

(6.7) [ug(0) = u*(0)[[ e < CE™.

(6.8) sup |uS (t) — u®(t)|| L > cv/e.
t€[0,min(8,T(g))]

La preuve de cet énoncé est décomposée en quatre étapes. On part de
la solution approchée u et on cherche une solution de (S) sous la forme :

(6.9) u® = ul + M0 = u+ Veuy + ev), + s, m>2.
Comme en (5.28), I’équation pour 4° s’écrit :
(6.10) S(u®, 0 4.0)0° + S'(t, 2, M%) = £ = O(e™).
On cherche une solution %° qui oscille selon les deux phases ¢ et 9, avec une
durée de vie en O(y/¢|In¢gl) :
. t e
6.11 u(t, x :u‘E(—,x,—,—).
(6.11) () =w (o 2.
Les profils u®(s,z,0,w) sont périodiques en les variables rapides 6 et w.
L’équation pour u® s’écrit

(6.12) S (g%, 05 4 p.0)u° = Vef® = O0(e%)

avec

d
S°(v,0) := So(ug + v)0s + Y VET;(uf + V)0,
(6.13) j=1

1
+ B+ %S(ui + v; dpdy + dipd,,) + Ve CE (V)

ol
Buv = (v-VS(dyp))dpw

et C¢(v) est une matrice dont les coefficients sont des fonctions C* de v et
de (s,z,0). Pour ne pas alourdir les notations, on désigne encore par u la
fonction ug(v/es, z,0) (de méme pour vg et Uerreur f€).

Etape 1. Estimations sur le linéarisé. On se donne v et f. On considére
I’équation linéaire :

(6.14) S (e"v,0s g 00w)u=1f.
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Proposition 6.1. Etant donné k > 2 + g, il existe une constante Cy (qui
ne dépend que de uS) telle que pour tout £ €]0,1], tout T €]0,e~/?] et tout
v € CU([0,T); H*) n CY ([0, T); H*=1Y) wérifiant

(6.15) em=2 sup ||[v(s)||gr + €™ sup [|0sv(s)||gr-1 <1

s€[0,T7 s€[0,T7]

les solutions de (6.14) satisfont pour tout s € [0,T] :
(6.16)  [lu(s)ll g < Coe*®u(0)]|x + Co/ el ()| yyeds’
0

Etape 2. Construction BKW. On cherche une solution approchée de
(6.12) sous la forme d’un développement asymptotique en ¢ d’ordre fini :

v+1
(6.17) u;, = Z e, (s, z,0,w).

n=0
On note r® la quantité obtenue en reportant l’expression uf au niveau de
I'équation (6.12) :

r® = S°(e"uf, 0s.2,0.0)0U -

On initialise la série (6.17) par le terme amplificateur :
(6.18) up(s,z,0,w) = e *a(x) (w(@)eiw + (0)6_”) :

Ici a € C$°(R?) est & valeurs réelles et w € H*(T) est une fonction propre
de G associée a la valeur propre p, dont I'existence est garantie par I’hypo-
these 6.1. On fixe I'entier v de fagon a ce que :

(6.19) Y0 <1 + ) > C, v>m.

2m —1
Proposition 6.2. [l existe des profils u, pour 1 <n <v+1, qui sont C*®
en s € [0,00], a valeurs dans H*®(R? x T?), et tels que :

i) pour tout entier k, il existe une constante Dy, telle que pour tout n
compris entre O et v, et tout s € [0,6_1/2], on a :

(6.20) sup Hagun(S)HHk—j(RdXT?) < Dy, et mm=),
J<k

De plus, le terme u,41 se majore comme u,.
ii) avec WS, défini par (6.17), pour tout k, il existe une constante Ej, telle
que 'expression & vérifie pour tout s € [0,6_1/2] :

(6.21) sup ||8gr5(s)||Hk_j(Rdez) < Epev/? et m=)
J<k
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On fixe désormais k > 2 + %. On pose :
p(s) = Vg e$0/@m=1)

La proposition 6.2 garantit I’existence d’une constante C'y > 1 telle que pour
tout € €]0,1] on a :

(6.22) G ()l e + 105G (8) ]| -2 < Cre™™ (14 p(s)”) -

Etape 3. FEstimations sur la solution exacte. On exprime la solution
exacte de (6.12) sous la forme u® = uS + £*/2v* avec ué donné par (6.17).
L’équation pour v se développe en :

1—v

S*(e™(ug + e¥/2ve), I)v° + 7388 (e™(u + ) Nu; =c=2 f°.
On décompose le terme source en :
h®(v®) := 51771/]"5 —eT3 SF (g™(ug + e¥/2ve), o, = esliTVf8 —earf
+ EmféDi (eMug, 5m+"/2vg)(89’wu3, v)
+ Dy (Mg, e AVE) (05 o1, vE)

Les Dj(a, b)(-,-) pour j = 1 ou 2 représentent des applications qui sont
bilinéaires en les deux derniers arguments et dont les coefficients sont des
fonctions C*° de (a,b) ainsi que des variables (s, z,6,w). On considere :

(6.23) S*(e™(uf + e¥/2ve), d)ve =h*(v°).

Le systéme quasilinéaire (6.23) est hyperbolique symétrique. On sait que
le probleme de Cauchy pour (6.23) & données initiales nulles a une solution
locale dans C°([0, T'(e)[; H*)NC([0, T(¢)[; H*~') pour un certain T'(g) > 0.

Proposition 6.3. Il existe une constante Cy > 4C1 > 4 et un indice g > 0
tels que pour tout € €]0,e0] on a :

(6.24) T(e) > Ton(e) = %((m - %)| |~ ) > 0.

De plus, pour tout s € [0, T,,(g)] la solution v de (6.23) associée a la donnée
initiale nulle vérifie :

(6.25) 1VE ()| + VE 1859 (8)]| gxr < Coe™ 0T zm=1).
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Etape 4. Conclusion. On suppose que les propositions 6.1, 6.2 et 6.3
sont démontrées. Soit M > 1. On examine la solution u® & l'instant :

5 %((m - %)| Ine| ~ In(CoM) ) < T fe).

Ce choix conduit a :
Cie™ 26T < Oy /CoM < 1/4M,  p(5) = (1/CoM)V/Cm=1) < 1

Avec (6.22), il vient :
(626) e HuS(3) e + ™ 0uS(3) s < 2C1/CoM < 1/2M .
On a aussi :

e 05(5) — w0(8) g+ < EC1eT0 (p(3) + p(3)") < 2C1VEP()"
Au contraire, on a :
(6.27) [e™ug(3)|| L > ce™e®0 > cy/ep(5)*m L.

On en déduit que pour M assez grand, on a :

(6.29 e (i 2 oo

L’estimation (6.25) montre que :

(6.29) TRV (8) || e < Cae™e0 p(3) < Can/Ep(8)P I

On retranche (6.29) a (6.27). Quitte & choisir M assez grand, on obtient :

cVE

(6.30) [(w® — ug)(8)[|Lee = [[e™0®(8)|[ Lo > 1C,0T
Par ailleurs, on a :
(1" —ug)(0) =e™u(0) =e™ug(0),  [[ug(0)[[re < C.
Le théoreme 6.2 en résulte. O

Il reste & démontrer les trois propositions ci-dessus. Les preuves sont
classiques. Nous ne donnerons que les arguments essentiels.
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Preuve de la proposition 6.1.
L’opérateur S¢(¢"v, ) est de la forme

1
%ﬁ(dwﬁe + dip0,)

ou R® est un systéme symétrique en 0,4, dont les coeflicients sont des

§° = So(uf +£")d, + RV, D,0.) +

fonctions C'*° des variables (y/es,x,0) et em=3v. En outre :
So(ug + £™v) = Xy + VERG (™ 2v) .

L’estimation (6.16) pour & = 0 s’en déduit & l’aide d’une intégration par
partie, en utilisant la symétrie de I'opérateur. La constante Cy ne dépend
que de bornes pour les normes L™ des dérivés en (z,0) des coefficients de
RE(sm_%v, 0) et de la norme L> de 05X¢(us, + €"v).

Pour obtenir les estimations H* on dérive I’équation (6.14) en (z,6,w).
Le point clé est que X, et S(dpdp + dipd,,) commutent a ces dérivations.
Le commutateur d’exprime donc & l'aide des dérivées en (z,0,w) et de la
dérivation /0, qui peut étre échangée, via I’équation (6.14), en des dérivées
selon (z,0,w).

En utilisant les propriétés multiplicatives des espaces de Sobolev, comme
au paragraphe 5.3, on obtient que pour £ > 2+ %, il existe une constante C'
telle que, pour tout € €]0, 1] et v vérifiant (6.15), on a pour |a| < k :

155" v, 007 g uls)]| L2 < CIE)| o+ [[0S)][ 1) -
Avec l'estimation L2, la majoration (6.16) dans H* en résulte. O

Preuve de la proposition 6.2.
En reportant (6.17) dans l’équation (6.12) on obtient une cascade de
conditions. La premiere s’écrit :

S(dpdy + dpd,)ug = 0.
Pour n > 0, on trouve :
S(dpdy + di0,)upt1 + (0s + G)u, = £,

ou G est défini en (3.11) et f,,_; est une fonction de (up,... ,u,—1), somme
de monomes

du,, ---uy,, O0uy, ou duy ---uy,
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dont les coefficients ® sont C'* bornés ansi que leurs dérivées pour s < e~ /2.

De plus :
supnj <n et ni+---+n,<n+1-2m(p—1).
J

En particulier, f,,_q est linéaire en les u; pour n < 2m — 2, au plus quadra-
tique pour n < 4m — 2, etc.

On construit une solution de ces équations, partant de uy donné par
(6.18), en résolvant pour n > 1 :

(Id — P)u, = Q(f—2 — (95 + G)up—_1) .
(6.31) (0s + G)Pu,, = P(fn_l —G(Id - IP’)un) .
Pu,=0 en s=0.
Pour controler les u,,, on a besoin de I'information suivante :

Lemme 6.2. Soit 3 € Z fizé. Pour tout v > 7o et tout entier k, il existe
une constante Cy, telle que l'on ait :

IPv(s)lle < Cre?*[[Pav(0)] g

(6.32) s / ,
€ [ @, + Gl ds'
0
Preuve. On raisonne par récurrence sur l'entier k.
Pour k£ = 0, on utilise I’alinéa ii) de I'hypothese 6.1 :

gp(s) < g(s) < Ce™, Yy > 0.

L’estimation (6.32) pour k = 0 s’en déduit directement.

On suppose maintenant (6.32) établie pour 0 < 57 < k. On dérive
I’équation & l'ordre k et on met & profit estimation L? pour majorer les
dérivées d’ordre k. Il faut faire attention aux commutateurs. L’opérateur Gg
commute aux dérivations en x. Le projecteur Pg commute aux dérivations
en x et #. A l'ordre un, on a :

[89, Gg] = ]P)ﬁ[ag, Gﬁ]]P’ﬁ = ]P)ﬁ (ieieGE(% - ieiieG/gag)]P’g .

Ce commutateur est du méme type que Gﬁ. On retrouve les expressions
mises en jeu dans la preuve du lemme 6.1. Il s’ensuit que [0y, Gg| est borné
sur H*(T) pour tout k. Il en va de méme pour les commutateurs d’ordre
supérieur. On en déduit, avec v €]y, v'[:

[Pav(s)ll e < Cre? *[[Pav(0)]| e

+ Ck/ "D (1105 + ) v (s e + IPaV(S) | rn)ds”
0
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On applique I'hypothése de récurence pour controler la norme H*~! de
Psv(s'). L'estimation souhaitée pour la norme H* suit. O

11 s’agit maintenant d’établir I’estimation (6.20) pour les u,, obtenus via
(6.31). On procede par récurrence sur l'entier n.

Pour n = 0, I'inégalité (6.20) est une conséquence du choix de ug. En
effet, la croissance de ug et de ses dérivées en s est controlée via 'alinéa i)
de 'hypothese 6.1.

Pour 0 < n < 2m — 2, le terme source f,,_; est linéaire en u; avec j < n.
Les seules harmoniques présentes en w sont +1 et —1 de sorte que le systeme
(6.31) se réduit a :

(Id — Py)u, = Qi (f,-2 — (0s + G1)up—1) .
(633) (85 + Gl)Plun =P (fn—l — Gl(Id — P1>un) .
Piu, =0 en s=0.

On suppose (6.20) vérifiée jusqu’au rang n — 1 < 2m — 3. Cette hypothese
de récurrence et la forme de f,_o garantissent I'existence d’une constante

Ch i telle que pour s < e~1/2

(6.34)
Sl<11]z Hagfan(S) o 8g(85 + G)unleHk—j(RdXT) < kaes’m(l'ﬁ‘szl) .
J<

L’alinéa iii) de I’hypotheése 6.1 implique que l'opérateur Q et donc Q
est borné de H*(T) dans lui méme pour tout entier k. On voit ainsi que la
composante (Id — P;)u, vérifie (6.20).

On se tourne vers I’équation concernant Piu,,. Les renseignements obtenus
ci-dessus indiquent que le terme source g = Py (f,—1 — G1(Id —P1)u,) vérifie
(6.20). On met a profit le lemme 6.2 pour controler les dérivées en (z,0)
de Piu,,. Par ailleurs, les dérivées en s se récuperent en utilisant ’équation
osP1u, = —Giu, +g.

On se donne finalement n > 2m — 1. On suppose que 'estimation (6.20)
est vraie jusqu’au rang n — 1. Alors les monoémes qui interviennent dans la
constitution de f,,_; vérifient :

max ( [Py, - Un,_ O, (8)[ i 5 | PULy - - - Up, (5)] o ) < Cp e’ .

Ici 0 <1+ 5.4 si p=1. Pour p > 2, on obtient :

n1_|_...+np<p+n+1—2m(p—1) <14

< .
oSPt o T S om — 1 T
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On répete la démarche décrite ci-dessus pour estimer (Id — P)u,, puis Pu,.
A cet endroit, il est important de tenir compte des harmoniques en w qui
apparaissent par interactions non linéaire. La difficulté soulevée tient a ce
que les informations délivrées par les lemmes 6.1 et 6.2 ne sont pas uniformes
en (. Toutefois, comme n < v + 1 avec v fixé, le nombre des harmoniques
créées reste fini. Du coup les arguments précédents se transposent tel quel.

L’inégalité (6.20) est prouvée pour tout n avec 0 < n < v. Le terme de
correction u, .y se traite a part. On prend u,4+1 = (Id — P)u,4+1 identifié a
l’aide de la premiere ligne de (6.31). On retrouve ainsi sur wu,41 le controle
dont on dispose sur u,,.

L’estimation (6.21) s’obtient par un examen du reste r°. On voit que r®
comporte ¥ /2 en facteur et met en jeu les dérivées des u, pour 0 < n < v+1.
11 suffit alors d’utiliser (6.20). O

Preuve de la proposition 6.3.
On résout ’équation (6.23) a I’aide du schéma itératif :

(6.35)  ST(M(u +VE), Ve = BE(VE), Vgm0 = 0.

On initialise ce schéma avec v = 0. La proposition 6.2 implique qu’il existe

une constante Ky telle que pour s < e /2 on a :

(6.36)

1-v —v v
le72 f© — e 1°(s)| i (raxt2) < Koe™', 71 =0 (1 o 1) '

On montre par récurrence sur n qu’il existe un indice £y et une constante
K > 4C1 tels que pour € €]0,e0], n > 0 et

1 1
(6.37) 0< s < Tnle) i= —((m——)|ln5|—1nK)
Y0 2
on a:
(6.38) V5 () e + VEOsVE(8) | et < K™
La proposition 6.3 écrite avec Cy = K s’en déduit. En effet, & ¢ fixé,

on sait que la suite v converge dans C°([0, T]; H*~1) vers la solution de
(6.23) sur tout intervalle de temps ol elle est bornée dans C°([0,7T]; H¥)
et dans C'([0,T]; H*1). Les estimations (6.38) qui sont uniformes en n
montrent que la suite {vS },,cn converge au moins sur [0, T;,,(¢)]. La solution
de (6.23) est donc définie au moins sur cet intervalle et les majorations (6.38)
impliquent que la limite v© vérifie (6.25).
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Il reste finalement & démontrer les majorations (6.38). Pour n = 0,
elles sont triviales. Supposons qu’elles sont vérifiées au rang n. On remar-
que d’abord que, pour s < T,,(g), le controle (6.38) et l'inégalité v > m
impliquent :

(6.39) ™72 ||e5vE(s)|| gk + ™€ EDVE ()| grs < KT < 1/2.

Par ailleurs, la proposition 6.2 se traduit par l'inégalité (6.26) qui pour
M =1 donne :

(6.40) &2 () | e+ €™ 100G () s < 201 /K < 1/2.
On exploite ces renseignements pour estimer le membre de droite de (6.23).
D’abord on a :
D5 (™G, ™2V e < Ca

On en déduit :

||6m_%D§(smuZ, 6m+”/2vfl)(89,wu2, Vi)llgr < Cs K™omT s,

[ D5 (™0, €™ H/2VE) (Dot vE) | g < Cs K301 19
Et finalement :

I (V;) | < (Ko +2C5K~ 71) €n*.

Ici les constantes C4 et C5 sont indépendantes de K, € et n. On ajoute
(6.39) et (6.40) pour retenir :

(6.41) ™ 2|uS(s) + e5vE ()| g + €™ |0 (5) + £7 v ()| it < 1.
Des lors, on peut appliquer la proposition 6.1 sur (6.35) qui livre :

S
Ve () < Co(Kg + 205K~ 2m-1 eCols=s) ems’ o
|| n+1 H
0

L’entier v a été ajusté en (6.19) de manieére a ce que Cp < 7. Du coup :

Vi 1(8) |l ge < Co(Ko +2C5 K 2m=1) % /(v — Cp) .

On exprime /€0, v (s) al’aide de I’équation (6.35). La forme de 'opérateur
S¢ et le controle (6.41) fournissent :

Va0 1 () s < Co (V1 ()12 + VEIR (v() 761 )

Pour pouvoir conclure, il faut que :

((1 + Cﬁ)Co/(’yl — C[)) + 06\/5) (Ko + 205K_2"i/*1) <K.
1l suffit de prendre g( assez petit et K assez grand pour que cette inégalité
soit vraie. La démonstration de la proposition 6.3 et par conséquent celle
du théoreme 6.2 en découle. O
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