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1 Introduction

1.1 Énoncé du problème

Au début des années 80, A.Majda ([Ma2], voir aussi [Ma3]) a montré comment constru-
ire des ondes de choc pour des systèmes N×N de lois de conservation multidimensionnelles :

(1.1.1)
n∑

j=0

∂jfj(u) = 0 .

Les flux fj sont des applications C∞ d’un ouvert de RN dans RN . Le système est supposé
hyperbolique symétrique dans la direction x0, c’est-à-dire qu’il existe une matrice S(u)
telle que les matrices S(u)f ′

j(u) sont symétriques et S(u)f ′
0(u) est définie positive. Cette

hypothèse est satisfaite par de nombreux exemples physiques et en particulier dès que
le système admet une entropie strictement convexe (cf par exemple [Fr-La1], [Se]). La
dimension d’espace est n et x0 est la variable de temps, qu’on note aussi t.

Un choc est une solution faible de (1.1.1), discontinue à travers une hypersurface Σ,
régulière jusqu’au bord de part et d’autre de Σ. Quitte à changer de repère, on peut
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supposer qu’en coordonnées locales, le front est d’́equation

(1.1.2) Σ := {xn = φ(y)} , y := (x0, . . . , xn−1) .

On s’intéresse alors à des fonctions u± sur Ω± := {±(xn − φ(y)) > 0}, régulières jusqu’au
bord Σ. La fonction

(1.1.3) u(x) =
{

u+(x) si xn > φ(y)
u−(x) si xn < φ(y)

est solution faible de (1.1.1), si et seulement si u+ et u− sont solutions classiques de (1.1.1)
respectivement sur Ω+ et Ω− et si leurs traces sur Σ vérifient les conditions de Rankine-
Hugoniot

(1.1.4)
n∑

j=0

νj[fj(u)] = 0 sur Σ

où ν = (ν0, . . . , νn) est la normale à Σ et [f ] = f(u+) − f(u−) désigne comme d’habitude
le saut de f(u) sur Σ. (Voir par exemple [La] ou [Se], [Go-Ra]).

Les équations (1.1.1) pour u± et les conditions de transmission (1.1.4), constituent un
problème aux limites à frontière libre.

Pour des sauts [u] dont l’amplitude n’est pas trop grande, P.Lax ([La]) a distingué deux
types de solutions discontinues : d’une part, les discontinuités de contact pour lesquelles
le front Σ est une surface caractéristique à droite et à gauche, et d’autre part les chocs
qui sont des solutions du type (1.1.3), pour lesquelles Σ est non caractéristique et qui
vérifient en outre des conditions d’entropie que nous rappellerons ci-dessous.

Dans [Ma2], A.Majda construit des ondes de chocs, en résolvant le problème (1.1.1) pour
u± avec les conditions aux limites (1.1.4) et des données de Cauchy en t = 0, singulières
sur une hypersurface Σ0 d’équation xn = φ0(y′) :

(1.1.5) u0(x′) =
{

u+
0 (x′) si xn > φ0(y′)

u−
0 (x′) si xn < φ0(y′)

où l’on a noté x′ = (x1, . . . , xn) et y′ = (x1, . . . , xn−1). Il s’agit donc d’un problème
mixte hyperbolique non linéaire à frontière libre. A.Majda construit des solutions locales en
temps, c’est-à-dire sur des intervalles [0, T ] où T dépend de certaines normes des données
initiales, mais aussi de l’amplitude du saut initial [u]. Pour des raisons que nous expli-
querons ci-dessous, le temps T qu’il construit tend vers zéro lorsque l’amplitude ε du saut
tend vers zéro. Cela est lié à une perte effective de stabilité qui est analysée dans [Mé2].
Néanmoins, on ne s’attend pas à ce que le temps d’existence de la solution du problème non
linéaire tende vers zéro lorsque ε tend vers zéro. En effet, le problème limite pour ε = 0, est
un problème de construction d’ondes soniques, c’est-à-dire de solutions continues à gradi-
ent discontinu sur le front Σ. Dans le cas des équations d’Euler, cela correspond aux ondes
acoustiques qui se propagent à la vitesse du son. Ce type d’onde a été étudié dans [Mé1]
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et [Sab]. Une différence importante avec les chocs est que, pour les ondes soniques, le front
Σ est caractéristique. Le phénomène naturel attendu est que les chocs de faible amplitude
ressemblent aux ondes soniques lorsque la force du choc tend vers zéro.

Le but de ce travail est précisément d’élucider cette question et de construire des chocs
faibles, c’est-à-dire de construire sur domaines fixes des familles d’ondes de choc d’am-
plitude arbitrairement petite. Ce résultat sous-entend que la notion même de choc faible
est consistante : si le choc est de taille ε à l’instant initial, il reste de taille O(ε) sur un
intervalle de temps fixe. La vérification de ce point fait partie de la démonstration. Une fois
établie l’existence de familles de chocs faibles vérifiant des estimations uniformes, il n’est
pas très difficile de montrer leur convergence lorsque l’amplitude du saut tend vers zéro
vers une onde sonique, c’est à dire une discontinuité du gradient. Le problème se présente
donc comme une étude de perturbations singulières non caractéristiques de problèmes aux
limites caractéristiques, avec la difficulté supplémentaire que les frontières sont libres.

Nos résultats s’appliquent aux équations d’Euler de la dynamique des gaz, que ce soit le
système isentropique, ou le système entropique complet. En particulier, nous construisons
des chocs faibles pour chacun de ces systèmes et nous montrerons que les chocs faibles
isentropiques sont de bonnes approximations de chocs entropiques. Cela n’est pas très
surprenant si l’on pense que le saut d’entropie est cubique par rapport au saut de pression,
mais la principale difficulté est que les fronts entropiques et isentropiques sont différents et
qu’il faut contrôler l’écart entre ces fronts.

Les résultats sont présentés dans la section 2.

1.2 La stratégie générale. Techniques mises en jeu

La démarche que nous suivons reprend un certain nombre de méthodes classiques dans
l’étude des problèmes aux limites hyperboliques.

1. Le problème étant à frontière libre, on se ramène à un domaine fixe, par changement
de variables inconnu. Ce faisant, on introduit ce changement de variables, ou plutôt son
inverse, comme une nouvelle inconnue.

2. On analyse les données initiales du problème. Elle doivent vérifier un certain nom-
bre de conditions de compatibilité pour que ne naisse qu’une seule onde discontinue de
la discontinuité initiale. Lorsque ces conditions sont satisfaites, on peut construire des so-
lutions approchées, uapp, qui vérifient l’́equation au sens de développements de Taylor en
t = 0, d’ordre grand mais fixé. On résout alors l’équation pour

v =
{

u − uapp pour t ≥ 0
0 pour t ≤ 0

3. On établit des estimations a priori pour u (ou v). C’est l’́etape principale de notre
travail. La principale différence avec [Ma2] est que nous obtenons des estimations sur un
domaine indépendant de la force ε du choc et avec des constantes indépendantes de ε.

4. On construit des solutions v, à ε fixé, sur un intervalle de temps dépendant de ε.
Les estimations uniformes permettent d’itérer cette construction pour finalement aboutir
à une solution sur un domaine indépendant de ε.
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La mise en œuvre de ce schéma général cumule un assez grand nombre de difficultés et
utilise certaines techniques lourdes. Parmi les questions et les ingrédients auxquels touche ce
travail, mentionnons l’étude des chocs plans et du problème de Riemann, le redressement du
front, l’étude des problèmes mixtes hyperboliques caractéristiques et non caractéristiques,
les questions de stabilité et la condition de Lopatinski uniforme, la stabilité des chocs, la
stabilité des chocs faibles, l’utilisation du calcul paradifférentiel, la nécessité de travailler
dans des espaces anisotropes et la notion de régularité conormale, l’obtention d’estimations
L∞, le choix des schémas de résolution, l’utilisation de méthodes de Nash-Moser. Avant
de présenter les résultats au paragraphe 2, nous indiquons ici quelques points de repère et
références concernant les problèmes mentionnés ci-dessus. Nous espérons qu’ils permettront
au lecteur de mieux situer le contexte du présent travail. Cette présentation servira aussi
à motiver l’introduction des différentes techniques.

1.2.1 Chocs plans. Condition d’entropie

L’idée de départ pour construire des chocs multidimensionnels est de perturber une
situation simple connue, celle des chocs plans. Dans ce cas, la solution est constituée de
deux états constants u− et u+ séparés par un hyperplan ν ·x = c. Les équations se réduisent
aux conditions de saut de Rankine-Hugoniot (1.1.4). En particulier, en dimension n = 1,
la condition s’écrit

(1.2.1) σ[f0(u)] = [fn(u)] pour Σ = {xn = σx0} .

Cette équation qui relie u+, u− et σ s’analyse aisément, au moins lorsque [u] est assez
petit (cf [La] et aussi par exemple [Se], [Go-Ra], [Hö2]). En notant Aj(u) := f ′

j(u), l’hy-
pothèse d’hyperbolicité implique que les valeurs propres de A−1

0 (u)An(u) sont réelles. Si
λ(u) est une valeur propre simple, alors au voisinage de (u, u, σ) avec σ = −λ(u), il existe
une variété de solutions (u−, u+, σ) paramétrée par u− et un paramètre s ∈ R assez petit :

(1.2.2) u+ = U(u−, s) , σ = Λ(u−, s) .

La théorie de Lax ajoute aux conditions de Rankine-Hugoniot des conditions d’admissi-
bilité ou d’entropie. Ce sont des critères d’unicité qui éliminent les solutions physiquement
inacceptables. Ces conditions apparaissent aussi comme des conditions de stabilité (voir
ci-dessous). Selon Lax, en notant λ1(u) ≤ . . . ≤ λN (u) les valeurs propres de la matrice
A−1

0 (u)An(u), une discontinuité de front {xn = σx0} est un k-choc si elle vérifie

(1.2.3) λk−1(u−) < σ < λk(u−), λk(u+) < σ < λk+1(u+)

En particulier, pour les chocs, au contraire de ce qui se passe pour les discontinuités de
contact, le front est non caractéristique pour chacun des deux états qu’il sépare. Selon Lax,
on dit que la valeur propre λk est vraiment non linéaire si

(1.2.4) rk(u) · ∇uλk(u) 6= 0
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où rk(u) désigne un vecteur propre de A−1
0 (u)An(u) associé à la valeur propre λk(u). Dans

ce cas, on peut normaliser rk de sorte que le membre de gauche de (1.2.4) soit égal à 1.
L’analyse de la courbe (1.2.2) associée à la valeur propre λk montre que σ = σ + 1

2s+O(s2)
alors que λk(u+) = λk(u−) + s + O(s2) Les conditions de choc (1.2.3) sont équivalentes,
pour s assez petit, à

(1.2.5) s < 0 .

Par ailleurs, cette condition est aussi équivalente aux conditions d’entropie définies à l’aide
d’entropies strictement convexes pour le système (cf [La], [Se], [Go-Ra]).

Cette analyse s’étend par rotation des axes au cas des chocs plans multidimensionnels,
comme indiqué au paragraphe 2.2. Pour η = (η1, . . . , ηn) ∈ Rn, l’hypothèse d’hyperbolicité
implique que les valeurs propres de

∑
j≥1 ηjA

−1
0 (u)Aj(u) sont réelles. Si λ(u, η) est une

valeur propre simple, alors au voisinage de de (u, u, ν) avec ν0 = −λ(u, ν1, . . . , νn), il existe
une variété de solutions (u−, u+, ν) des conditions de Rankine-Hugoniot (1.1.4), paramétrée
par u−, (ν1, . . . νn) et un paramètre s ∈ R assez petit. La notion de valeur propre vraiment
non linéaire s’étend de manière évidente. Les conditions de choc (1.2.3) et d’entropie (1.2.5)
s’étendent immédiatement au cas multidimensionnel.

1.2.2 Exemples de résolution du problème à données discontinues

On sait résoudre le problème (1.1.1) (1.1.5) dans certains cas très particuliers. Tout
d’abord, le problème de Riemann concerne le problème de Cauchy pour (1.1.1) avec des
données initiales formées de deux états constants u+ et u− séparés par un front initial Σ0

qui est un hyperplan. À une rotation près des vecteurs de base, la donnée initiale s’écrit
donc

(1.2.6) u0(x1, . . . , xn) =
{

u+ si xn > 0
u− si xn < 0

Il est naturel de chercher une solution indépendante des variables (x1, . . . , xn−1) et le
problème est en fait monodimensionnel. Suivant Lax, on sait que, sous certaines hypothèses
sur les valeurs propres du système et si u+ − u− n’est pas trop grand, alors il existe une
solution se présentant comme la juxtaposition de N +1 états constants, (u0, . . . , uN), avec
u0 = u− et uN = u+, séparés soit par des ondes de raréfaction, soit par des sauts qui sont
ou bien des chocs ou bien des discontinuités de contact. (cf [La] ou [Se], [Go-Ra], [Hö2] par
exemple). Pour l’unicité de cette solution parmi les solutions entropiques autosimilaires,
voir [He].

En dimension un, la construction locale de solutions régulières de problèmes hyper-
boliques est grandement facilitée par les méthodes d’intégration le long ses caractéristiques.
On renvoie par exemple à [Li] pour des exemples de mise en œuvre de ces méthodes. Pour
le problème (1.1.1) (1.1.5) en dimension n = 1, la solution locale se présente encore comme
la juxtaposition de solutions régulières (sauf en 0 pour les raréfactions) séparées par des
fronts qui en dimension un sont des courbes issues du point initial de discontinuité.
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En dimension supérieure, sous certaines hypothèses sur le système, E.Harabetian a
résolu le problème (1.1.1) (1.1.5) dans un cadre de fonctions réelles analytiques ([Ha]).
Les solutions sont à nouveau formées de juxtaposition de fonctions régulières séparées par
des fronts. Mais, de même que le théorème de Cauchy-Kowalewsky ne demande aucune
hypothèse d’hyperbolicité, le résultat de [Ha] laisse de côté toute analyse de stabilité, à
l’opposé du travail de A.Majda.

Rappelons aussi qu’en dimension un, on dispose du théorème de Glimm (cf [Gl] ou [Se],
[Hö2]) qui construit des solutions du problème de Cauchy pour des données à variations
bornées, donc permettant des discontinuités. Ce théorème a donné lieu à de nombreuses
variantes et extensions (cf par exemple [BCP] et la bibliographie de [Se]). Par contre, en
dimension supérieure, on ne dispose d’aucun analogue et la construction de solutions locales
pour des données discontinues est un problème essentiellement ouvert. La construction
d’ondes de chocs multidimensionnelles par A.Majda ([Ma2]) est donc une première avancée
dans ce problème, tout comme la construction d’ondes de raréfaction par S.Alinhac ([Al]).
Mentionnons que la question des discontinuités de contact multidimensionnelles est un
problème encore incompris, puisque donnant lieu à des instabilités fortes (cf [Ar-Ma]). Les
ondes soniques ou de gradient sont étudiées dans [Mé1] et [Sab].

1.2.3 Redressement du front

Pour les problèmes à frontière libre, le domaine de définition de la solution est inconnu.
Cela crée des difficultés dans la mise en place de schémas itératifs et dans la comparaison
de solutions. Une technique standard consiste à ramener le problème à un domaine fixe,
par un changement de variables qu’on prend comme inconnue. Cette idée se retrouve par
exemple dans l’utilisation des transformations de l’hodographe (cf [Co-Fr], ou [Ma-Th]).

Pour les solutions de (1.1.1) de la forme (1.1.3), on ramène le front Σ = {xn = φ(y)} à
un front fixe x̃n = 0 par un changement de variables

(1.2.7) (y, x̃n) −→ (y, Φ(y, x̃n))

où Φ(y, 0) = φ(y). Les domaines Ω± sont transformés en Ω̃± := {±x̃n > 0}. On note ũ
[resp. ũ±] les fonctions déduites de u [resp. u±] par le changement de variables (1.2.7).
Alors, u est solution faible de (1.1.1) si et seulement si ũ± et Φ vérifient

(1.2.8)





L(ũ±, dΦ) :=
n−1∑

j=0

Aj(ũ±)∂jũ
± + M(ũ±, dΦ)∂nũ

± = 0 , sur ± x̃n > 0 ,

n−1∑

j=0

∂jφ[fj(ũ)] − [fn(ũ)] = 0 , Φ = φ , sur x̃n = 0

On renvoie au §2.3 pour une explicitation de la matrice M. On construit les solutions dans
les variables (y, x̃n) et pour alléger l’écriture on oublie dorénavant les ˜.

Insistons sur le fait que dans (1.2.8), les inconnues sont u± et Φ. On notera que (1.2.8)
est sous-déterminé. C’est normal, puisque la seule condition imposée au changement de
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variables (1.2.7) est de redresser le front Σ. Tout changement de variables qui préserve
{x̃n = 0} transforme une solution de (1.2.8) en une autre solution. Seule la condition au
bord lie φ à u. Pour clore le système on doit donc fixer une relation entre Φ et (u, φ), telle
que Φ = φ sur Σ. Dans [Ma1] et [Ma2], le choix de Majda, est

(1.2.9) Φ(y, xn) = xn + φ(y) .

Ce choix a l’avantage d’être simple, mais sa pertinence repose sur l’ellipticité en φ des
conditions de Rankine-Hugoniot alliée à l’estimation sans perte des traces due à la condition
de stabilité uniforme de [Ma1] (voir §§1.2.4 et 1.2.11 ci-dessous). Dans le cas des chocs
faibles, l’ellipticité et l’estimation des traces ne sont pas uniformes comme on l’indique
plus loin (cf [Mé2]). L’utilisation de (1.2.9) conduirait donc à des pertes de régularité dont
le contrôle ne parâıt pas clair.

Le cas limite où le saut est nul correspond au cas des ondes soniques. Les conditions
au bord s’écrivent alors sous la forme

(1.2.10) [u] = 0 , ∂tφ = λ(u, ∂y′φ) sur xn = 0 .

On a noté t = y0 et y′ = (y1, . . . , yn−1). L’équation eikonale ne fait que traduire le fait que
le front Σ est une surface caractéristique. Pour l’étude des ondes soniques dans [Mé1], Φ
est fixé en demandant que la deuxième équation de (1.2.10) soit satisfaite partout, c’est
à dire sur {xn ≥ 0} et sur {xn ≤ 0}. Pour traiter le cas où le saut [u] est petit, l’idée
et de faire un choix de Φ qui redonne le choix de [Mé1] à la limite ε → 0. Tout d’abord,
en suivant l’analyse de Lax, on voit que pour les discontinuités faibles, les conditions de
Rankine-Hugoniot sont équivalentes à des équations de la forme

(1.2.11) R(u+, u−, ∂y′φ) = 0 , ∂tφ = λ(u+, u−, ∂′
yφ) .

où R est un système de N − 1 équations et λ(u+, u−, θ) est une extension de la fonction
λ(u, θ) (voir [Se] et §2.2). L’idée est de déterminer Φ en résolvant la seconde équation de
(1.2.11) partout et non plus seulement sur {xn = 0}. Pour cela on choisit un prolongement
de u+ [resp. u−] sur {xn < 0} [resp. {xn > 0}]. De façon précise, on complète le système
(1.2.8) par

(1.2.12)
{

∂tΦ = λ(u+, u+ − p+, ∂′
yΦ) sur xn ≥ 0 ,

∂tΦ = λ(u− + p−, u−, ∂′
yΦ) sur xn ≤ 0 .

où p+ [resp. p−] est déterminé par relèvement de trace dans {xn > 0} [resp. {xn < 0}] à
partir des conditions

(1.2.13) p+
|xn=0 = p−

|xn=0 = [u] .

On notera que la trace de u+ − p+ [resp. u− + p− ] vaut u− [resp. u+] si bien que les
traces des équations de (1.2.12) sur le bord {xn = 0} se réduisent à la seconde équation de
(1.2.11). Il en résulte que la condition Φ = φ sur {xn = 0} est compatible aux équations
et est propagée à partir des données initiales.
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1.2.4 Problèmes aux limites hyperboliques. Stabilité des chocs

Le problème (1.2.8) rentre dans la catégorie des problèmes aux limites non linéaires
hyperboliques. Les méthodes standard de construction de solutions régulières sont basées
sur la linéarisation des équations et la mise en place de schémas itératifs de résolution.
Le point crucial est l’obtention d’estimations a priori pour les équations linéarisées. À
la différence de la dimension n = 1, pour les problèmes multidimensionnels, les seules
estimations générales sont des estimations d’énergie d’abord dans des espaces L2 puis dans
des espaces de Sobolev basés sur L2.

a) Estimations L2. Condition de Lopatinski uniforme
Considérons pour fixer les idées un problème mixte hyperbolique symétrique linéaire,

de la forme

(1.2.14)





∂tv +
∑

Aj(x)∂jv = f , pour xn > 0 , t > 0 ,
B(x)v = g , pour xn = 0 , t > 0 ,
v = v0 , pour xn > 0 , t = 0 .

Le cas le plus simple est celui où les conditions aux limites sont dissipatives (cf [Fr1], [Fr2],
[Fr-La2], [La-Ph]), ce qui veut dire que la matrice SAn est positive ou nulle sur le noyau
de B, S(x) désignant ici le symétriseur. Dans ce cas, quand g = 0, les estimations L2

s’obtiennent par de simples intégrations par parties, l’hypothèse de dissipativité signifiant
que les termes de bord ont automatiquement le bon signe. Dans le cas strictement dissipatif,
c’est-à-dire quand SAn est définie positive sur le noyau de B, on obtient les estimations de
la forme

(1.2.15)
‖v(t)‖L2(Rn

+) + ‖v|xn=0‖L2([0,t]×Rn−1) ≤

C
(
‖v0‖L2(Rn

+) + ‖f‖L2([0,t]×Rn
+) + ‖g‖L2([0,t]×Rn−1)

)
.

On notera que la condition de stricte dissipativité nécessite que la matrice An soit inversible,
c’est-à-dire que le bord {xn = 0} soit non caractéristique.

Dans le cas non dissipatif, on dispose de la théorie de Kreiss qui concerne les problèmes
linéaires à coefficients C∞ strictement hyperboliques et non caractéristiques. Kreiss montre
une estimation analogue à (1.2.15) (voir (1.2.17) ci-dessous), sous une hypothèse dite condi-
tion de Lopatinski uniforme ([Kr],[Ral], [Ch-Pi]). L’analyse de Kreiss consiste à construire
un opérateur S, qui possède des propriétés de symétrisation analogues à celles de l’opérateur
de multiplication par la matrice S(x) dans le cas des problèmes strictement dissipatifs. On
commence par étudier le problème (1.2.14) dans le cas où les coefficients sont constants.
Par transformation de Fourier-Laplace dans les variables y = (t, x1, . . . , xn−1), on obtient
problème aux limites pour un système différentiel ordinaire en xn. La condition de Lopatin-
ski uniforme est satisfaite quand ce système différentiel est bien posé, uniformément par
rapport aux fréquences tangentielles. Sous cette hypothèse, on construit un symétriseur
S(η) qui est un multiplicateur de Fourier-Laplace dans les variables y. Dans le cas de coef-
ficients C∞, on fait cette construction pour chaque point x fixé, pour obtenir un symbole
symétriseur S(x, η). On quantifie ce symbole en opérateur de symétrisation S = S(x, Dy)
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via l’utilisation du calcul pseudodifférentiel (cf [Kr] [Ch-Pi]). Pour appliquer ces résultats
aux problèmes non linéaires, on doit aussi considérer des systèmes (1.2.14) dont les coef-
ficients ont une régularité limitée. On peut alors adapter le calcul pseudodifférentiel à des
symboles à régularité limitée comme l’a fait A.Majda ([Ma1]). On peut aussi utiliser le
calcul paradifférentiel de J.M.Bony ([Bo]) ou une variante, qui permet d’obtenir (1.2.15)
pour des coefficients seulement Lipschitziens (cf [Mok], [Mé3] [Mé4] et §1.2.8 ci-dessous).

b) Stabilité uniforme des chocs au sens de Majda
Pour un choc plan u± de front xn = σx0, le linéarisé de (1.2.8) est

(1.2.16)





n−1∑

j=0

Aj(u+) ∂jv
+ +

(
An(u+) − σA0(u+)

)
∂nv

+ = f+ , xn > 0 ,

n−1∑

j=0

Aj(u−) ∂jv
− +

(
An(u−) − σA0(u−)

)
∂nv

− = f− , xn < 0 ,

[(
An(u) − σA0(u)

)
v
]

−
n−1∑

j=0

∂jϕ [fj(u)] = g , xn = 0 .

(cf [Ma1]). Ce problème aux limites n’est pas tout à fait standard à cause de la présence de
l’inconnue ϕ dans la condition aux limites. On pourrait d’ailleurs éliminer ϕ, pour trouver
des conditions aux limites différentielles du premier ordre. Les équations linéarisées de
(1.2.8) autour d’́etats non constants (u, Φ) sont encore de la forme (1.2.16), mais avec des
coefficients variables dépendant de (u,Φ).

En dimension n > 1, la présence de ϕ dans les conditions aux limites de (1.2.16) fait
qu’elles ne sont pas dissipatives. Cependant, comme l’a montré A.Majda ([Ma1]) la théorie
de Kreiss s’étend à ce type de problèmes. Pour le problème de transmission (1.2.16), les
conditions de choc de Lax (1.2.3) impliquent d’une part que le problème est non car-
actéristique, i.e. 0 n’est pas valeur propre de An(u±)− σA0(u±), et d’autre part que l’on a
le bon nombre de conditions aux limites. La condition de stabilité uniforme des chocs de
Majda exprime que le problème mixte (1.2.16) vérifie la condition de Lopatinski uniforme.
Dans [Ma1] il est montré que ces conditions sont satisfaites par les équations d’Euler de
la dynamique des gaz pour des lois d’état convexes, et sous certaines hypothèses sur le
nombre de Mach pour des lois générales. Les conditions de stabilité sont aussi satisfaites
par les systèmes vraiment non linéaires, sous des hypothèses assez générales dès que le choc
est assez petit et vérifie les conditions de Lax (1.2.3) (cf [Mé2], [Mé3]).

Pour le système (1.2.16), la condition de stabilité uniforme de [Ma1] se traduit par des
estimations de la forme

(1.2.17) ‖v±‖L2 + ‖v±
|xn=0‖L2 + ‖ϕ‖H1 ≤ C

(
‖f±‖L2 + ‖g‖L2

)
.

On a supposé que les fonctions sont nulles dans le passé. Les normes de v± et f± sont
calculées sur [0, T ]×Rn−1 ×{±xn > 0} et celles de ϕ, g et des traces v±

|xn=0 sont calculées
sur [0, T ] × Rn−1. Cette estimation est l’exacte analogue des estimations de Kreiss ([Kr] et
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aussi [Ch-Pi]). On y retrouve l’estimation L2 de v+, v− et de leur trace. L’estimation de ϕ
dans H1 résulte de l’ellipticité en ϕ des conditions aux limites.

c) Estimations Hs

Pour un problème mixte non caractéristique, une fois obtenue l’estimation L2, on estime
les dérivées tangentielles en dérivant les équations. Puis on majore les dérivées normales
en revenant à l’́equation et en utilisant le fait que la matrice An est inversible. On obtient
ainsi des estimations dans les espaces de Sobolev Hs (cf [Pe], [Sar], [Ta], [Ch-Pi], [Ma-
Ra] dans le cas linéaire). Pour les équations non linéaires ou dans le cas de coefficients à
régularité limitée, comme dans le cas du problème de Cauchy hyperbolique, on conjugue
cette idée générale à l’utilisation d’estimations non linéaires du type Gagliardo-Nirenberg
et inégalité de Moser (cf par exemple [Ma3], [Ma-Ra]). Cette méthode s’applique aux
équations linéarisées de (1.2.8) autour de (u, Φ). Sous l’hypothèse de stabilité uniforme, on
a des estimations de la forme

(1.2.18) ‖v±‖Hs + ‖v±
|xn=0‖Hs + ‖ϕ‖Hs+1 ≤ C(T, u,Φ)

(
‖f±‖Hs + ‖g‖Hs

)
.

où C(T, u,Φ) de dépend que de T ≤ 1 et de la norme de (u, dΦ) dans Hs. Comme dans
(1.2.17) on a supposé que v, ϕ, f et g sont nulles pour t < 0 et que les normes sont évaluées
sur [0, T ]×Rn

± et [0, T ]×Rn−1. Ayant obtenu les bonnes estimations sur les linéarisés, tout
l’objet du travail [Ma2] est de construire localement en temps des ondes de choc en résolvant
un schéma itératif du type Picard (voir §1.2.11 ci-dessous).

1.2.5 Problèmes aux limites hyperboliques caractéristiques

L’analyse ci-dessus utilise fortement le fait que le bord {xn = 0} est non caractéristique.
Pour l’́etude des problèmes caractéristiques dissipatifs linéaires, on renvoie par exemple à
[La-Ph] quand la matrice de bord (i.e. la matrice An dans (1.2.14)) est de rang constant au
voisinage du bord et à [Ra] quand la matrice de bord est de rang constant seulement sur le
bord. L’analyse de [Ra] est étendue aux équations non linéaires par O.Guès ([Gu]). Pour
les systèmes linéaires non dissipatifs, à coefficients C∞, l’analyse de Kreiss a été étendue à
certains problèmes caractéristiques par A.Majda et S.Osher ([Ma-Os]). En particulier, ils
font la même sur la matrice de bord que [La-Ph].

Pour les estimations L2, une première différence avec les problèmes non caractéristiques
est que l’on perd le contrôle L2 des traces des composantes de v qui correspondent au noyau
de la matrice de bord. La majoration (1.2.15) n’est plus satisfaite. Dans le meilleur des
cas, on peut estimer dans le membre de gauche la norme L2 de v à l’intérieur et la norme
L2 de la trace de Anv sur le bord.

En partant de l’estimation L2, on peut estimer les dérivées tangentes en dérivant les
équations ([Ma-Os], [Sar], [Ts]). Pour les problèmes dissipatifs, J.Rauch ([Ra]) et O.Guès
([Gu]) ont complété cette analyse en montrant que la bonne notion de régularité à l’intérieur
est celle de régularité conormale au bord. Concrètement, cela signifie que les dérivées
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xn∂xn jouent le même rôle que les dérivée tangentes ∂y. C’est l’ajout des dérivations xn∂n

qui permet de réduire l’hypothèse sur la matrice de bord.
Une seconde différence importante avec les problèmes non caractéristiques, est qu’on ne

peut plus utiliser l’équation pour estimer les dérivées normales à partir des dérivées tangen-
tielles, puisque la matrice An n’est plus inversible. On trouvera dans [Ma-Os] un exemple
montrant qu’il n’y a pas en général d’estimations Hs pour les problèmes caractéristiques.
Pour estimer les dérivées normales, le principe est le suivant. Pour le problème (1.2.14),
connaissant une estimation des dérivées tangentes (ou conormales) on peut majorer An∂nv.
Pour estimer les composantes de ∂nv qui correspondent au noyau de An, on écrit qu’elles
vérifient une équation de transport (voir [Ra-Re], [Ra], [Gu] et §1.2.6), dont le terme source
contient deux dérivées tangentes (ou conormales) de toutes les composantes de v. On es-
time donc ces composantes de ∂nv par propagation. On itère ce procédé pour estimer les
dérivées normales d’ordre supérieur. On voit ainsi se dessiner la règle générale suivante : il
faut deux dérivées tangentielles pour estimer une dérivée normale (cf [Ma-Os] et aussi [Ra-
Re],[Gu], [Mé-Ra], [Al]). Cela conduit à résoudre les équations dans des espaces anisotropes
W s de fonctions u telles que

(1.2.19) ∂α
y ∂k

xn
u ∈ L2 pour les (α, k) ∈ Nn × N tels que |α| + 2k ≤ 2s .

ou

(xn∂xn)j∂α
y ∂k

xn
u ∈ L2 pour les (j, α, k) ∈ N × Nn × N tels que j + |α| + 2k ≤ 2s .

L’étude des ondes de raréfaction conduit à des problèmes caractéristiques ([Al]). Il en
est de même pour les ondes soniques ([Mé1], [Sab]). Pour les chocs faibles, comme l’équation
limite est caractéristique, il est alors naturel de chercher des estimations uniformes et des
solutions dans les espaces de type (1.2.19).

Ceci étant, on doit faire face à une difficulté supplémentaire. Les problèmes sont à
frontière libre et la perte de régularité des traces, inévitable dans le cas des problèmes
caractéristiques, se répercute en une perte de régularité du front φ, comme l’indiquent les
conditions de transmission (1.2.10). En effet, cette équation de transport implique que φ a
en général la même régularité que les traces de u.

1.2.6 Transport du saut. Consistance de la notion de choc faible

On doit vérifier que la notion de choc faible a bien un sens, c’est-à-dire que si l’amplitude
du choc est initialement d’ordre ε, elle reste du même ordre de grandeur sur un intervalle
de temps [0, T ] indépendant de ε. Pour cela, on montre que le saut de [u] vérifie une
équation de transport. Par construction, dans (1.2.8), la matrice normale M(u, ∂Φ) admet
la valeur propre µ(u, dΦ) := ∂tΦ − λ(u, ∂′

yΦ). Notons l(u, ∂Φ) un vecteur propre à gauche
de M(u, dΦ) :

(1.2.20) l(u, dΦ)M(u, dΦ) = µ(u, dΦ)l(u, dΦ) .
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Alors, on montre que S := [l(u, dΦ)u] vérifie une équation de transport de la forme

(1.2.21)
n−1∑

j=0

aj∂jS + bS = 0

où les aj et b sont des fonctions de w = (u+
|xn=0, u

−
|xn=0, ∂yφ) où φ = Φ±

|xn=0.
L’analogue de ce résultat pour les problèmes caractéristiques est bien connu. Dans ce

cas, µ = 0 dans (1.2.20). D’autre part, les conditions de saut impliquent que [u] ∈ ker M.
L’équation (1.2.21) s’obtient alors en appliquant l aux équations. C’est la même méthode
qui conduit aux équations de transport pour l ·u et aux estimations L∞ de u, ou encore aux
estimations des dérivées normales pour les problèmes caractéristiques ([Gu]). C’est aussi
cette méthode qu’on trouve dans Courant-Hilbert pour obtenir les équations de transport
du saut des dérivées dans le cas des singularités faibles, ([Co-Hi], voir aussi [Ra-Re], [Mé5]
dans le cas semilinéaire).

Dans le cas des chocs, comme {xn = 0} n’est pas exactement caractéristique, la même
méthode introduit des termes supplémentaires. À partir des équations (1.2.8), on évalue le
saut de l(u, dΦ)L(u, dΦ) pour trouver

(1.2.22) [µ∂nS] +
∑

j=0

[
l(u, φ)Aj(u)∂ju

]
= 0 .

La théorie de Lax (cf (1.2.11)) implique que, tant que l’amplitude du saut de u est inférieure
à une valeur ε0, on a

[u] = [S] U(w) , µ(u±
|xn=0, dφ) = [S] µ̃(w) .

où U et µ̃ sont des fonctions régulières de leurs arguments. Il est alors clair que (1.2.22)
implique une équation de la forme (1.2.21). Cette équation de transport, montre que S(t) =
O(S(0)) et donc que S(t) reste de taille ε sur un intervalle de taille O(1) si S(0) = O(ε),
pourvu que la solution existe et admette des traces assez régulières, uniformément bornées.

1.2.7 Estimations a priori pour les chocs faibles

Quand le saut de u tend vers 0, l’analyse de Lax montre que pour un k-choc plan de
front xn = σx0, λk(u+) − σ et λk(u−) − σ tendent vers 0. Il en résulte que les matrices de
bord An(u±) − σA0(u±) dans le linéarisé (1.2.16) ont des valeurs propres λk(u±) − σ qui
tendent vers 0. Le problème mixte (1.2.16) tend à devenir caractéristique. En outre, comme
le montre l’́equation limite (1.2.10), l’ellipticité en ϕ des conditions aux limites disparaîıt
elle aussi. Il en résulte qu’il n’existe pas d’estimation (1.2.17) uniforme lorsque ε =

∣∣ [u]
∣∣

tend vers 0. Cette perte de stabilité est analysée dans [Mé2] : sous certaines hypothèses
qui seront rappelées au paragraphe 2, les solutions de (1.2.16) vérifient

(1.2.23)
‖v±‖L2 +

√
ε‖v±

|xn=0‖L2 +
√

ε‖ϕ‖L2 + ε‖ϕ‖H1

≤ C
(
‖f±‖L2 +

1√
ε

‖g‖L2

)
.
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Ces estimations précisent comment on perd le contrôle des traces et du front lorsque ε
tend vers 0. Ceci explique pourquoi dans les estimations a priori de Majda les constantes
explosent quand ε tend vers zéro et pourquoi la solution est construite sur un intervalle de
temps qui tend vers zéro avec ε.

Le point fondamental dans la construction des chocs faibles est l’obtention d’estimations
a priori indépendantes de la force du choc, ε. La première étape est l’estimation L2 (1.2.23)
pour le système linéarisé. Les estimations sur les traces et ϕ s’ab̂ıment quand ε tend vers
zéro, mais on a des estimations uniformes pour la norme L2 à l’intérieur. Ceci est conforme
à notre attente de trouver à la limite les estimations L2 du problème d’ondes soniques
([Mé1]). La partie la plus importante de ce travail est l’obtention d’estimations a priori
pour les dérivées. Comme le problème limite est caractéristique, on distingue la régularité
tangentielle ou conormale et la régularité normale comme indiqué plus haut au §1.2.5 et
on travaille dans des espaces anisotropes du style (1.2.19).

Nous renvoyons au paragraphe 3 pour un énoncé précis des estimations a priori que
nous obtenons. Nous nous contentons d’indiquer ici où se trouve la principale difficulté
de la démonstration. Comme indiqué plus haut, on veut travailler dans des espaces W s

du type (1.2.19), en estimant d’abord les régularités tangentielles ou conormales. Pour
obtenir des majorations des dérivées normales, on suit la même démarche que pour les
problèmes caractéristiques. Ayant estimé les dérivées tangentes, on déduit de l’équation
une majoration de M∂nv. Rappelons que M n’a qu’une seule valeur propre petite, de
taille O(ε). Comme en (1.2.20), on note l un vecteur propre à gauche de M. Il suffit donc
d’estimer l ·∂nv. Comme au §1.2.6, on établit une équation de transport pour l ·∂nv, dont le
terme source contient des dérivées secondes tangentielles de v, comme pour les problèmes
caractéristiques. On procède de façon similaire pour les dérivées d’ordre supérieur.

Le point central est donc d’obtenir une estimation uniforme de la régularité tangentielle
(ou conormale). La méthode directe consisterait à dériver tangentiellement les équations
(1.2.8) et (1.2.12), ce qui fait apparâıtre le linéarisé des équations. La nature hyperbolique
du linéarisé total des équations ne se voit qu’en introduisant les bonnes inconnues comme
dans [Al]. En notant u̇, Φ̇ etc les variations de u, Φ etc, la linéarisation des équations (1.2.8)
de la forme L(u, dΦ) = f s’écrit

(1.2.24) ḟ = L(u, dΦ) v̇ + B v̇ + Φ̇
∂nf

∂nΦ
, avec v̇ := u̇ − Φ̇

∂nu

∂nΦ
.

où L(u, dΦ) est hyperbolique et où B est un opérateur de multiplication par une matrice.
La dérivation de (1.2.8) conduit donc à des équations de la forme (1.2.24) pour les dérivées
tangentes u̇ = ∂yu, Φ̇ = ∂yΦ. Pour estimer 2s dérivées de u, on dérive 2s − 1 fois les
équations (1.2.24) satisfaites par ∂yu. Mais comme les coefficients dépendent des dérivées
normales ∂nu et ∂nΦ, les commutateurs font apparâıtre des dérivées ∂2s−1

y ∂n(u, Φ), qui ne
sont pas contrôlées par la norme de (u,Φ) dans l’espace W s. On ne peut donc pas conclure
par un argument classique de bootstrap. C’est là que se trouve la difficulté principale
du problème abordé dans cet article. Pour la contourner, nous reprenons la méthode de
paralinéarisation utilisée dans [Mé1] et qui s’inspire des idées de J.M.Bony et Y.Meyer
([Bo], [Mey], voir aussi [Hö2]).
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1.2.8 Utilisation du calcul paradifférentiel

Rappelons brièvement le principe du calcul paradifférentiel et comment il permet de
contourner le manque apparent de régularité qu’on a signalé au §1.2.7. On renvoie à [Bo],
[Mey], [Hö2] pour des énoncés et estimations précises et au paragraphe 7 pour un rappel
précis des résultats de [Mé1]. D’une part, par une analyse fréquentielle, on décompose le
produit au en trois termes

au = Tau + Tua + R(a, u) ,

où Tau a la régularité de u quel que soit a ∈ L∞, Tua a la régularité de a quel que soit
u ∈ L∞ et R(a, u) est plus régulier que a et u. Cette règle s’étend aux fonctions non
linéaires de u sous la forme

(1.2.25) f(u) = Tf ′(u)u + R(u)

où R(u) est plus régulier que u et le paraproduit T est comme au dessus.
Le deuxième ingrédient de la méthode est un théorème de commutation

(1.2.26) ∂(Tau) = Ta(∂u) + r

où r a la même régularité que u, quelque soit a Lipschitzien. On en déduit que pour u de
régularité s et |α| ≤ s+1, ∂αTau−Ta∂

αu est de régularité s−|α|, dès que a est Lipschitzien.
Ce calcul s’étend en un calcul symbolique complet.

En compilant les propriétés (1.2.25) et (1.2.26), on paralinéarise l’équation L(u, dΦ) =
0. On obtient alors une équation de la forme

n∑

j=0

TAj(u,dΦ) ∂ju + TB u −
n∑

j=0

TCj(u,dΦ)∂jΦ = f

avec f au moins aussi régulier que (u,Φ). En outre, le symbole

n∑

j=0

Aj(u, dΦ) ξj u̇ +
n∑

j=0

Cj(u, dΦ)ξjΦ̇

est exactement le symbole du linéarisé complet de l’équation. Comme en (1.2.24), il est
donc de la forme

n∑

j=0

Aj(u, dΦ) ξj

(
u̇ − ∂nu

∂nΦ
Φ̇

)

Il est alors naturel d’introduire une “bonne inconnue” et, grâce à (1.2.26), on voit que

(1.2.27) TLv :=
n∑

j=0

TAj(u,dΦ) ∂jv + TB v = f , avec v := u − T ∂nu
∂nΦ

Φ̇ .

avec f au moins aussi régulier que (u,Φ).
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L’avantage de cette écriture est immédiat. Si on dérive l’équation (1.2.27), la règle
(1.2.26) implique que

TL∂αv = ∂αf + cα

où cα a la même régularité que v, dès que (u, dΦ) sont Lipschitziens. Les équations (1.2.12)
pour Φ sont de simples équations de transport et ne posent pas de problème. Pour s assez
grand, on contrôle donc la régularité d’ordre s de (u, Φ) par une régularité d’ordre inférieur.
On voit alors comment conclure par un argument habituel du type “ lemme de Gronwall”,
ou espace à poids ou encore temps petit.

L’écriture paradifférentielle (1.2.27) découple complètement les régularités (limitées)
nécessaires au calcul symbolique (hyperbolicité, commutations) et la régularité (qu’on veut
grande) de u. Cette technique a été introduite par J.M.Bony pour étudier la propagation
de la régularité microlocale des solutions d’équations non linéaires ([Bo], voir aussi [Hö2]).
Pour l’étude des chocs, elle remplace avantageusement le calcul pseudodifférentiel à symbole
Hs utilisé dans [Ma1] en améliorant les estimations et en cernant les régularités minimales
(cf. [Mok], [Mét3], [Mét4]).

Cependant, la mise en œuvre de cette stratégie pose quelques difficultés. Comme on
est en présence d’un problème aux limites, on pense d’abord à utiliser un calcul para-
différentiel tangentiel ou conormal par rapport au bord. Mais un tel calcul commute mal
aux dérivations normales, les restes ne régularisent pas du tout dans les variables normales
et c’est précisément dans ces variables que le fait d’avoir un bord presque caractéristique
induit le plus de pertes. On sera donc amené à combiner ce calcul conormal à une autre
quantification déjà utilisée dans [Mé1]. On renvoie au §7 pour un rappel détaillé des pro-
priétés de ces calculs paradifférentiels. Leur rôle essentiel est de régler les problèmes de
commutations avec les dérivées conormales au bord et, à partir de l’estimation L2 (1.2.23),
ils nous permettront d’obtenir des estimations des dérivées conormales des solutions.

1.2.9 Données initiales. Conditions de compatibilité

On s’intéresse principalement au problème de Cauchy pour le problème (1.1.1) (1.1.5).
On se donne un changement de variables initial (1.2.7) qui redresse la surface initiale. On
obtient alors des données initiales pour le problème (1.2.8) (1.2.12)

(1.2.28) (u±
0 , Φ±

0 ) sur ± xn > 0 , avec [Φ0] = 0 .

Comme en général pour les problèmes mixtes, pour des données arbitraires on ne peut
pas espérer trouver de solutions régulières sur les demis-plans {±xn > 0}. Rappelons la
problématique générale. Considérons un problème mixte de la forme

(1.2.29)





∂tu +
∑

Aj(u)∂ju = 0 , pour xn > 0 , t > 0 ,
B(u) = 0 , pour xn = 0 , t > 0 ,
u = u0 , pour xn > 0 , t = 0 .

Supposons que la donnée initiale u0 est assez régulière et que u est une solution elle aussi
régulière. L’équation détermine de manière unique le développement de Taylor

∑
tjuj de
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u en t = 0 en fonction de u0 et de ses dérivées. Cela détermine donc le développement
de Taylor de u|xn=0 et de B(u)|xn=0. On doit donc avoir, au sens des développements de
Taylor :

(1.2.30) b0 = b1 = . . . = 0 si B
( ∑

tjuj

)
|xn=0 ∼

∑
tjbj .

On laisse de côté ici toute discussion précise des ordres de régularité et des ordres des
développements de Taylor, les règles de calcul et les théorèmes de trace dépendant des
espaces dans lesquels on travaille.

Réciproquement, il est connu que, pour un bon problème mixte hyperbolique, lorsque
les conditions de compatibilité (1.2.30) sont satisfaites, on peut construire des solutions
régulières au problème mixte (cf [Ch-Pi], [Ma-Ra]). Pour clore l’analyse, il reste à expliciter
les conditions (1.2.30) et à construire des données compatibles. On voit que bj est une ex-
pression non linéaire Bj de u0 et de ses dérivées d’ordre inférieur ou égal à j. Les conditions
de compatibilité s’écrivent alors

(1.2.31) Bj

(
(∂αu0)|xn=0 ; |α| ≤ j

)
= 0 .

Par exemple, la première condition de compatibilité est simplement

(1.2.32) B(u0|xn=0) = 0 .

Si on note N ′ ≤ N le nombre de conditions aux limites, (1.2.32) signifie que la trace
de u0 sur l’arête xn = 0 prend ses valeurs dans une variété de dimension N − N ′. Plus
généralement, par récurrence sur j, (1.2.31) apparâıt comme une condition sur la trace
(∂j

xn
u0)|xn=0. On détermine ainsi les développements de Taylor en xn = 0 des données

initiales u0 vérifiant les conditions de compatibilité (1.2.31). On construit alors les données
compatibles en relevant les traces de ces développements de Taylor compatibles et en
ajoutant une fonction suffisamment plate en xn.

Cette démarche générale est reprise dans [Ma2] pour la construction de données initiales
pour les chocs, dans [Al] pour les ondes de raréfaction, dans [Mé1] pour les ondes soniques.
Pour le problème (1.2.8)(1.2.12), l’analyse est menée au paragraphe 6. Les calculs sont très
voisins de ceux de Majda, à ceci près que nos équations (1.2.12) pour Φ diffèrent du choix
(1.2.9) fait dans [Ma2]. La difficulté supplémentaire est qu’il faut construire des familles
de données initiales, vérifiant des estimations uniformes. Par exemple, pour des données
initiales (1.2.28), la première condition de compatibilité analogue à (1.2.32) s’explicite
simplement sous la forme : il existe φ1 tel que

(1.2.33) φ1[f0(u0)] +
n−1∑

j=1

∂jφ0 [fj(u0)] = [fn(u0)] sur xn = 0 ,

où φ0 = Φ+
0 |xn=0 = Φ−

0 |xn=0. Cela veut dire que pour tout y′ = (y1, . . . , yn−1), u+
0 (y′, 0) et

u−
0 (y′, 0) sont sur la même courbe de Hugoniot associée à la direction ∂ ′

yφ0. On retrouve là
un résultat bien connu dans le cas du problème de Riemann : comme on l’a rappelé plus
haut, la solution du problème de Riemann est la juxtaposition de N ondes. Pour qu’elle ne
présente qu’un seul choc, on doit choisir les états initiaux (u−, u+) sur une même courbe
de Hugoniot (cf [La], [Se], [Go-Ra], [Hö2]).
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1.2.10 Solutions approchées. Problèmes de prolongement

Pour résoudre le problème mixte, une méthode classique consiste à construire d’abord
des solutions approchées (cf [Ch-Pi], [Ma1], [Al], [Mé1]). Pour un problème (1.2.29), on
construit le développement de Taylor

∑
tjuj à partir de u0 et une solution approchée uapp

en relevant les traces uj . L’́equation est vérifiée au sens des développements de Taylor en
t = 0. Les conditions de compatibilités (1.2.30) impliquent que la condition aux limites est
satisfaite au sens des développements de Taylor en t = 0.

On cherche alors la solution u sous la forme

(1.2.34) u = uapp + v , vt<0 = 0 .

L’équation pour v est un problème aux limites, avec données dans le passé {t < 0}. Il s’agit
d’un problème de prolongement. En particulier, dans le cas linéaire, on a à résoudre un
problème sur ] −∞, T ], qu’on peut étudier dans des espaces à poids e−γt avec γ arbitraire-
ment grand (cf [Ch-Pi]). Pour les problèmes non linéaires, le principe reste le même ([Gu],
[Ma1], [Al], [Me1]). On renvoie au paragraphe 6 pour la mise en œuvre de cette idée dans
le cadre du problème (1.2.8) (1.2.12), qui aboutit à la construction de familles de solutions
approchées (uε

app, Φε
app) avec ε ≈

∣∣ [uε
app]

∣∣.

1.2.11 Schémas itératifs. Méthode de Nash-Moser

Pour résoudre les problèmes non linéaires on utilise des méthodes itératives. La plus
simple est celle des itérations de Picard. C’est elle qu’on utilise pour la construction des
solutions locales régulières du problème de Cauchy quasi-linéaire hyperbolique (cf par ex-
emple [G̊a], [Ma3]). C’est elle aussi qu’utilise A.Majda [Ma2] pour la construction des chocs.
L’essence de la méthode est la suivante. Considérons un problème de la forme (1.2.29) avec
des conditions aux limites linéaires pour simplifier. Ayant construit une solution approchée
uapp, on cherche la solution sous la forme u = uapp + v. On écrit les équations pour v sous
la forme

(1.2.35)





A(v)∂v = f , pour xn > 0 ,
Bv = 0 , pour xn = 0 ,
v = 0 , pour xn > 0 , t < 0 .

Alors le schéma de résolution est de la forme

(1.2.36)





A(vν)∂vν+1 = f , pour xn > 0 ,
Bvν+1 = 0 , pour xn = 0 ,
vν+1 = 0 , pour xn > 0 , t < 0 .

Pour que ce schéma fonctionne, il faut que les équations (1.2.36) soient bien posées et que
l’on puisse trouver la solution vν+1 dans le même espace que celui où vivent les coefficients
vν.

Pour le problème (1.2.8) (1.2.9), on voit donc que la pertinence du schéma de Picard
utilisé dans [Ma2] est intimement líee à la validité des estimations maximales (1.2.18). En
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particulier, il est crucial que dΨ ait la même régularité que v, ce qui est assuré par le choix
(1.2.9), la régularité des traces de u et l’ellipticité en ϕ des conditions de Rankine-Hugoniot.

Pour le problème (1.2.8) (1.2.12), Φ a la même régularité que u. Il en résulte que
l’équation linéarisée (1.2.24) induit une perte de régularité des coefficients (u, Φ) vers la
solution u̇. On rencontre le même problème dans l’étude des ondes de raréfaction ([Al]).
Ceci étant, la perte de régularité est fixe, et dans ce cas, on sait qu’on peut se tourner vers
des schémas de type Nash-Moser (cf [Na], [Mos], [Hö1], [Al-Gé]). C’est la méthode suivie
par S.Alinhac pour la construction d’ondes de raréfaction ([Al]). Pour construire à ε fixé des
solutions de (1.2.8) (1.2.12), nous sommes donc amenés à mettre en place au paragraphe
10 un schéma de type Nash-Moser. Rappelons le point de départ de la méthode. Écrivant
l’équation sous la forme L(u,Φ) = 0, le schéma itératif est de la forme

(1.2.37) L′(Sνuν , SνΦν) · (uν+1 − uν , Φν+1 − Φν) = −L(uν , Φν) ,

où L′ désigne le linéarisé de L et Sν des opérateurs de régularisation. Si on fait Sν = Id, on
est en présence du schéma classique de Newton. L’intérêt des régularisations est d’effacer la
perte de régularité du linéarisé qui ne joue donc plus dans la définition de la suite (uν, Φν).
Quant à la convergence, on doit vérifier que l’on peut choisir Sν → Id, grâce au caractère
quadratique des erreurs du schéma de Newton. On renvoie à [Hö1] ou [Al-Gé] pour une
description détaillée de la méthode de Nash-Moser et au paragraphe 10 pour sa mise en
place dans notre problème.

1.3 Exemples

1.3.1 Interaction d’une onde et d’un choc plan faible

On considère un choc plan u de front xn = σx0. C’est une solution (u±, ν) (1.1.2) avec
ν = (−σ, 0, . . . , 0, 1). On le suppose déterminé par la construction de Lax, associé à une
valeur propre vraiment non linéaire. On note ε =

∣∣[u]
∣∣ son amplitude supposée assez petite.

Pour fixer les idées on supposera que u+ = 0.
On considère dans le passé {x0 < 0} une onde, i.e. une solution v de (1.1.1) dont le

support est situé dans le demi plan {xn > σx0} et on suppose que x0 = 0 est le premier
instant où le support de v touche le front du choc. On peut par exemple construire v comme
solution régulière de (1.1.1) et raisonner sur les supports par vitesse fine de propagation.
Alors

(1.3.1)
{

u = u sur xn < σx0 ,
u = v sur xn > σx0 ,

est une solution faible de (1.1.1). Sa trace en x0 = 0 vérifie de façon évidente les conditions
de compatibilités et nos résultats montrent donc que u se prolonge en une solution sur
un intervalle de temps indépendant de ε. Cette solution présente un choc faible de front
xn = Φ(x0, . . . , xn−1).
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Pour ε > 0 fixé, c’est une conséquence de [Ma2]. Notre contribution est de montrer que
le prolongement existe sur un intervalle de temps indépendant de ε. Au paragraphe 2.5, on
reviendra sur cet exemple dans les variables redressées.

1.3.2 Équations d’Euler

Les résultats de cet article s’appliquent aux équations d’Euler de la dynamique des gaz.
Rappelons l’́ecriture du système :

(1.3.2)





∂tu + div(ρv) = 0 ,
∂t(ρvj) + div(ρvjv) + ∂jP = 0 pour 1 ≤ j ≤ 3 ,
∂t(ρE) + div(ρEv + Pv)) = 0 .

Comme d’habitude ρ désigne la densité, P la pression, v = (v1, v2, v3) la vitesse et E =
e + 1

2 |v|2 est la densité d’énergie totale. Les quantités ρ, P et e sont reliées par une loi
d’état, vérifiant le second principe

(1.3.3) de = TdS +
P

ρ2 dρ .

On prendra comme inconnues u := (ρ, v, S) et alors P et e sont des fonctions données
P (ρ, S), e(ρ, S).

Pour les solutions régulières , (1.3.2) équivaut à

(1.3.4)





∂tu + div(ρv) = 0 ,
ρ∂tvj + ρv · gradvj + ∂jP = 0 pour 1 ≤ j ≤ 3 ,
∂tS + v · gradS = 0 .

Le système isentroprique s’écrit

(1.3.5)
{

∂tu + div(ρv) = 0 ,
∂t(ρvj) + div(ρvjv) + ∂jP = 0 pour 1 ≤ j ≤ 3 ,

où P est maintenant une fonction de ρ seul. On prend P = P (ρ, S0) pour une valeur
fixée S0 de l’entropie. Il est alors clair que les solutions régulières de (1.3.5) sont les
solutions régulières de (1.3.4) d’entropie constante S = S0. Il n’en n’est pas de même
pour les solutions faibles. En particulier, pour les chocs, on notera que les conditions de
Rankine-Hugoniot pour (1.3.5) n’impliquent pas celles de (1.3.2). Par exemple, les fronts
diffèrent.

Ces systèmes nous servent de modèles, en particulier pour énoncer les hypothèses de
structure au paragraphe 2.1. L’hyperbolicité est satisfaite pour des lois d’́etat ρ 7→ P (ρ, S)
convexes. On sait alors ([Ma1]) que les chocs vérifiant les conditions de Lax (1.1.3) sont
uniformément stables et que l’on a les estimations uniformes de type (1.1.6) ([Mé2]).

Au paragraphe 12, on construira des données compatibles pour ces systèmes. On peut
aussi appliquer la construction de l’exemple A) ci dessus. On en déduit l’existence de chocs
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faibles pour ces systèmes sur des domaines indépendant de la force du choc, pourvu qu’elle
soit assez petite.

On peut aussi comparer les chocs faibles de (1.3.2) et (1.3.5). Pour des chocs plans de
front de la forme x3 = σt et pour une valeur u− = u0 fixée, l’analyse des conditions de
Rankine-Hugoniot montre que les états u+(ε) et les vitesses de front σ(ε) entropiques et
isentropiques vérifient

(1.3.6) u+
ent − u+

ise = O(ε3) , σent − σise = O(ε2) .

Pour comparer les chocs courbes, il faut d’une part se placer dans les variables redressées
et d’autre part construire des données compatibles entropiques et isentropiques proches
les unes des autres. Cela sera fait au paragraphe 12. On peut par exemple adapter la
construction de l’exemple A). En se basant sur les estimations uniformes, on peut alors
comparer les solutions entropiques et isentropiques. On montrera que

(1.3.7) ũent − ũise = O(ε3/2) , Φent − Φise = O(ε3/2) .

On a réintroduit la notation ũ pour rappeler que la comparaison a lieu dans les variables
redressées. Cette approximation est moins bonne que (1.3.6). Le facteur ε3/2 n’est peut-être
pas optimal. Ce sont les variations tangentielles du front qui sont absentes pour (1.3.6), qui
sont la source de la perte d’approximation. On renvoie au paragraphe 2.9 pour un énoncé
précis.

1.4 Plan de l’article

Au paragraphe 2, on donne une définition précise de la notion de famille de chocs faibles
et on énonce les résultats principaux. Les définitions et les énoncés sont donnés à la fois
dans les coordonnées initiales et dans les coordonnées ou le front est redressé. On donne
aussi des versions locales et des versions globales.

La méthode de la preuve et les résultats intermédiaires sont présentés au paragraphe
3. Les paragraphes 4 et 5 contiennent quelques estimations non linéaires préliminaires et
la définition des opérateurs de relèvement de traces utilisés pour définir p± dans (1.2.12)
(1.2.13).

La première étape du travail est la construction au paragraphe 6 de familles de données
initiales compatibles, puis de familles de solutions approchées. (cf §1.2.9).

Le point central est ensuite l’obtention d’estimations a priori uniformes. On présente
d’abord (§7) le calcul paradifférentiel nécessaire à notre démonstration des estimations
conormales (§8). On démontre ensuite les estimations L∞ et les estimations du saut, ce qui
permet de conclure la démonstration des estimations uniformes (§9).

On peut alors procéder à la construction de chocs faibles. Pour ε fixé, à partir d’une
solution approchée, on construit au §10 une solution sur un intervalle de temps dépendant
de ε. Au §11 on montre qu’elle a la régularité voulue. Alors, l’estimation a priori uniforme
en ε permet d’itérer la construction et de prolonger la solution sur un intervalle de temps
indépendant de ε.
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Au paragraphe 12, on applique nos résultats aux équations d’Euler des fluides com-
pressibles, entropiques et isentropiques, et nous comparons les chocs faibles de ces deux
systèmes.
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2 Résultats principaux

Dans ce paragraphe, nous énonçons d’abord les hypothèses que nous faisons sur le
systèmes. Nous analysons les conditions de Rankine-Hugoniot et donnons une définition
précise de la notion de famille de chocs faibles. Nous introduisons le changement de variables
qui redresse les fronts des chocs et énonçons les principaux résultats : existence de données
initiales compatibles, existence de familles de chocs faibles, convergence des chocs faibles
vers une onde sonique, application aux équation d’Euler.

2.1 Le système

Dans Rn+1 on considère le système N × N de lois de conservation :

(2.1.1)
n∑

j=0

∂jfj(u) = 0

Les flux fj sont des fonctions C∞ d’un voisinage ouvert U de u ∈ RN , à valeurs dans RN .
On supposera que u = 0 . On note x = (x0, x1, ....., xn) la variable de Rn+1 et ∂j = ∂/∂xj .
On note Aj(u) = f ′

j(u) la matrice jacobienne de fj et on suppose le système hyperbolique
symétrique dans la direction du temps t = x0 (cf [Fr1]).

Hypothèse 1. Il existe une matrice S(u), C∞ sur U , telle que toutes les matrices SAj

sont symétriques, SA0 étant en outre définie positive.

Les chocs que l’on construit sont associés à une valeur propre vraiment non linéaire du
système (voir [La], [Se]). Plus précisément, pour u ∈ U et pour θ = (θ1, θ2, ....θn−1) ∈ Rn−1,
on note

(2.1.2) G(u, θ) = A−1
0 (u)

[
An(u) −

n−1∑

j=1

θjAj(u)
]

L’Hypothèse 1 entrâıne que toutes les valeurs propres de G sont réelles.

Hypothèse 2. λ(u, θ) est une valeur propre simple de G(u, θ) définie et C∞ sur U × O,
où O est un voisinage de 0 dans Rn−1. On suppose qu’elle est vraiment non linéaire et on
note r(u, θ) le vecteur propre (à droite) associé, normalisé par la condition

(2.1.3) r(u, θ) · ∇uλ(u, θ) = 1

Comme dans [Mé2], nous supposerons aussi que :

Hypothèse 3. i) Pour tout (u, θ) ∈ U × O, la matrice hessienne λ′′
θθ(u, θ) est définie

(positive où négative).
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ii) Ou bien λ est une valeur propre extrême de G, c’est à dire la plus grande ou la
plus petite valeur propre, ou bien le système est strictement hyperbolique, c’est à dire que
toutes les valeurs propres de G sont simples.

Par exemple ces hypothèses sont vérifiées par le système des équations d’Euler de la
dynamique des gaz.

2.2 Chocs faibles

Nous nous intéressons aux solutions u du système (2.1.1) discontinues sur une surface
Σ ⊂ U , d’́equation xn = φ(y), où y = (x0, . . . , xn−1). Les traces u+ et u− de u sur Σ et le
vecteur ∂yφ = (∂0φ, ∂1φ, ...., ∂n−1φ) vérifient la condition de Rankine-Hugoniot

(2.2.1)
n−1∑

j=0

∂jφ[fj(u)] − [fn(u)] = 0 ,

où [v] = v+ − v− désigne le saut de v le long de Σ. On analyse ces conditions de Rankine-
Hugoniot comme dans [La], [Se]. On introduit les matrices C∞ sur U × U

Aj(u+, u−) =
∫ 1

0
Aj(u− + t[u]) dt

et par analogie avec (2.1.2)

(2.2.2) G(u+, u−, θ) = A−1
0 (u+, u−)

[
An(u+, u−) −

n−1∑

j=1

θjAj(u+, u−)
]
.

En notant ∂′
yφ = (∂1φ, ...., ∂n−1φ), (2.2.1) équivaut à

(2.2.3)
(
∂tφ Id − G(u+, u−, ∂ ′

yφ)
)

[u] = 0 .

On peut supposer que r(0, 0) = (1, 0, ...., 0) est le premier vecteur de base. En restreignant
au besoin U et O, λ se prolonge en une valeur propre λ(u+, u−, θ) de G(u+, u−, θ) et r
se prolonge en un vecteur propre r(u+, u−, θ) associé. De plus, on peut définir un vecteur
propre R(u+, u−, θ) proportionnel à r(u+, u−, θ) tel que la première composante de R soit
égale à 1.

Soit I0 un voisinage de λ(0, 0) dans R. Si les voisinages U , O et I0 sont suffisamment
petits, toutes les solutions (u+, u−, λ, θ) ∈ U × U × I0 × O de

(2.2.4)
(
λ Id − G(u+, u−, θ)

)
[u] = 0

sont de la forme :

(2.2.5)
{

λ = λ(u+, u−, θ)
[u] = [u1] R(u+, u−, θ)
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où u1 désigne la première composante de u.
En outre, il existe ε0 et des fonctions U− et U+, C∞ sur U × O × I1, I1 = [−ε0, ε0],

telles que la seconde équation de (2.2.5) est, localement, équivalente à l’une ou l’autre des
relations

(2.2.6) u+ = u− + [u1] U−(u−, θ, [u1]) ,

(2.2.7) u− = u+ − [u1] U+(u+, θ, [u1]) .

On rappelle enfin que, avec la normalisation (2.1.3), la condition d’admissibilité de choc
de Lax s’écrit :

(2.2.8) [u1] < 0 .

Nous donnons maintenant la définition d’une famille de chocs faibles, solutions locales
du système (2.1.1) (2.2.1) que nous notons (SI). On de donne une boule ouverte centrée à
l’origine ω ⊂ Rn−1 et un intervalle ouvert J . On note Ω =]To, T [×ω × J .

Définition 2.2.1 Une famille de chocs faibles de classe Ck est un ensemble F de fonctions
sur Ω tel qu’il existe εo > 0, une constante K, des paramètres To < 0 ≤ T et des compacts
K1 ⊂ U et K2 ⊂ Io × O tels que tout (u, φ) ∈ F vérifie les propriétés suivantes.

(2.2.9) φ est de classe Ck sur ]To, T [×ω à valeurs dans J et ses dérivées d’ordre ≤ k sont
bornées par K . De plus (∂t, φ, ∂ ′

yφ) prend ses valeurs dans K2.
(2.2.10) La fonction u est définie sur Ω et est discontinue sur la surface Σ d’équation

xn = φ(t, x′). De plus u prend ses valeurs dans K1, les restrictions u± de u à
chacun des ouverts Ω± = Ω ∩ {±xn > φ(t, x′)} sont de classe Ck jusqu’au bord et
leurs dérivées d’ordre ≤ k sont bornées par K.

(2.2.11) Il existe ε ∈]0, εo] et a ∈ Ck(]To, T [×ω), à dérivées d’ordre ≤ k bornées par K,
tels que le saut sur Σ de la première composante de u est de la forme

[u1(y, φ(y))] = −ε ea(y)

(2.2.12) Le saut de u vérifie
[u] = [u1] U−(u−, ∂ ′

yφ, [u1])

Le point crucial est que le domaine de définition Ω et les bornes K des dérivées sont
fixés, alors que la force du choc, i.e. l’amplitude du saut [u] est de l’ordre de ε qui est
arbitraire dans ]0, εo].

2.3 Changements de variables

Afin de fixer la géométrie, on procède comme dans [Ma2]. On redresse la surface de
choc Σ d’équation xn = φ(y) par le changement de variable inconnu :

(2.3.1) Φ̃ : (y, x̃n) −→ (y, Φ(y, x̃n))
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où y = (t, y′) = (t, x1, ...., xn−1) et Φ(y, 0) = φ(y). Dans les coordonnées (y, x̃n), l’équation
de Σ est {x̃n = 0}. On note ũ la fonction déduite de u par le changement de variables
(2.3.1) et ũ± sa restriction aux deux demi-espaces {±x̃n > 0}. Alors, u est solution de
(2.1.1) avec saut sur Σ si et seulement si

(2.3.2) A0(ũ±)∂tũ
± +

n−1∑

j=1

Aj(ũ±)∂j ũ
± + M(ũ±, ∂yΦ)

∂nũ±

∂nΦ
= 0 , sur ± x̃n > 0 ,

(2.3.3)
n−1∑

j=0

∂jφ[fj(ũ)] − [fn(ũ)] = 0 , sur x̃n = 0 .

Dans (2.3.2) M(u, ∂yΦ) désigne la matrice :

(2.3.4) M(u, ∂yΦ) = An(u) −
n−1∑

j=0

∂jΦAj(u) = A0(u)
(
G(u, ∂′

yΦ) − ∂tΦI
)

Si u prend ses valeurs dans U et si ∂yφ = (∂tφ, ∂′
yφ) prend ses valeurs dans I0 × O alors,

d’après le paragraphe 2.2, la condition (2.3.3) est équivalente à :

(2.3.5) [ũ] = [ũ1]R(ũ+, ũ−, ∂′
yφ) ,

(2.3.6) ∂tφ = λ(ũ+, ũ−, ∂′
yφ) .

Nous construirons les solutions dans les variables redressées (y, x̃n), en résolvant (2.3.2)
(2.3.3) et pour alléger les notations nous oublions dorénavant les ∼.

Cependant les équations (2.3.2) (2.3.3) ne sauraient déterminer Φ puisque la seule chose
requise sur le changement de variable (2.3.1) est qu’il transforme Σ en {xn = 0}. Autrement
dit, (2.3.3) ne détermine que la trace φ de Φ sur xn = 0. Le choix de A.Majda était de
prendre Φ(y, xn) = xn+φ(y). Mais la perte de régularité sur φ induit un moins bon contrôle
de Φ et ce choix conduit à des difficultés. Le cas limite où le saut est nul correspond au
cas où (u, φ) est une onde sonique et Σ une surface caractéristique, i.e.

(2.3.7) ∂tφ = λ(u, ∂′
yφ) sur xn = 0 .

Pour l’étude des ondes soniques dans [Mé1], Φ est fixé en demandant que l’équation (2.3.7)
soit satisfaite partout, c’est à dire sur {xn ≥ 0} et sur {xn ≤ 0}. Pour traiter le cas où le
saut [u] est petit on suit une démarche voisine en introduisant l’extension λ(u+, u−, θ) de
la fonction λ(u, θ) et en résolvant

(2.3.8) ∂tΦ = λ(u+, u+ − p+, ∂′
yΦ) sur xn ≥ 0 ,
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(2.3.9) ∂tΦ = λ(u− + p−, u+, ∂ ′
yΦ) sur xn ≤ 0 .

On demande aux fonction p± de vérifier

(2.3.10) p+
|xn=0 = p−

|xn=0 = [u]

de sorte que la trace de (2.3.8) et (2.3.9) sur le bord xn = 0 se réduise à (2.3.6). D’autre
part, on demande aux fonctions p± de s’annuler quand [u] = 0, c’est-à-dire, compte tenu
de (2.2.5), lorsque [u1] = 0, de sorte qu’on retrouve alors l’équation eikonale utilisée pour
les ondes soniques. De façon précise, on lie p± à u± et Φ de la manière suivante : on écrit
[u1] sous la forme

(2.3.11) [u1] = −εea .

La fonction a(y) est définie sur le bord xn = 0. Le paramètre ε mesure la force du choc.
Le signe moins correspond à la condition de Lax (2.2.8). Par un opérateur de relèvement
de trace, on détermine une fonction A telle que

(2.3.12) ΓA := A|xn=0 = a .

On définit alors, à l’aide des fonctions U± de (2.2.6) (2.2.7),

(2.3.13)
{

p+ = p+(u+, ∂′
yΦ, A) = −εeA U+(u+, ∂ ′

yΦ, −εeA)
p− = p−(u−, ∂′

yΦ, A) = −εeA U−(u−, ∂ ′
yΦ, −εeA)

Il est clair que p± = 0 lorsque [u] = 0 i.e. ε = 0. D’autre part, les conditions de Rankine-
Hugoniot (2.3.5) impliquent bien la relation (2.3.10).

On cherche donc Φ comme une solution des équations :

(2.3.14) [Φ] = 0 sur xn = 0

(2.3.15) ∂tΦ+ = λ(u+, u+ − p+(u+, ∂′
yΦ

+, A), ∂′
yΦ

+) sur Ω+
T

(2.3.16) ∂tΦ− = λ(u− + p−(u−, ∂′
yΦ

−, A), u−, ∂′
yΦ

−) sur Ω−
T

En notant (SR) le système constitué par les équations (2.3.2) (2.3.3) (2.3.14) (2.3.15)
(2.3.16), nous définissons maintenant l’objet de notre étude.

Définition 2.3.1. On considère To < 0 ≤ T et une boule ouverte Ω ⊂ Rn centrée à
l’origine. On note ω ⊂ Rn−1 la boule ouverte ω = ΓΩ = {x′ ∈ Rn−1 / (x′, 0) ∈ Ω }.

Une famille de solutions de classe Ck sur ]To, T [×Ω est un ensemble de fonctions (u, Φ)
qui vérifient les propriétés suivantes.

(2.3.17) u et ∂ ′
yΦ prennent leurs valeurs dans des compacts fixés de U et O.
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(2.3.18) En notant Ω± = Ω∩{±xn > 0}, (u+, Φ+) [ resp. (u−, Φ−) ] appartient à un borné
fixé de Ck

b (Ω+) [ resp. Ck
b (Ω−) ] et pour |α| ≤ k les fonctions ∂αu±, ∂αΦ± se

prolongent continûment jusqu’au bord Ω ∩ {xn = 0}.

(2.3.19) Sur {xn = 0}, on a [Φ = 0] et il existe δ1 > 0 indépendant du choix de (u, Φ)
tel que ∂nΦ± > δ1 sur Ω±. De plus la fonction φ = ΓΦ+ = ΓΦ− appartient à un
borné fixé de Ck

b (]To, T [×ω).

(2.3.20) u est discontinue sur {xn = 0} et il existe ε ∈]0, εo] tel que la première composante
[u1] du saut de u vérifie

[u1] = −ε ea

où a(y) appartient à dans un borné fixé de Ck
b (]To, T [×ω).

(2.3.21) Il existe une fonction A appartenant à un borné fixé de Ck
b (]To, T [×Ω) telle que

ΓA = a.

(2.3.22) (u,Φ) est solution sur ]To, T [×Ω du système (SR) .

On a noté Ck
b (Ω) l’ensemble des fonctions u de classe Ck définies sur un ouvert Ω dont

toute les dérivées sont bornées sur Ω.

Remarque 2.3.2. Il résulte de (2.3.19) que l’application (y, xn) 7→ (y, Φ+(y, xn)) [resp.
(y, Φ−(y, xn)) ] est un difféomorphisme de Ω+ (resp. Ω− ) sur son image.

Il est clair par construction, que toute solution (ũ, Φ) de (SR) dans les variables re-
dressées, fournit par le changement de variables (2.3.1) une solution faible, au sens de la
Définition 2.2.1, du système (SI) dans les coordonnées initiales. La réciproque n’est pas
aussi directe. Il faut montrer que l’on peut toujours imposer les conditions supplémentaires
(2.3.15) (2.3.16). C’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 2.3.3. Étant donnés un entier k ≥ 1, des paramètres To < 0 ≤ T , une boule
ouverte ω ⊂ Rn−1 centrée à l’origine et un intervalle I, il existe T ′

o, T ′ et une boule ouverte
Ω̃ ⊂ Rn centrée à l’origine tels que

(2.3.23) To ≤ T ′
o < 0 ≤ T ′ ≤ T ω1 := ΓΩ̃ ⊂ ω ,

et pour toute famille de chocs faibles F de classe Ck sur Ω =]To, T [×ω × I comme indiqué
dans la Définition 2.2.1, il existe une famille F̃ de solutions locales de classe Ck du système
(SR) sur ]T ′

o, T
′[×Ω̃, telle que pour tout (u, φ) ∈ F il existe (ũ, Φ) ∈ F̃ tel que

(2.3.24) Φ(y, 0) = φ(y) sur ]T ′
o, T

′[×ω1 ,

et pour tout (y, x̃n) ∈]T ′
o, T

′[×Ω̃± on a (y, Φ±(y, x̃n)) ∈ Ω± et

(2.3.25) ũ±(y, x̃n) = u±(y, Φ±(y, x̃n)) .
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Preuve. On construit séparément Φ+ et Φ−. Construisons Φ+. En effectuant des prolonge-
ments, on se ramène à la situation suivante : il existe une fonction v+(y, xn) définie sur
]To, T [×Rn et appartenant à un borné fixé de Ck

b (]To, T [×Rn) telle que :

v+(y, xn) = u+(y, xn) sur Ω±
1 ⊂ Ω± ,

où Ω±
1 = { (y, xn) ∈]To, T [×ω1 × I1 avec ω1 ⊂ ω et I1 ⊂ I . On choisit arbitrairement

une fonction A(y, x̃n) obtenue par relèvement de la fonction a(y). On détermine Φ+ en
résolvant l’équation

(2.3.26) ∂tΦ+ = λ(v+(y, Φ+), v+(y, Φ+) − p+(ε, v+(y, Φ+), ∂′
yΦ

+, A), ∂′
yΦ

+) ,

avec la condition initiale :

(2.3.27) Φ+
|t=o = x̃n + φ(0, x′) .

Dans (2.3.26) p+ désigne la fonction définie par :

(2.3.28) p+(ε, v+(y, Φ+), ∂′
yΦ

+, A) = −εeA U+(v+(y, Φ+), ∂ ′
yΦ, −εeA) .

On notera que par le changement de variables (2.3.1), (2.3.26) est exactement l’équation
(2.3.15). On se donne ensuite 0 < δ1 < 1. Il existe alors To ≤ T ′

o < 0 ≤ T ′ ≤ T

et une boule ouverte Ω̃ ⊂ Rn centrée à l’origine tels que (y, Φ+(y, x̃n)) ∈ Ω+
1 pour tout

(y, x̃n) ∈]T ′
o, T

′[×Ω̃+
1 . Il en résulte que la fonction ũ+ définie sur ]T ′

o, T
′[×Rn par ũ+(y, x̃n) =

v+(y, Φ+(y, x̃n)) vérifie ũ+(y, x̃n) = u+(y, Φ+(y, x̃n)) pour tout (y, x̃n) ∈]T ′
o, T

′[×Ω̃+
1 . De

plus ũ vérifie l’́equation (2.3.2).
On construit de même les fonctions Φ− et ũ−. Les conditions de sauts (2.3.5) (2.3.6)

résultent directement de (2.2.11), (2.2.12).

¤

2.4 Données de Cauchy

Le but de ce travail est de construire des familles (uε, φε) de chocs, où le paramètre
ε ∈]0, εo] mesure l’amplitude du choc. Cette construction sera d’abord effectuée dans les
variables redressées par la résolution du problème de Cauchy pour le système (SR).

Bien que l’on s’intéresse à un problème local, il est techniquement plus agréable de
travailler globalement en espace. Nous précisons dans ce paragraphe les données de Cauchy
pour le problème local et pour le problème global. Nous montrerons en particulier que les
données de Cauchy locales se prolongent en données de Cauchy globales, de sorte que
nous obtiendrons les solutions du problème local par restriction des solutions du problème
global.

Nous construisons des solutions qui à l’infini sont voisines d’un choc plan. Pour simpli-
fier, nous choisissons l’état de base à gauche u−

ε de ce choc plan égal à 0. Quitte à changer
les axes, on suppose que les hyperplans de sauts ont leur normales dans le plan engendré
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par dt = dx0 et dxn. Cela conduit à considérer la famille suivante (u±
ε , Φε) indexée par

ε ∈]0, εo] :

(2.4.1)





u−
ε = 0 ,

u+
ε = −ε U−(0,0, −ε) ,

Φε(x) = xn + σεt avec σε = λ(u+
ε , 0, 0) .

On désigne ici par Ω un ensemble ouvert qui sera soit une boule ouverte de Rn centrée
à l’origine, soit Rn. On note Ω± et ω les ensembles ouverts :

Ω± = Ω ∩ {±xn > 0} , ω = ΓΩ = { x′ ∈ Rn−1 / (x′, 0) ∈ Ω } .

On désigne par p − Hs(Ω) l’espace des fonctions dont la restriction à Ω± est dans l’espace
de Sobolev usuel Hs(Ω±). Dans tout ce qui suit, s est un entier assez grand.

Au paragraphe 6, on donnera la définition précise de famille de données initiales com-
patibles de régularité s. Elle fait intervenir les conditions de compatibilité qui garantissent
que la discontinuité initiale n’engendre qu’un seul choc, et non pas tout l’éventail des
singularités qui sont attendues dans la résolution générale d’un problème de Riemann.
On rappelle que les conditions de compatibilité s’obtiennent simplement en analysant le
développement de Taylor en t = 0 des équations et des conditions aux limites (cf [Ch-Pi],
[Ma-Ra] dans le cas linéaire et [Ma2], [Al], [Mé1] dans le cas des ondes de choc, ondes de
raréfaction et ondes soniques). On renvoie au §1.2.9 pour une introduction à cette discus-
sion. À une famille Fo(s, Ω) de données compatibles sont associés un réel εo > 0, des ensem-
bles B1, B2 et B3 bornées respectivement dans p−Hs(Ω), p−Hs+1(Ω) et Hs−1(]T ′

o, T
′
1[×ω)

et a des compacts K1 ⊂ U et de K2 ⊂ O. En notant u±
o et Φ±

o leurs restrictions à Ω±, les
fonctions (uo, Φo) de Fo

ε (2s, Ω) vérifient :

(2.4.2) uo et ∂ ′
yΦo prennent leurs valeurs dans K1 et K2.

(2.4.3) Il existe ε ∈]0, ε0] tel que uo − uε ∈ B1 et Φo − xn ∈ B2 .

(2.4.4) On a [Φo] = 0 et il existe δ > 0, indépendant de (uo, Φo) tel que ∂nΦo ≥ δ.

(2.4.5) Il existe a ∈ B3 tel que la première composante [uo1] du saut de uo vérifie
[uo1] = −εeao où ao = a|t=0.

(2.4.6) [uo] = [uo1] U−(u−
o , ∂ ′

yφo, [uo1]) avec φo(y′) = Φo(y′, 0)

La condition (2.4.6) est la première condition de compatibilité pour que les données
initiales correspondent à celles d’un choc faible associé à la valeur propre λ. Les fonctions
de Fo doivent vérifier un certain nombre (dépendant de s) de conditions de compati-
bilités supplémentaires qui sont nécessaires pour que la solution du problème de Cauchy
ne présente qu’une seule onde dans un espace de régularité s (cf [Ma2] ou [Mé1]). Nous
renvoyons au paragraphe 6 pour l’explicitation de ces conditions supplémentaires et la
construction d’une classe très large de données compatibles.
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Par rapport à [Ma2], la difficulté supplémentaire que nous aurons à résoudre , est de
montrer que les conditions de compatibilité permettent de construire des solutions ap-
prochées sous forme de chocs faibles . En particulier il faut prolonger pour les solutions
approchées l’information (2.4.4) à des temps ultérieurs.

Étant donnée une famille de données compatibles F(2s, Ω), on note Fo
ε (2s, Ω) l’ensemble

des données initiales (uo, Φo) ∈ F o(2s, Ω) qui vérifient les conditions ci-dessus pour la valeur
donnée de ε.

Enfin, comme nous l’avons mentionné plus haut, les données compatibles locales (cas
où Ω est une boule ouverte) se prolongent en données compatibles globales (cas où Ω =
Rn). Lorsque Ω = Rn, l’ensemble Fo

ε (2s, Ω) sera simplement noté Fo
ε (2s). La proposition

suivante sera démontrée au paragraphe 6.

Proposition 2.4.1. Pour toute famille de données initiales compatibles Fo(2s+1, Ω) sur
la boule ouverte Ω, il existe une boule ouverte Ω1 ⊂ Ω centrée à l’origine et une famille de
données initiales compatibles sur Rn, Fo(2s, Rn), telles que pour toute donnée compatible
locale (uo, Φo) ∈ Fo

ε (2s+1, Ω), il existe une donnée compatible globale (ũo, Φ̃o) ∈ Fo
ε (2s, Rn)

telle que (ũo, Φ̃o) = (uo, Φo) sur Ω1.

2.5 Un exemple

L’exemple suivant (uε
o, Φε

o) de données initiales compatibles globales décrit l’interaction
d’une perturbation et du choc plan faible (uε, Φε) défini en (2.4.1).

Notons ici x = (x1, ..., xn) les variables d’espace. On se donne une fonction vo(x) C∞

et à support compact dans l’ensemble {xn ≤ −1} ⊂ Rn.
On désigne alors par v(t, x) la solution régulière du problème de Cauchy :

(2.5.1)





n−1∑

j=0

Aj(v)∂jv + M(v, ∂yΦε)∂nv = 0

v|t=0 = vo(x)

Il existe un temps T > 0 tel que v(t, x) soit bien définie sur [−T, T ] × Rn. De plus, par
vitesse finie de propagation et en diminuant T au besoin, on peut faire en sorte que :

(2.5.2) Supp v ⊂ [−T, T ] × {x ∈ Rn / xn ≤ 0 }

Le couple (u,Φ) défini sur [−T, T ] × Rn par :

(2.5.3)





u+(t, x) = u+
ε sur xn > 0

u−(t, x) = v(t, x) sur xn < 0
Φ(t, x) = xn + σt

est alors une solution exacte des équations (2.3.2) et des conditions de saut (2.3.5) (2.3.6),
puisque que sur {xn = 0} on a u±(t, x′, 0) = u±

ε .
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On considère le problème de Cauchy avec données initiales à l’instant T :

(2.5.4)





uε+
o (x) = u+

ε sur xn > 0
uε−

o (x) = v(T, x) sur xn < 0
Φε

o(x) = xn

On peut vérifier que les données initiales ainsi définies sont compatibles au sens de la
Définition 6.2.1. Le cas le plus intéressant, est bien sûr celui où le support de v touche la
frontière {xn = 0} à l’instant T .

Plus généralement, si les perturbations v±
o sont plates sur {xn = 0}, les données initiales

(2.5.5)
{

uε,±
o (x) = u±

ε + v±
o sur ± xn > 0

Φε
o(x) = xn

sont compatibles

2.6 Le résultat principal

Comme indiqué au §1.2.5, le caractère presque caractéristique des équations amène à
travailler dans des espaces anisotropes du type (1.2.19). Pour une utilisation de ces espaces
dans le cas de problèmes caractéristiques, on renvoie par exemple à [Ma-Os], [Ra], [Gu],
[Al], [Mé1]. Nous introduisons d’abord une définition précise des espaces utilisés. Pour
T ≥ 0, Ω±

T désigne la bande :

(2.6.1) Ω±
T = {x = (y, xn) ∈ Rn+1 / 0 < t < T et ± xn > 0}

et on note ΩT = Ω+
T ∪ Ω−

T . On introduit d’autre part les dérivations δ0, δ1, ...., δn

conormales au bord {xn = 0} définies par :

(2.6.2) δj = ∂j pour 0 ≤ j ≤ n − 1 , δn = ρ(xn)∂n

où ρ est une fonction C∞ strictement croissante telle que

ρ(xn) = xn si |xn| ≤
1
2

et ρ(xn) = ±1 si ± xn ≥ 1 .

Pour α ∈ Nn+1, on note δα = δα0
0 δα1

1 ...δαn
n .

Définition 2.6.1 Pour s entier, H0,s(ΩT ) désigne l’ espace des fonctions u ∈ L2(ΩT ) telles
que δαu ∈ L2(ΩT ) pour |α| ≤ s. On note ‖u‖t

s,T la norme de cet espace.
Pour s entier, W 2s(ΩT ) désigne l’ espace des fonctions u ∈ L2(ΩT ) telles que δα∂k

nu ∈
L2(ΩT ) pour |α| + 2k ≤ 2s. On note ‖u‖2s,T la norme de cet espace.

L’espace H0,s est un espace de distributions conormales par rapport au bord {xn = 0}
(cf par exemple [Ra], [Mé5] [Gu] pour l’utilisation de ces espaces dans le contexte des
problèmes aux limites non linéaires).
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En désignant par s un entier tel que 2s > n/2 + 40, nous énonçons un théorème
d’existence pour les solutions du problème de Cauchy (2.3.2) (2.3.3) avec des conditions
initiales globales (uo, Φo) appartenant à Fo

ε (2s + 3). Les étapes de la démonstration de ce
théorème seront données au paragraphe 3.

Théorème 2.6.2. Soit Fo(2s + 3) une famille de données initiales compatibles au sens
de la Définition 6.2.1. Alors, il existe ε1 > 0 (avec ε1 ≤ εo), T > 0 et un sous-ensemble
borné B de W 2s(ΩT ), tels que pour tout ε ∈]0, ε1] et tout couple de données initiales
(uo, Φo) ∈ Fo

ε (2s + 3), il existe un couple (u, Φ) solution du système (2.3.2)(2.3.3) sur ΩT

et vérifiant
i) (u − uε, Φ − Φε) ∈ B
ii) u|t=0 = uo et Φ|t=0 = Φo .

Remarque 2.6.3. Comme on l’a noté dans [Mé2], pour ε ∈]0, ε1], les hypothèses 1 à
4 (paragraphe 1) impliquent que les chocs plans d’amplitude ε définis par (2.4.1) sont
uniformément stables au sens de A.Majda ([Ma1]). Suivant [Ma2], pour chaque donnée
initiale (uo, Φo) on sait qu’il existe un T (ε) > 0 et une solution (u,Φ) avec u − uε ∈
p − H2s(ΩT (ε)) , et Φ − Φε ∈ H2s+1(ΩTε)). Le point important du Théorème 2.6.1 est que
la durée de vie T des solutions est minorée indépendamment de ε.

Remarque 2.6.4. On ne peut pas espérer des estimations uniformes pour u dans p − Hs

car cela impliquerait des estimations dans p−Hs pour les ondes soniques, et on sait que cela
esst faux en général. Les estimations uniformes dans W 2s(ΩT ) montrent qu’il y a seulement
perte de contrôle des dérivées normales.

Remarque 2.6.5. Le Théorème 2.6.2 est un théorème d’existence, mais il ne garan-
tit pas l’unicité de la solution (u, Φ). La démonstration du théorème inclut le choix d’un
opérateur de rel̀evement de trace pour déterminer les fonctions p± vérifiant (2.3.10). Dès
que cet opérateur aura été fixé, on assurera l’unicité des solutions du système (2.3.2) (2.3.3)
(2.3.8) (2.3.9).

Nous terminons ce paragraphe en énonçant une version locale du Théorème 2.6.2. Si Ω
est un ouvert de Rn+1, on définit de manière analogue les espaces H0,s(Ω) et W 2s(Ω). La
proposition 2.4.1 permet alors de déduire du théorème 2.6.2 le corollaire suivant.

Corollaire 2.6.6. Étant donné une famille de données initiales compatibles Fo(2s+4, Ω)
sur une boule ouverte Ω ⊂ Rn, il existe T > 0, ε1 > 0 avec ε1 ≤ εo et une boule ouverte Ω1 ⊂
Ω tels que pour tout ε ∈]0, ε1] et tout couple de données initiales (uo, Φo) ∈ Fo

ε (2s + 4, Ω),
il existe un couple (u,Φ) solution du système (2.3.2) (2.3.3) sur ]0, T [×Ω1 vérifiant

i) (u − uε, Φ − Φε) ∈ W 2s(]0, T [×Ω1)
ii) u|t=0 = uo et Φ|t=0 = Φo sur Ω1

En outre ces solutions restent bornées dans W 2s(ΩT )

Remarque 2.6.7. Avec la Proposition 2.3.3, le Corollaire 2.6.5 implique un théorème
d’existence locale de chocs faibles dans les coordonnées initiales.
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2.7 Prolongement d’une solution locale dans les variables ini-
tiales

Dans ce paragraphe nous énonçons un théorème de prolongement pour les chocs faibles
(cf définition 2.2.1). Nous l’énonçons dans les variables initiales. Étant donné un choc faible
(uo, φo) défini dans le passé, c’est à dire sur un intervalle de temps ]To, 0[ avec To < 0, nous
montrons qu’il existe un choc faible (u1, φ1) défini sur ]To, T [ avec T > 0 qui prolonge
(uo, φo). La preuve de ce théorème sera donnée au paragraphe 3.

Théorème 2.7.1. Étant donnés un entier k tel que 2k > n/2 + 44 et une famille de
chocs faibles au sens de la Définition 2.2.1, Fo, de classe C2k sur un ouvert Ωo de la forme
Ωo =]To, 0[×ωo × Jo, il existe T > 0, une boule ouverte ω1 ⊂ ωo, un intervalle J1 ⊂ Jo et
une famille de chocs faibles F1 de classe Ck′ sur ]To, T [×ω1 ×J1 avec k′ < k−3− (n+1)/2,
tels que pour tout choc faible (uo, φo) ∈ Fo il existe un choc faible (u1, φ1) ∈ F1 tel que :

(2.7.1)
u1 = uo sur ]To, 0[×ω1 × J1 ,

φ1 = φo sur ]To, 0[×ω1 .

2.8 Convergence des solutions vers l’onde sonique

Le Théorème 2.6.2 construit des solutions sur un domaine ΩT indépendant de ε. On
peut donc maintenant se demander quel est le comportement des solutions lorsque ε tend
vers zéro. Comme on l’a indiqué au paragraphe 2.3 , le système (2.3.2) (2.3.3) ne suffit
pas pour déterminer (u, Φ). Nous construisons les solutions en complétant le système par
les équations (2.3.8) (2.3.9). Le problème limite est alors naturellement celui des ondes
soniques étudiées dans [Mé1].

Théorème 2.8.1. Soit (uε
o, Φε

o) une famille de données initiales compatibles dans F o(2s+
3), indexée par ε ∈]0, ε1], telle que (uε

o, Φ
ε
o) converge dans L2(Rn) vers (uo

o, Φ
o
o) lorsque

ε tend vers 0. Alors il existe T > 0 et une famille de solutions (uε, Φε), telles que
(uε − uε, Φε − Φε) ∈ W 2s(ΩT ), et (uε, Φε) converge dans W 2σ sur tout compact pour tout
σ < s, vers l’onde sonique (uo, Φo) qui est la solution de (2.3.2)(2.3.8)(2.3.9) avec p± = 0
et [uo] = 0, avec conditions initiales :

uo
|t=0 = uo

o et Φo
|t=0 = Φo

o

Preuve. Le théorème 2.6.2 fournit une famille de solutions (uε, Φε), bornée dans W 2s([0, T ]×
Rn). On peut donc extraire une sous suite qui converge dans W 2σ sur tout compact et pour
tout σ < s. En outre, comme on le verra au §3, Φε est donné par les équations (2.3.15)
(2.3.16), avec p donné par (2.3.13) et Aε vérifiant

Aε
|xn=0 = aε = ln

(
− [uε

1]/ε
)
.

Dans la démonstration du Théorème 2.6.2, on construit les solutions de sorte que aε et
Aε sont bornées respectivement dans H2s+1([0, T ] × Rn−1) et dans W 2s([0, T ] × Rn). Par
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conséquent, (2.3.13) implique que p±,ε converge fortement vers 0. On peut donc passer à
la limite dans les équations pour trouver que la limite (u, Φ) ∈ W 2s([0, T ] × Rn) vérifie

(2.8.1)
n−1∑

j=0

Aj(u±)∂ju
± + M(u±, ∂yΦ±)

∂nu±

∂nΦ± = 0 sur ± xn > 0 .

(2.8.2) ∂tΦ± = λ(u±, ∂ ′
yΦ

±) sur ± xn > 0

(2.8.3) [Φ] = 0 , [u] = 0 sur xn = 0 ,

(2.8.4) u|t=0 = uo
o, Φ|t=0 = Φo

o .

C’est exactement le problème des ondes soniques étudié dans [Mé1]. En particulier, il y a
unicité de la solution, ce qui montre que la suite entière (uε

, Φε) converge vers (u,Φ).

Remarque 2.8.2. On peut montrer directement que la limite (uo
o, Φ

o
o) des données ini-

tiales (uε
o,Φε

o) compatibles pour le problème des chocs faibles, vérifie les conditions de
compatibilité pour le problème limite des ondes soniques , telles qu’elles sont écrites dans
[Mé1]. On sait alors qu’il existe une solution (uo, Φo). Notons cependant que dans [Mé1],
les solution sont construites dans un espace plus gros que W 2s, mais il n’est pas difficile
d’en montrer la régularité W 2s et le Théorème 2.8.1 redonne exactement les solutions de
[Mé1].

2.9 Application au système d’Euler de la dynamique des gaz

Nous rappelons tout d’abord l’écriture de ce système, noté (S.I), de taille 5, sous la
forme conservative et en dimension 3 d’espace

(2.9.1)





∂tρ + divx(ρv) = 0 ,
∂t(ρvi) + divx(ρviv) + ∂iP = 0 pour 1 ≤ i ≤ 3 ,
∂t(ρE) + divx(ρEv + Pv) = 0 .

Dans (2.9.1) x = (x1, x2, x3) ∈ R3, ρ désigne la densité, P la pression, v = (v1, v2, v3) la
vitesse et E = e + |v|2/2 est l’énergie totale par unité de volume et par unité de masse.

En désignant par S l’entropie, la fonction inconnue est u = (ρ, v, S) ∈ R5. La pression
P , l’́energie interne spécifique e ainsi que la température T sont des fonctions données du
couple (ρ, S), liées par la deuxième loi de la thermodynamique :

(2.9.2) de = TdS +
P

ρ2 dρ
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Cette relation définit la loi d’état du gaz qui permet d’exprimer P comme une fonction
P(ρ, S). Le système (2.9.1) est donc bien un système de cinq équations à cinq inconnues.
Nous considérons également le système d’Euler isentropique, noté (S.II), constitué des
quatre premières équations de (2.9.1) complétées de la loi d’état P = P(ρ, So), où So est
une valeur fixée de l’entropie. Il est alors bien connu que si (ρ, v) est une solution régulière
de (S.II), alors (ρ, v, So) est solution de (S.I). Ce n’est plus le cas pour les solutions faibles,
car les conditions de Rankine-Hugoniot pour (S.II) n’impliquent pas celles de (S.I). En
particulier, on sait que les conditions choc pour (S.I) impliquent que le saut de S est non
nul, mais cependant cubique par rapport à la force du choc. On peut donc penser que les
chocs faibles de (S.II) sont voisins de chocs faibles de (S.I).

En notant c la vitesse locale du son définie par c2 = ∂P/∂ρ, les premières valeurs
propres de chaque système sont vraiment non linéaires. En posant ξ = (−θ1, −θ2, 1) elles
s’écrivent :

(2.9.3) λ1(u, θ) = v · ξ − c(ρ, S)|ξ| pour (S.I) ,

(2.9.3) λ2(ũ, θ) = v · ξ − c(ρ, So)|ξ| pour (S.II) ,

avec u = (ρ, v, S) pour (S.I) et ũ = (ρ, v) pour (S.II). Nous considérons des chocs faibles
associés à λ1 et λ2, en redressant les surfaces de choc comme indiqué au paragraphe 2.3.

On note L(u,∇Φ)u l’opérateur défini au premier membre de (2.3.2) et g(Γu+, Γu−, ∂yφ)
la fonction définie au premier membre de (2.3.3). Après redressement, le système (S.I) s’écrit
sous la forme :

(2.9.5)
{

L(u, ∇Φ)u = 0 dans ΩT

g(Γu+, Γu−, ∂yφ) = 0 sur ωT

En notant u = (ũ, So) la fonction inconnue du système (S.II), on obtient pour u les mêmes
équations à l’intérieur, comme on l’a dit plus haut. Par contre, les conditions de saut
diffèrent. On montre au paragraphe 12, qu’après redressement, (S.II) s’écrit

(2.9.6)
{

L(u,∇Φ)u = 0 dans ΩT

g(Γu+, Γu−, ∂yφ) = G sur ωT

où G est une fonction de la forme G = [u1]3h(Γu+, Γu−, ∂yφ) avec u1 désignant la première
composante de u .

Considérons d’abord le cas des chocs plans. On prend les mêmes états gauches

u−
1 (ε) = u−

2 (ε) = uo

où uo = (ρo, vo, So) est fixé. Les états droits sont définis par les conditions de Rankine-
Hugoniot de chaque système. Ils dépendent du paramètre ε, qu’on peut prendre égal au
saut de densité [ρ]. On démontre alors (voir paragraphe 12) que

(2.9.7) |u+
1 (ε) − u+

2 (ε)| = O(ε3) |∂tΦ1(ε) − ∂tΦ2(ε)| = O(ε2)
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En désignant par s un entier fixé tel que 2s > n/2 + 40, on se donne maintenant deux
familles de valeurs initiales compatibles globales au sens de la définition 6.2.1, (uε

10, Φε
10) ∈

F10
ε (2s + 3) pour le système (S.I) et (uε

20, Φ
ε
20) ∈ F20

ε (2s + 3) pour le système (S.II). Le
Théorème 2.6.2 montre qu’il existe des solutions (uε

1, Φε
1) de (S.I) et (uε

2, Φε
2) de (S.II)

définies sur un intervalle de temps [0, T ] indépendant de ε.
Pour comparer ces solutions, nous devons nous placer dans un domaine fixe, c’est-à-dire

dans les variables redressées. Nous devons partir de données initiales proches, sachant que
les conditions de compatibilité ne sont pas les mêmes pour les deux systèmes. On verra
au paragraphe 6 que ceci est réalisable. On verra aussi que les conditions de compatibilité
font intervenir des choix largement arbitraire de fonctions Aε

1 et Aε
2 dans un borné fixé

de H2s+3(] − T ′
1, T

′
1[×R3). En désignant par (uε

io)′ = uε
io − ui(ε), avec i = 1, 2 , nous

supposons que ces valeurs initiales sont très régulières sur chaque demi-espace {±xn > 0}
et proches l’une de l’autre au sens suivant : il existe une constante K telle que :

(2.9.8) ‖(uε
10)

′ − (uε
20)

′‖(p,2s+3) + ‖Φε
10 − Φε

20‖(p,2s+4) + ε ‖Aε
1 − Aε

2‖(2s+3,T ′
1) ≤ K ε2

Dans (2.9.8) ‖u‖(p,s) désigne la norme de l’espace p − Hs(Rn) et ‖u‖(s,T ) celle de l’espace
Hs(] − T, T [×R3).

Nous donnerons au paragraphe 12 un exemple de données compatibles vérifiant (2.9.8).
En notant pour i = 1, 2 :

(uε
i )

′ = uε
i − ui(ε) , (Φε

i )
′ = Φε

i − Φi(ε) ,
vε = (uε

2)′ − (uε
1)′ , Ψε = (Φε

2)′ − (Φε
1)′ .

Le théorème de comparaison suivant est démontré au paragraphe 12.

Théorème 2.9.1. Sous l’hypothèse (2.9.8), il existe T > 0 et une constante C > 0 tels
que :

(2.9.10) ‖vε‖4,T + ‖Ψε‖4,T ≤ C ε3/2 .

Remarque 2.9.2. Il n’est pas clair que la puissance ε3/2 soit optimale. Pour les chocs
plans, on a vu que u1,ε − u2,ε = O(ε3) (cf (2.9.7). Cependant, en général on ne peut pas
espérer mieux qu’une erreur en ε2 puisque dans les variables redressées, la différence u2−u1

s’écrit
ũ2(y, x̃n) − ũ1(y, x̃n) = u2(y, Φ2(y, x̃n)) − u1(y, Φ1(y, x̃n))

et que la différence Φ2 − Φ1 est au mieux d’ordre ε2 comme indiqué dans (2.9.7) .
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3 Les étapes des preuves

Dans ce paragraphe, on détaille le plan de la démonstration du théorème principal.
Dans un premier temps, partant de familles de données initiales compatibles, on construit
des familles de solutions approchées. On reformule alors le problème de Cauchy en un
problème de prolongement de solutions données dans le passé {t < 0}. Ensuite, l’étape
essentielle est l’obtention d’estimations a priori uniforme pour les solutions du problème
non linéaire. Elles permettent de définir un “temps d’existence a priori” T ∗ : on contrôle
uniformément les solutions sur [0, T ∗] par leurs données dans le passé. Enfin, on énonce un
théorème de prolongement des solutions à ε fixé. Les estimations uniformes, permettent de
réutiliser ce théorème tant que t < T ∗ et ainsi de prolonger la solution jusqu’au temps T ∗.

3.1 Solutions approchées

Dans ce paragraphe nous introduisons des ensembles de solutions approchées qui servi-
ront de point de départ pour la construction des solutions exactes du systèmes (SR). Au
paragraphe 6 nous montrerons que pour chaque famille de données initiales compatibles
Fo il existe une famille de solutions approchées au sens des développements de Taylor en
t = 0, telle que pour chaque ε ∈]0, εo], Fa

ε |t=0 = Fo
ε .

On désigne par Ω un ensemble ouvert qui sera, soit une boule ouverte de Rn centrée
à l’origine, soit Rn. On note Ω± et ω les ensembles ouverts :

Ω± = Ω ∩ {±xn > 0} , ω = ΓΩ = { x′ ∈ Rn−1 / (x′, 0) ∈ Ω } .

Enfin, on désigne par Γ l’opérateur de trace sur le bord {xn = 0}.
On définit d’abord la notion de solution approchée, qui s’obtient en résolvant les

équations au sens des développements de Taylor en t autour de t = 0.

Définition 3.1.1. Soient To, T1 et δ1 des paramètres tels que To < 0 < T1 et δ1 > 0. Une
famille Fa(2s +1, ]To, T1[×Ω) de solutions approchées de régularité 2s +1 est un ensemble
de fonctions de p − H2s+1(]To, T1[×Ω) tel qu’il existe des compacts K1 ⊂ U et K2 ⊂ O,
un réel δ1 > 0 et des ensembles bornés B1 ⊂ p−H2s+1(]To, T1[×Ω), B2 ⊂ H2s+1]To, T1[×ω),
B3 ⊂ H2s+1(]To, T1[×Ω), B4 ⊂ p−H2s(]To, T1[×Ω) et B5 ⊂ H2s−1(]To, T1[×ω), tels que pour
tout couple (ua, Φa) de la famille les conditions suivantes sont vérifiées.

(3.1.1) ua et ∂′
yΦa prennent leurs valeurs dans K1 et K2 .

(3.1.2) Il existe ε ∈]0, εo] tel que (ua − uε, Φa − Φε) ∈ B1 ⊂ p−H2s+1(]To, T1[×Ω).

(3.1.3) [Φa] = 0 et ∂nΦa ≥ δ1.

(3.1.4) Il existe wa ∈ B2 ⊂ H2s+1]To, T1[×ω) tel que la première composante du saut de
[ua] vérifie [ua1] = −εewa .

(3.1.5) Il existe une fonction Wa ∈ B3 ⊂ H2s+1(]To, T1[×Ω) telle que ΓWa = wa .
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(3.1.6) Les fonctions Φ+
a et Φ−

a sont solutions des équations

∂tΦ+
a = λ(u+

a , u+
a − p+(u+

a , ∂′
yΦ

+
a , Wa), ∂′

yΦ
+
a ) sur ]To, T1[×Ω+ ,

∂tΦ−
a = λ(u−

a + p−(u−
a , ∂′

yΦ
−
a , Wa), u−

a , ∂′
yΦ

−
a ) sur ]To, T1[×Ω− ,

où p+ et p− désignent les fonctions définies en (2.3.13).
(3.1.7) Le saut [ua] est de la forme :

[ua] = [ua,1] U−(u−
a , ∂′

yΦa, [ua1]) .

(3.1.8) la fonction

fa = A0(ua)∂tua +
n−1∑

j=1

Aj(ua)∂jua + M(ua, ∂yΦa)(∂nua/∂nΦa)

est dans B4 ⊂ p−H2s(]To, T1[×Ω et vérifie ∂k
t fa|t=0 = 0 pour k ∈ {0, . . . , 2s − 1}.

(3.1.9) le saut de fa est tel que ε−1[fa] ∈ B5 ⊂ H2s−1(]To, T1[×ω).

Lorsque Ω = Rn nous notons simplement Fa(2s+1) une famille de solutions approchées
de régularité 2s + 1. On précisera l’intervalle de temps quand cela est nécessaire. On note
Fa

ε (2s + 1) l’ensemble des (ua, Φa) ∈ Fa qui vérifient les conditions ci-dessus pour le
réel ε. On commettra souvent l’abus de langage qui consiste à parler de (ua, Φa) comme
d’une solution approchée locale ou globale sans faire de référence explicite à l’ensemble
Fa(2s + 1, ]To, T1[×Ω) considéré.

A partir d’un couple de données initiales compatibles globales (uo, Φo) il est possible
de construire une solution approchée globale (ua, Φa) telle que (ua|t=0, Φa|t=0) = (uo, Φo).
Le théorème suivant sera démontré au paragraphe 6.

Théorème 3.1.2. Pour toute famille de données initiales compatibles globales Fo(2s+3),
il existe To < 0 < T1 et une famille de solutions approchées F a(2s + 1) sur ]To, T1[×Rn

tels que pour tout ε ∈]0, εo] et pour tout couple de données initiales compatibles globales
(uo, Φo) ∈ Fo

ε (2s + 3) il existe une solution approchée globale (ua, Φa) ∈ Fa
ε (2s + 1) telle

que (ua|t=0,Φa|t=0) = (uo, Φo).
Réciproquement, étant donnée une famille Fa(2s+2) de solutions approchées, l’ensem-

ble des valeurs initiales (ua|t=0, Φa|t=0) lorsque (ua, Φa) ∈ Fa(2s + 2) est une famille de
données initiales compatibles de régularité 2s.

Étant donné que les données compatibles locales se prolongent en données compatibles
globales, la Proposition 2.4.1 permet de déduire du Théorème 3.1.2 le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.3. Soit Fo(2s + 4, Ω) une famille de données initiales compatibles sur la
boule ouverte Ω ⊂ Rn. Il existe To < 0 < T1, une famille de solutions approchées globales
Fa(2s + 1) et une boule ouverte Ω1 ⊂ Ω tels que pour tout ε ∈]0, εo] et pour tout couple
de données initiales compatibles locales (uo, Φo) ∈ Fo

ε (2s + 4, Ω) il existe une solution
approchée globale (ua, Φa) ∈ Fa

ε (2s + 1) telle que (ua|t=0, Φa|t=0) = (uo, Φo) sur Ω1.
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Au paragraphe 6, nous montrerons également qu’il est possible de construire des solu-
tions approchées globales qui prolongent des solutions approchées locales données.

Proposition 3.1.4. Soit F a(2s + 4, ]To, T1[×Ω) une famille de solutions approchées sur
]To, T1[×Ω. Il existe T2 > 0, une boule ouverte Ω1 ⊂ Ω et une famille de solutions approchées
globales Fa(2s + 1, ] − T2, T2[×Rn) tels que pour tout ε ∈]0, εo] et pour toute solution
approchée locale (ua, Φa) ∈ Fa

ε (2s+4, ]To, T1[×Ω1) il existe une solution approchée globale
(ũa, Φ̃a) ∈ Fa

ε (2s + 1, ] − T2, T2[×Rn) vérifiant

ua = ũa et Φa = Φ̃a sur ] − T2, T2[×Ω1 .

Dans la démonstration du théorème du Théorème 2.7.1, nous utiliserons le fait que toute
solution locale de classe C2k (cf définition 2.3.1) définie dans le passé, c’est à dire sur un
ouvert de la forme ]To, 0[×Ω, se prolonge en une solution approchée locale. La proposition
suivante sera établie au paragraphe 6.

Proposition 3.1.5. Soit F− une famille de solutions de classe C2k sur ]To, 0[×Ω, pour le
problème (SR) au sens de la Définition 2.3.1. Il existe T1 > 0, une boule ouverts Ω1 ⊂ Ω
et une famille de solutions approchées globales F a(2k − 2, ] − To, T1[×Rn) tels que pour
tout ε ∈]0, εo] et tout (u1, Φ1) ∈ F−, il existe une solution approchée locale (ua, Φa) ∈
Fa

ε (2k − 2, ]To, T1[×Ω1) telle que

ua = u1 et Φa = Φ1 sur ]To, 0[×Ω1 .

3.2 Les équations pour le problème non-linéaire

Soient To et T1 tels que To < 0 < T1. Pour tout T ∈ [0, T1], nous notons désormais

(3.2.1) ΩT =]To, T [×Rn , ωT =]To, T [×Rn−1 .

Au paragraphe 5 nous construirons des opérateurs de relèvement de trace, dépendant du
paramètres T ≥ 0, notés RT et qui vérifient les propriétés suivantes.

Proposition 3.2.1. Pour T ≥ 0 il existe des opérateurs linéaires de rel̀evement de trace
RT qui opèrent de H2s−1(ωT ) dans W 2s(ΩT ) et tels que pour tout u ∈ H2s−1(ωT ), on a
ΓRT (u) = u. En outre, si 0 ≤ T ≤ T ′, on a pour tout u ∈ H2s−1(ωT ′),

(3.2.2)
RT (u) = RT ′(u) sur ΩT

RT ′(u) = 0 sur ΩT si u = 0 sur ωT

La propriété (3.2.2), montre que RT est essentiellement indépendant de T . Pour t ≤ T ,
RTu(t, . ) ne dépend que de la restriction de u à ωt. Il n’est cependant pas local, et dépend
de T par son domaine de définition Hs(ωT ).
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On se donne une famille de solutions approchées globales Fa(2s + 1,ΩT1) définies sur
ΩT1. Pour (ua, Φa) ∈ Fa

ε (2s +1, ΩT1), on note fa la fonction définie en (3.1.8) et on désigne
par f la fonction égale à fa pour t < 0 et nulle pour t > 0. D’après (3.1.8), f reste dans
un borné fixé de l’espace p−H2s(ΩT1) .

On considère alors le problème :

(3.2.3)
n−1∑

j=o

Aj(u)∂ju + M(u, ∂yΦ)
∂nu

∂nΦ
= f sur ΩT ,

(3.2.4)
n−1∑

j=0

∂jφ[fj(u)] − [fn(u)] = 0 sur xn = 0 ,

(3.2.5) [Φ] = 0 sur xn = 0 ,

(3.2.6) ∂tΦ+ = λ(u+, u+ − p+(u+, ∂ ′
yΦ

+, A), ∂ ′
yΦ

+) sur Ω+
T ,

(3.2.7) ∂tΦ− = λ(u− + p−(u−, ∂′
yΦ

−, A), u−, ∂′
yΦ

−) sur Ω−
T ,

où A désigne la fonction définie sur ΩT par

(3.2.8) A = Wa + RT (a − wa)

et a la fonction définie sur ωT par

(3.2.9) a = ln
(
− [u1]

ε

)
.

Rappelons que les fonctions p±(u, θ, A) = −εeAU±(u, θ, −εeA) sont définies en (2.3.13). On
remarque que la fonction A vérifie bien ΓA = a. On demande en outre à u et Φ de vérifier
les conditions dans le passé (t < 0 ) :

(3.2.10) u+ = u+
a sur Ω+

0 , u− = u−
a sur Ω−

0 , Φ = Φa sur Ω0 .

En notant φ la trace de Φ sur {xn = 0}, compte tenu de (3.1.10) (2.3.12) (2.3.13) on a

(3.2.11) Γp+ = p+
|xn=0 = [u1] U+(Γu+, ∂ ′

yφ, [u1]) = [u] ,

(3.2.12) Γp− = p−
|xn=0 = [u1] U−(Γu−, ∂ ′

yφ, [u1]) = [u] .

Il en résulte que les équations (3.2.6) et (3.2.7) se traduisent sur le bord {xn = 0} par la
condition aux limites :

(3.2.13) ∂tφ = λ(u+, u−, ∂ ′
yφ)

Compte tenu de (3.1.5) et (3.2.8) on a de plus a = wa et A = Wa pour t < 0.
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Remarque 3.2.2. Soit (uo, Φo) ∈ Fo
ε (2s + 3) des données initiales compatibles globales.

D’après le Théorème 3.1.2, il existe une solution approchée globale (ua, Φa) ∈ Fa
ε (2s + 1)

vérifiant :
ua|t=0 = uo , Φa|t=0 = Φo

Il est alors clair que si (u, Φ) est solution de (3.2.3) ... (3.2.10), alors (u, Φ) est solution de
(2.3.2) (2.3.3) avec les données de Cauchy (uo, Φo).

3.3 Les estimations a priori pour le problème non-linéaire

Un des objectifs majeurs de ce travail est d’obtenir des estimations a priori uniformes
en ε pour les solutions du problème (3.2.3) ... (3.2.10). Le théorème 2.6.1 en résultera
par l’utilisation d’un principe de prolongement. Plusieurs étapes seront nécessaires pour
obtenir ces estimations. La partie la plus délicate, que nous traiterons en premier, consiste
à obtenir des inégalités d’́energie pour la régularité conormale. Le point de départ pour
ces estimations, est l’inégalité L2 de [Mé2]. Malheureusement, comme on l’a indiqué au
paragraphe 1.2.7, les estimations des dérivées conormales ne s’obtiennent pas par un simple
argument de commutation, essentiellement parce que l’équation (3.2.3) est complètement
non linéaire en (u, Φ) et que les commutateurs font apparâıtre des termes non contrôlables
en norme W s. Comme dans [Mé1], nous contournerons cette difficulté en paralinéarisant
l’équation, manœuvre qui met à jour les régularités nécessaires et fait apparâıtre la “bonne
inconnue” comme dans [Al].

La seconde étape consiste à estimer les dérivées normales de u à partir des dérivées
conormales en utilisant seulement l’équation (3.2.3) et en oubliant les conditions aux lim-
ites. Pour un problème non-caractéristique cette opération est élémentaire. Si u a k dérivées
tangentes dans L2 alors u a aussi k dérivées normales dans L2. Par contre, pour un problème
caractéristique ceci n’est plus vrai en général, et les espaces p−Hs ne sont pas adaptés en
général aux problèmes caractéristiques, voir [Ma-Os] pour un contre-exemple. La règle en
vigueur est une règle de “2 pour 1” : il faut deux dérivées tangentes pour estimer une
dérivée normale. En particulier, (voir par exemple [Ma-Os], [Ra-Re], dans le cas linéaire et
[Gu], [Al], [Mé-Ra] [Me5] dans le cas non linéaire). Pour avoir des estimations uniformes en
ε, nous sommes donc amenés à nous placer dans un cadre qui englobe le problème limite
caractéristique pour ε = 0, et donc à travailler dans des espaces où la régularité normale
est moitié de la régularité tangente. Ceci motive l’introduction des espaces W 2s .

En troisième lieu nous devrons estimer le saut de u. Pour cela nous montrerons que
[u] est solution d’une équation de transport, analogue à l’équation habituelle pour les
singularités faibles. On notera l’importance primordiale de ce point qui justifie la pertinence
de la notion de choc faible : si [u] est d’ordre ε à un instant 0, il reste du même ordre de
grandeur sur un intervalle de temps fixe, indépendant de ε.

La quatrième étape consistera à estimer la fonction Φ à partir des équations (3.2.6)
(3.2.7).
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On munit les espaces H0,k(ΩT ) et W 2s(ΩT ) définis au paragraphe 2.6, des normes à
poids

(3.3.1) ‖u‖t
k,γ,T =

∑

µ+|α|=k

(1 + γ)µ‖e−γtδαu‖L2(ΩT ) si u ∈ H0,k(ΩT ) ,

(3.3.2) ‖u‖2s,γ,T =
∑

µ+|α|+2k=2s

(1 + γ)µ‖e−γtδα∂k
nu‖L2(ΩT ) si u ∈ W 2s(ΩT ) .

De même, on munit l’espace de Sobolev Hk(ωT ) des normes

(3.3.3) |u|k,γ,T =
∑

µ+|α|=k

(1 + γ)µ|e−γt∂α
y u|L2(ωT ) .

Lorsque γ = 0 , on omettra ce paramètre dans les notations ci-dessus.
Nous utiliserons constamment l’abus suivant : lorsque u et Φ sont de la forme u = u′+uε,

Φ = Φ′ + Φε où (uε, Φε) est le choc plan défini en (2.4.1), nous noterons ‖u‖t
k,γ,T , ‖u‖2s,γ,T ,

‖Φ‖t
k,γ,T , etc... les normes correspondantes de u′, Φ′. On écrira alors (u, Φ) ∈ W 2s(ΩT ) au

lieu de (u′, Φ′) ∈ W 2s(ΩT ). On procédera de même pour les traces de u et Φ sur ωT .
Nous utiliserons en outre les espaces de Sobolev W k,∞(ΩT ) et W k,∞(ωT ) qui seront

munis des normes usuelles :

(3.3.4) ‖u‖∗
k,T =

∑

|α|≤k

‖∂αu‖L∞(ΩT )

(3.3.5) |u|∗k,T =
∑

|α|≤k

‖∂αu‖L∞(ωT )

Définition 3.3.1. Étant donnés une famille de solutions approchées Fa(2s + 1) et des
compacts K1 ⊂ U et K2 ⊂ O, pour ε ∈]0, εo] et pour T > 0 on dit que le couple (u, Φ)
appartient à Fε(s, T ) lorsque les conditions suivantes sont satisfaites.

(3.3.6) Il existe une solution approchée globale (ua, Φa) ∈ Fa
ε (2s + 1) telle que u = ua

et Φ = Φa pour t < 0.

(3.3.7) u et ∂ ′
yΦ prennent leurs valeurs respectivement dans K1 et K2.

(3.3.8) (u,Φ) ∈ W 2s(ΩT ), Γu ∈ H2s(ωT ), ΓΦ ∈ H2s+1(ωT ) et (u, Φ) est solution du
problème non-linéaire (3.2.3) . . . (3.2.10).

On introduit d’autre part l’expression :

(3.3.9) M∞(u,Φ, T ) = ‖u − uε‖∗
4,T + ‖Φ − Φε‖∗

4,T + ‖ 1
∂nΦ

− 1‖∗
0,T + |a|∗4,T
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Cette quantité dépend de ε, mais on omet d’indiquer cette dépendance dans la notation.
On notera que la Définition 3.1.1 des familles de solutions approchées implique qu’il existe
Mo > 0 tel que pour tout ε ∈]0, εo] et pour tout (ua, Φa) ∈ Fa

ε on a

(3.3.10) M∞(ua, Φa, 0) ≤ Mo .

L’estimation de la régularité conormale de u s’exprime à l’aide de la quantité suivante
qui étend à s > 0 la quantité estimée pour s = 0 dans le théorème principal de [Mé2] :

(3.3.11)
N1(u, Φ, γ, T ) = γ‖u‖t

2s,γ,T + γ1/2ε1/2|Γu|2s,γ,T

+ γ1/2ε|ΓΦ|2s+1,γ,T + γ3/2ε1/2|ΓΦ|2s,γ,T

Théorème 3.3.2. Il existe des fonctions εo(·), γo(·), C(·) telles que pour tout T ≥ 0, tout
ε ∈]0, εo(M)[, tout couple (u, Φ) ∈ Fε(s, T ) vérifiant M∞(u, Φ, T ) ≤ M , alors on a pour
tout γ ≥ γo(M)

(3.3.12)
N1(u, Φ, γ, T ) ≤ C(M )

{
N1(u,Φ, γ, 0) + ‖f‖t

2s,γ,T + ‖u‖2s,γ,T

+ γ‖Φ‖2s,γ,T + γ1/2ε1/2|[u]/ε|2s−3,γ,T

}
.

Ce théorème sera démontré au paragraphe 8 en utilisant, comme mentionné plus haut,
une paralinéarisation de l’équation qui sera menée au paragraphe 7. Au paragraphe 9, nous
estimerons les dérivées normales de u, puis le saut de u et enfin la fonction Φ. Pour énoncer
le résultat, nous introduisons les expressions suivantes :

(3.3.13)
N2(u, Φ, γ, T ) = γ‖u‖2s,γ,T + γ‖Φ‖2s,γ,T + γ1/2ε1/2|Γu|2s,γ,T

+ γ1/2ε|ΓΦ|2s+1,γ,T + γ3/2ε1/2|ΓΦ|2s,γ,T

+ γ|[u]/ε|2s−3,γ,T + γε‖∂nΦ‖t
2s−1,γ,T ,

(3.3.14) N3(Wa, γ) = ‖Wa‖2s,γ,T1 + ‖∂nWa‖2s−1,γ,T1 + |wa|2s,γ,T1 .

Théorème 3.3.3. Il existe des fonctions εo(·), γo(·), C(·) telles que pour tout T ≥ 0, tout
ε ∈]0, εo(M)[, tout couple (u, Φ) ∈ Fε(s, T ) vérifiant M∞(u, Φ, T ) ≤ M , alors on a pour
tout γ ≥ γo(M)

(3.3.15)
N2(u, Φ, γ, T ) ≤ C(M)

{
N2(u,Φ, γ, 0) + ε N3(Wa, γ)

+ ‖f‖2s,γ,T + |[f ]/ε|2s−3,γ,T

}
.

3.4 Théorème de prolongement à ε fixé

Compte tenu des estimations a priori uniformes, pour construire des solutions, il suffit
de montrer un théorème d’existence à ε fixé, sur un intervalle de temps pouvant dépendre
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de ε. En effet, comme on le verra au §3.5, les estimations uniformes permettent d’itérer
l’application du théorème d’existence et de pousser la solution sur un intervalle indépendant
de ε.

On désigne par s un entier tel que 2s > n/2+40. Nous énonçons maintenant le théorème
de prolongement. Rappelons que Mo est défini en (3.3.10). Par ailleurs, on se donne un réel
H > 0.

Théorème 3.4.1. Soit (u1, Φ1) ∈ Fε(s, T2) une solution exacte du problème non-linéaire
(3.2.3)...(3.2.10) avec T2 ∈ [0, T1] telle que M∞(u1, φ1, T2) ≤ Mo + H/2. Alors il existe un
temps T3 ∈]T2, T1[ (qui dépend de ε) et une solution exacte (u, Φ) appartenant à Fε(s, T3)
et prolongeant (u1, Φ1), c’est à dire :

(3.4.1) u = u1 Φ = Φ1 sur ΩT1

De plus (u, Φ) vérifie la condition M∞(u, φ, T3) ≤ Mo + H

Comme indiqué au §1.2.11, les solutions des équations linéarisées en (u, Φ) sont moins
régulières que (u,Φ). On ne peut donc pas construire la solution par un schéma itératif
de Picard. Comme S.Alinhac dans l’étude des ondes de raréfaction, nous construisons les
solutions à l’aide d’un schéma itératif de type Nash-Moser. Nous suivrons la présentation
de cette technique qui est faite dans [Al], [Al-Gé], [Hö1].

La preuve de ce théorème comporte deux étapes. Au paragraphe 10 , on montre que si
(u1, Φ1) ∈ Fε(s, T2),il existe une solution exacte (u, Φ) ∈ Fε(s− k, T3), définie sur ΩT3 avec
T3 > T2 et qui prolonge (u1, Φ1). Ensuite, au paragraphe 11, on établit un théorème de
propagation de la régularité et on montre qu’en fait la solution (u, Φ) est dans Fε(s, T3).

3.5 Temps d’existence a priori et preuve du théorème 2.6.2

L’estimation a priori principale (3.3.15) permet de définir un temps d’existence a priori
pour la solution du problème non-linéaire, indépendant de ε. On note N (u,Φ, T ) l’expres-
sion

(3.5.1)
N (u, Φ, T ) = ‖u‖2s,T + ‖Φ‖2s,T + ε1/2|Γu|2s,T + ε|ΓΦ|2s+1,T

+ ε1/2|ΓΦ|2s,T + |[u]/ε|2s−3,T + ε‖∂nΦ‖t
2s−1,T

Théorème 3.5.1. Il existe une constante C1 et un temps T ∗
1 ∈]0, T1] tels que pour tout

T ∈ [0, T ∗
1 ], tout ε ∈]0, εo] et tout couple (u, Φ) ∈ Fε(s, T ) vérifiant M∞(u, Φ, T ) ≤

Mo + H , on a les estimations suivantes :

(3.5.2) N (u,Φ, T ) ≤ C1 ,

(3.5.3) M∞(u, Φ, T ) ≤ Mo + H/2 .
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Preuve. On applique le Théorème 3.3.3 avec M = Mo + H et γ1 = γo(Mo + H). Par
construction, f = 0 si t > 0 et f = fa si t ≤ 0. L’inégalité (3.3.15) implique que

(3.5.4)
N2(u, Φ, γ1, T ) ≤ C2

{
N2(ua, Φa, γ1, 0) + ε N3(Wa, γ1)

+ ‖fa‖2s,γ1,0 + |[fa]/ε|2s−3,γ1,0

}
.

Compte tenu des propriétés des solutions approchées décrites au paragraphe 3.1, existe une
constante M1 telle que :

(3.5.5) N2(u, Φ, γ1, T ) ≤ M1 .

L’estimation (3.5.2) en résulte. Pour la suite, on note aussi qu’il existe une constante C3

telle que

(3.5.6) |a|2s−3,T ≤ C3|[u1]/ε|2s−3,T .

Pour démontrer (3.5.3) on utilise le lemme suivant, démontré au paragraphe 4.

Lemme 3.5.2. Soit k un entier positif.
i) Pour tout entier σ > n/2 + k + 1, il existe une constante C telle que pour tout

T ≥ 0 et pour tout u ∈ Hσ(ωT ) on a

(3.5.7) |u|∗k,T ≤ |u|∗k,0 + C T |u|σ,T .

ii) Pour tout entier s tel que 2s > n/2 + 2k + 2 il existe une constante C telle que
pour tout T ≥ 0 et pour tout u ∈ W 2s(ΩT ) on a :

(3.5.8) ‖u‖∗
k,T ≤ ‖u‖∗

k,0 + C T ‖u‖2s,T .

D’après ce lemme, il existe une constante C4 telle que

(3.5.9) ‖∂nΦ − ∂nΦa‖∗
0,T ≤ C4T .

D’après (3.1.3) on a ∂nΦa > δ1 et en posant T ′
1 = Inf{T1, δ1/2C4} on déduit de (3.5.7)

l’estimation

(3.5.10) ‖ 1
∂nΦ

− 1
∂nΦa

‖∗
0,T ≤ 2C4T

δ2
1

si 0 ≤ T ≤ T ′
1 .

Il en résulte qu’il existe une constante C5 telle que

(3.5.11) ‖ 1
∂nΦ

− 1‖∗
0,T ≤ ‖ 1

∂nΦa
− 1‖∗

0,0 + C5T si 0 ≤ T ≤ T ′
1 .

En utilisant (3.5.2) (3.5.6) (3.5.11) et le Lemme 3.5.2, on montre qu’il existe une constante
C6 telle que

(3.5.12) M∞(u, Φ, T ) ≤ Mo + C6 T si 0 ≤ T ≤ T ′
1 .

On définit alors le temps d’existence a priori T ∗
1 par :

(3.5.13) T ∗
1 = Inf{T ′

1, H/(2C6)}
et on a bien M∞(u,Φ, T ) ≤ Mo + H/2 ce qui prouve (3.5.3) et le théorème 3.5.1.

¤

45



On déduit des Théorèmes 3.4.1 et 3.5.1 l’existence des solutions sur un intervalle de
temps uniforme.

Théorème 3.5.3. Soit T ∗
1 le temps d’existence a priori défini par (3.5.13). Pour tout

ε ∈]0, εo] et toute solution approchée (ua, Φa) ∈ Fa
ε (2s + 1), il existe une solution exacte

(u, Φ) ∈ Fε(s, T ∗
1 ) telle que u = ua et Φ = Φa pour t < 0.

Preuve. On se donne une solution approchée (ua, Φa) ∈ F a
ε (2s + 1) et on désigne par I

l’ensemble des T ∈ [0, T ∗
1 ] tels qu’il existe une solution (u,Φ) appartenant à Fε(s, T ) et

vérifiant :

(3.5.14)
u = ua , Φ = Φa , pour t ≤ 0 ,

M∞(u,Φ, T ) ≤ Mo + H .

On remarque que I est non vide puisque (ua, Φa) ∈ Fε(s, 0). On note T ∗ = Sup I . Le
Théorème 3.5.1 entrâıne que T ∗ ∈ I . Supposons que l’on ait T ∗ < T ∗

1 . Dans ce cas le
Théorème de prolongement 3.4.1 s’applique. Il existe T2 > T ∗ , et une solution (u2, Φ2) ∈
Fε(s, T2) qui prolonge (u, Φ) et vérifie (3.5.14), ce qui contredit la définition de T ∗. On a
donc T ∗ = T ∗

1 et le Théorème 3.5.3 en résulte.

¤

Preuve du Théorème 2.6.2.
Considérons un couple de données initiales (uo, Φo) ∈ Fo

ε (2s + 3). D’après le Théorème
3.2.1 il existe une solution approchée (ua, Φa) ∈ Fa

ε (2s + 1) telle que (ua|t=0, Φa|t=0) =
(uo, Φo). Il résulte du Théorème 3.5.3 et de la Remarque 3.2.2 que la solution (u, Φ) ∈
Fε(s, T ∗

1 ) est aussi solution du problème de Cauchy (2.3.2) (2.3.3) ce qui prouve le Théorème 2.6.2.

¤

3.6 Prolongement d’un choc faible. Preuve du théorème 2.7.1

Soit Ωo un ouvert de la forme Ωo =]To, 0[×ωo × Jo (cf Définition 2.2.1). Soit (uo, Φo)
un élément d’une classe de chocs faibles de classe C2k définis sur Ωo. Par changement
de variables, la Proposition 2.3.3 fournit une solution locale (u1, Φ1) dans une famille de
solutions de classe C2k pour le système (SR), au sens de la Définition 2.3.1. Ces solutions
locales sont définies sur un ouvert ]T ′

o, 0[×Ω1 avec To ≤ T ′
o < 0 et ΓΩ1 = ω1 ⊂ ωo.

Puisque Ω1 est un ensemble borné, on a C2k
b (]T ′

o, 0[×Ω±
1 ) ⊂ H2k(]T ′

o, 0[×Ω±
1 ) et d’après

la Proposition 3.1.5, il existe T2 > 0, Ω2 ⊂ Ω1, une famille de solutions approchées Fa(2k−
2, ]T ′

o, T2[×Ω2) et un élément (ua2, Φa2) dans cette famille tel que (ua2, Φa2) = (u1, Φ1) sur
]T ′

o, 0[×Ω2.
En posant s = k − 3, la Proposition 3.1.4 fournit une famille de solutions approchées

globales Fa(2s + 1, ] − T3, T3[×Rn) et un élément (ua3, Φa3) de cette famille qui cöıncide
avec (ua2, Φa2) sur un ouvert ] − T3, T3[×Ω3 avec Ω3 ⊂ Ω2.
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Le Théorème 3.5.3 implique qu’il existe T > 0, un ensemble F(s, T ) de solutions et
(u, Φ) ∈ Fε(s, T ) tel que (u, Φ) = (ua3, Φa3) = (u1, Φ1) sur ]−T3, 0[×Ω3. Alors, la restriction
(ũ, Φ̃) de (u, Φ) à ]−T3, T [×Ω3 est une solution locale exacte du système (SR) qui prolonge
(u1, Φ1).

Étant donné que (u, Φ) ∈ W 2s(] − T3, T [×Rn) ⊂ Hs(] − T3, T [×Rn) et que Hs ⊂ Ck′

b

pour k′ < s − (n + 1)/2, on voit que (ũ, Φ̃) est une solution locale de classe Ck′ avec
k′ < k − 3 − (n + 1)/2. En revenant par changement de variable (cf Remarque 2.3.2) on a
donc construit une famille de chocs faibles qui prolongent ceux de la famille donnée dans
le passé, démontrant ainsi le Théorème 2.7.1.

Remarque 3.6.1. Il est possible de déterminer une solution exacte pour le système
(SR) et prolongeant (u1, Φ1) en procédant de manière un peu différente. Puisque (u1, Φ1)
est solution locale ( cf définition 2.3.1), il existe une fonction ρ1 = −ε eA1 définie sur
]To, 0[×Ω1, telle que ΓA1 = a1 = ln(−[u11]/ε), où [u11] désigne la première composante du
saut de u1.

En prolongeant A1 et en prenant les traces (u10, Φ10) = (u1|t=0, Φ1|t=0), on obtient
des données initiales compatibles locales associées à cette fonction ρ1. En appliquant
le Théorème 3.1.2, on construit alors une solution approchée globale que nous notons
(ua4, Φa4) et qui peut être différente de celle déjà construite en appliquant les Propositions
3.1.5-3.1.4 que nous avons notée (ua3, Φa3) .

Cependant, si on prend la même fonction ρ1 pour construire les deux solutions ap-
prochées, le Théorème 3.5.3 donne deux solutions (u4, Φ4) et (u3, Φ3) qui sont identiques
localement, grâce à la vitesse finie de propagation, c’est à dire sur un ouvert de la forme
]0, T [×Ω3 où Ω3 est une boule ouverte centrée à l’origine.
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4 Estimations préliminaires

On regroupe dans ce paragraphe quelques inégalités utiles. Ce sont des variantes des
inégalités de Gagliardo-Nirenberg et de Sobolev associées aux espaces W 2s et H0,s (voir
par exemple [Ma3] ou [Mé1]).

4.1 Inégalités non linéaires

Rappelons que To < 0 est fixé et que ΩT est défini en (3.2.1). En désignant par Lp
γ

l’espace Lp associé à la mesure e−2γt dx, nous commençons par rappeler les estimations de
type Gagliardo-Nirenberg valables dans les espaces H0,s(ΩT ) et W 2s(ΩT ).

Lemme 4.1.1. Soit s un entier positif.
i) Il existe une constante C telle que pour tout T ≥ 0, tout γ ≥ 0, tout u ∈ L∞(ΩT )∩

H0,s(ΩT ) et tout multi-indice (µ, α) vérifiant (µ + |α|)/s ≤ 2/p ≤ 1, on a

(4.1.1) γµ ‖ δαu ‖Lp
γ(ΩT )≤ C ‖ u ‖1−2/p

L∞(ΩT )

[
‖ u ‖t

s,γ,T

]2/p

.

ii) Il existe une constante C telle que pour tout T ≥ 0, tout γ ≥ 0, tout tout
u ∈ L∞(ΩT )∩W 2s(ΩT ) et tout multi-indice (µ, α, k) vérifiant (µ+ |α|+2k)/2s ≤ 2/p ≤ 1,
on a

(4.1.2) γµ ‖ δα∂k
nu ‖Lp

γ(ΩT )≤ C ‖ u ‖1−2/p
L∞(ΩT )‖ u ‖2/p

2s,γ,T .

Preuve. Par prolongement ( cf [Mé1]) on se ramène à démontrer ces inégalités pour des
fonctions définies sur Rn+1. En intégrant δj{e−2γtu.δju.|δju|p−2} on obtient l’estimation :

(4.1.3) ‖ δju ‖2
Lp

γ
≤ C ‖ u ‖Lq

γ

{∑

|α|≤2

γ2−α ‖ δαu ‖Lr
γ

}
avec 1/q + 1/r = 2/p .

On montre de même en introduisant les normes :

(4.1.4) ‖ u ‖(k,γ,r)=
∑

|α|≤k

γk−|α| ‖ δαu ‖Lr
γ

l’inégalité :

(4.1.5) γµ ‖ δαu ‖Lp
γ
≤ C ‖ u ‖1−2/p

L∞

[
‖ u ‖t

k,γ

]2/p

pour (µ + |α|)/k = 2/p ≤ 1 .

Par ailleurs l’estimation (4.1.1) est évidente pour p = 2. On l’obtient alors grâce à l’inégalité
de Hölder dans le cas général (µ + |α|)/s ≤ 2/p ≤ 1 .

Pour établir (4.1.2), on démontre d’abord que

(4.1.6) ‖ ∂nv ‖Lp
γ
≤ C ‖ v ‖Lq

γ
‖ ∂2

nu ‖Lr
γ

pour 1/q + 1/r = 2/p .
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La démonstration est identique à celle de (4.1.3). On en déduit, en procédant comme pour
établir (4.1.5) :

(4.1.7) ‖ ∂k
nv ‖Lp

γ
≤ C ‖ v ‖1−2/p

L∞ ‖ ∂s
nv ‖2/p

L2
γ

pour 2/p = k/s .

D’autre part, à partir de (4.1.3), on obtient l’estimation :

(4.1.8) γµ ‖ δαu ‖Lp
γ
≤ C ‖ u ‖1−κ

Lq
γ

[
‖ u ‖t

σ,γ

]κ

,

où σ > 0 est un entier donné, κ = (µ + |α|)/σ, 0 ≤ µ + |α| ≤ σ, q = 2(σ + ko)/ko avec
ko entier > 0 et p est défini par 2/p = 2(1 − κ)/q + κ. On applique ensuite (4.1.7) à ∂k

nu
avec q défini par 2/q = k/s. En posant v = ∂k

nu, et en appliquant (4.1.8), on obtient :

(4.1.9) γµ ‖ δα∂k
nu ‖Lp

γ
≤ C ‖ ∂k

nu ‖1−κ
Lq

γ

[
‖ ∂k

nu ‖t
σ,γ

]κ

.

On estime ensuite ‖ ∂k
nu ‖Lq

γ
par (4.1.7) et on obtient l’inégalité (4.1.2) dans le cas limite

2/p = (µ + |α| + 2k)/2s.
Le cas p = 2 est trivial et le cas général (µ + |α| + 2k)/2s ≤ 2/p ≤ 1, s’obtient grâce à

l’inégalité de Hölder.

¤
On déduit du lemme 4.1.1 les trois lemmes suivants.

Lemme 4.1.2. Soit F une fonction C∞ de ses arguments telle que F (0) = 0. Pour tout
entier s > 0, il existe une fonction C(·) telle que pour tout T ≥ 0 et pour tout γ ≥ 0 on a :

i ) pour tout u ∈ L∞(ΩT ) ∩ H0,s(ΩT ) vérifiant ‖ u ‖L∞(ΩT )≤ M ,

(4.1.10) ‖ F (u) ‖t
s,γ,T ≤ C(M ) ‖ u ‖t

s,γ,T .

ii) pour tout u ∈ L∞(ΩT ) ∩ W 2s(ΩT ) vérifiant ‖ u ‖L∞(ΩT )≤ M ,

(4.1.11) ‖ F (u) ‖2s,γ,T ≤ C(M ) ‖ u ‖2s,γ,T .

Lemme 4.1.3. Pour tout s, il existe une fonction C(.) et une constante C1 telles que :
i) pour tout u1, u2, ...., up ∈ L∞(ΩT ) ∩ H0,s(ΩT ), le produit u1.u2......up est dans

L∞(ΩT ) ∩ H0,s(ΩT ). De plus, pour tout (µ, α1, α2, ..., αp) tel que µ +
∑p

i=1 |αi| = s, on
a

(4.1.12) γµ ‖ δα1u × δα2u × ... × δαpu ‖o,γ,T ≤ C(M )
{ p∑

i=1

‖ ui ‖t
s,γ,T

}
,

et, en posant |α| =
∑p

i=1 |αi|,

(4.1.13) ‖ δα1u × δα2u × ... × δαpu ‖t
s−|α|,γ,T ≤ C(M )

{ p∑

i=1

‖ ui ‖t
s,γ,T

}
.
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où M est tel que
∑p

i=1 ‖ ui ‖t
s,γ,T ≤ M

ii) Pour tout a et tout u dans L∞(ΩT ) ∩ W 2s(ΩT ) le produit a.u est dans L∞(ΩT ) ∩
W 2s(ΩT ). De plus, pour µ + |α| + |β| + 2(k + l) = 2s, on a :

(4.1.14) γµ ‖ δα∂k
na × δβ∂l

nu ‖o,γ,T ≤ C1

{
‖ a ‖∗

o,T‖ u ‖2s,γ,T + ‖ u ‖∗
o,T‖ a ‖2s,γ,T

}

Lemme 4.1.4. Il existe une constante C telle que pour a ∈ L∞(ΩT ) ∩ Ho,2s(ΩT ), u ∈
L∞(ΩT ) ∩ W 2s(ΩT ) et µ + |α| + |β| + 2k = 2s on a

(4.1.14) γµ ‖ δαa × δβ∂k
nu ‖o,γ,T≤ C

{
‖ a ‖∗

o,T‖ u ‖2s,γ,T + ‖ u ‖∗
o,T‖ a ‖t

2s,γ,T

}
.

4.2 Estimations L∞

On utilisera différentes variantes des injections de Sobolev.

Lemme 4.2.1. Soit k ≥ 0 un entier. Il existe une constante C telle que pour tout T ≥ 0
et tout γ ≥ 0 on a les injections et les inégalités suivantes.

i) Pour tout entier σ > n/2 + k et pour tout u ∈ Hσ(ωT ) on a u ∈ W k,∞(ωT ) et

(4.2.1) |u|∗k,T ≤ C eγT |u|σ,γ,T .

ii) Pour tout s tel que 2s > n/2+2k+1 et pour tout u ∈ W 2s(ΩT ) on a u ∈ W k,∞(ΩT )

(4.2.2) ‖ u ‖∗
k,T ≤ C eγT ‖ u ‖2s,γ,T .

Preuve. Il existe un opérateur de prolongement par réflexions, ET , de Hσ(ωT ) dans Hσ(Rn)
tel que

(4.2.3) |ET (u)|σ ≤ C|u|σ,T ,

(4.2.4) |u|σ,T ≤ eγT |u|σ,γ,T ,

où C est une constante indépendante de T . D’autre part, si σ > n
2 + k,

(4.2.5) ‖ ET (u) ‖∗
k≤ C|ET (u)|σ .

L’inégalité (4.2.1) en résulte.
Pour établir (4.2.2), on considère (cf [Mé1] ) l’espace Es,1(Rn+1) muni de la norme :

(4.2.6) ‖ v ‖s,1=
∑

|α|+2k≤s
k≤1

‖ ∂α
y ∂k

nv ‖L2
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Par transformation de Fourier, on obtient une norme équivalente à (4.2.6)

(4.2.7) ‖ v ‖2
s,2=

∫
[(1 + |ξ′|2) + |ξn|2](1 + |ξ′|2)s−2|û(ξ)|2 dξ .

Pour 2s > n
2 + 2k + 1, on en déduit l’inégalité :

(4.2.8) ‖ v ‖∗
k≤ C ‖ v ‖2s .

Comme précédemment, on conclut en utilisant un opérateur de prolongement, ET de
W 2s(ΩT ) dans W 2s(Rn+1) ainsi que l’inégalité :

(4.2.9) ‖ u ‖2s,T ≤ eγT ‖ u ‖2s,γ,T .

¤
On en déduit immédiatement le lemme suivant.

Lemme 4.2.2. Soit k un entier tel que k ≥ 0.
i) Pour tout entier σ > n/2 + k + 1, il existe une constante C telle que pour tout

T ≥ 0, tout T1 ∈ [0, T ], tout γ ≥ 0 et tout u ∈ Hσ(ωT ), on a

(4.2.10) |u|∗k,T ≤ |u|∗k,T1
+ C(T − T1) eγT |u|σ,γ,T .

ii) Pour tout entier s tel que 2s > n/2 + 2k + 2, il existe une constante C telle que
pour tout T ≥ 0, tout T1 ∈ [0, T ], tout γ ≥ 0 et tout u ∈ W 2s(ΩT ), on a

(4.2.11) ‖ u ‖∗
k,T≤‖ u ‖∗

k,T1
+C(T − T1) eγT ‖ u ‖2s,γ,T .
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5 Opérateurs de traces et de relèvement de traces

Dans ce paragraphe on introduit et étudie les opérateurs de relèvement de traces qui
sont utilisés pour définir les fonctions p± qui interviennent dans les équations de Φ. On
montre qu’ils vérifient la propriété (3.2.2) de la Proposition 3.2.1.

5.1 Un lemme de trace

On se donne To < 0 et pour T ≥ 0, ΩT est défini par (3.2.1). Pour u définie sur ΩT on
note u± la restriction de u à Ω±

T et Γu± la trace de u± sur ωT (lorsqu’elle est définie). On
convient de noter Γu le couple de traces (Γu+, Γu−).

Lemme 5.1.1. Pour u ∈ W 2s(ΩT ) avec s ≥ 1, les traces Γu± sont bien définies dans
H2s−1(ωT ) et on a

(5.1.1) |Γu|2s−1,γ,T ≤ C‖u‖2s,γ,T

où C est une constante indépendante de γ et de T .

Preuve. Il suffit de faire la démonstration sur Rn+1 et d’́etudier la trace de v = e−γt u
(voir la Proposition 7.2.1 de [Mé1]). On considère d’abord l’espace E2s,1

γ (Rn+1) muni de la
norme :

(5.1.2) ‖u‖2s,γ,1 =
∑

|α|+2k≤s
k≤1

(1 + γ)µ‖∂α
y ∂k

nv‖L2

En notant ‖u‖2s,γ la norme de W 2s
γ (Rn+1), on a clairement :

(5.1.3) ‖u‖2s,γ,1 ≤ C‖u‖2s,γ

où C est une constante indépendante de γ.
D’autre part, la norme ‖u‖2s,γ,1 est équivalente, avec des constantes indépendantes de

γ, à la norme

(5.1.4) ‖u‖2
2s,γ,2 =

∫

Rn+1

[
(1 + γ)2 + |ξ′|2

]2s−2 [
(1 + γ)4 + |ξ′|4 + (1 + γ)2ξ2

n

]
|v̂(ξ)|2 dξ .

De même, dans H2s−1
γ (Rn) la norme de Γu s’écrit

(5.1.5) |Γu|2s−1,γ =
∑

µ+|α|=2s−1

(1 + γ)µ|e−γt∂α
y u|L2 .

Cette norme est équivalente, avec des constantes indépendantes de γ, à la norme |Γu|2s−1,γ,1

définie par

(5.1.6) |Γu|2s−1,γ,1 =
∫

Rn

[
(1 + γ)2 + |ξ′|2

]2s−1
|Γ̂v(ξ′)|2 dξ′ .
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On remarque ensuite que :

(5.1.7) Γ̂v(ξ′) =
1
2π

∫

R
v̂(ξ′, ξn) dξn .

En posant g(ξ′, ξn, γ) = (1 + γ)2 + |ξ′|2 + (1 + γ)2ξ2
n, on obtient la majoration :

(5.1.8) |Γ̂v(ξ′)|2 ≤ C

∫

R
[g(ξ′, ξn, γ)]−1dξn ×

∫

R
g(ξ′, ξn, γ)|v̂(ξ′)|2 dξn .

En reportant cette estimation dans (5.1.6), on voit que le second membre est majoré par
(5.1.4), ce qui prouve le lemme.

¤

5.2 Construction d’un opérateur de relèvement de trace

On se donne un entier m > 2s. On choisit une fonction χ(y) ∈ S(Rn) vérifiant

(5.2.1) Supp χ ⊂ {t = yo > 0} ,

(5.2.2) la fonction θ(y) = χ(y) − 2−nχ(y/2) peut s’écrire sous la forme :

θ(y) =
∑

|α|=m

∂αfα(y) avec fα ∈ S(Rn) ,

(5.2.3) il existe une constante C > 0 telle que la transformée de Fourier-Laplace θ̂(η−iγ) =
θ̂(η0 − iγ, η′) de θ vérifie

|θ̂(η − iγ)| ≤ C |η − iγ|m si |η − iγ| ≤ 1 .

Un exemple de fonction χ ayant ces propriétés, s’obtient de la manière suivante. On
considère d’abord une fonction g1 ∈ C∞(Rn−1) telle que g1(η′) = 1 sur un voisinage de 0.
On définit ensuite dans le demi-plan D := {Imτ < 1} la fonction de la variable complexe τ

(5.2.4) g2(τ) = exp
(
−1

2
ln(1 + iτ)

)
.

Les fonctions g2 et 1/g2 sont holomorphes dans D et il existe un polynôme Pm de degré
m, ainsi qu’une fonction g3 holomorphe dans {|τ | < 1}, tels que :

(5.2.5) g2(τ) = Pm(τ ) + τm+1g3(τ ) .

Pour τ ∈ D, on définit la fonction

(5.2.6) h(τ ) = g2(τ ) Pm(τ ) .

On définit χ au moyen de sa transformée de Fourier

(5.2.7) χ̂(τ, η′) = h(τ ) g1(η′)

et on vérifie en utilisant (5.2.5) et (5.2.6) que χ vérifie les propriétés (5.2.1) (5.2.2) et
(5.2.3).

¤
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On se donne d’autre part une fonction ϕ(xn) ∈ C∞(R) à support dans {|xn| ≤ 2} et
qui vaut 1 pour |xn| ≤ 1. On note χk(y) la fonction χk(y) = 2nk χ(2ky) et pour k ≥ 1,
on note θk(y) = χk(y) − χk−1(y). On désigne alors par Rj(y, xn) la fonction

(5.2.8) Rj(y, xn) = ϕ(xn) χ(y) +
j∑

k=1

ϕ(22kxn) θk(y) pour (y, xn) ∈ Rn+1 .

et on note Rj l’opérateur de convolution :

(5.2.9) Rju(y, xn) =
∫

Rn

Rj(y − y′, xn) u(y′) dy′ .

Lorsque u ∈ S(Rn), on définit Ru par la formule :

(5.2.10) Ru = lim
j→+∞

Rju .

On a alors Ru(y, 0) = limj→+∞ Rju(y, 0) = u(y)
Dans les paragraphes suivants, nous montrons qu’il est possible d’́etendre la définition

de R aux espaces W k,∞(ωT ) et Hs(ωT ). Pour cela nous utiliserons des opérateurs de pro-
longement dont les propriétés font l’objet du lemme suivant.

Lemme 5.2.1. Étant donnés s et µ, il existe des une constante C et des opérateurs de
prolongement ET de Wµ,∞(ωT ) dans W µ,∞(R × Rn−1) et de Hs(ωT ) dans Hs

γ(R × Rn−1)
tels que pour tout T ≥ 0 et tout γ ≥ 0,

(5.2.11) |ET (u)|∗µ ≤ C|u|∗µ,T ,

(5.2.12) |ET (u)|s,γ ≤ C
{

e−2γTo |u|s,γ,0 + |u|s,γ,T

}
.

De plus, si 0 ≤ T ≤ T ′, alors,

(5.2.13) ET (u) = ET ′(u) sur ] − ∞, T ] × Rn−1 .

Preuve. On désigne par χ(t) une fonction C∞, nulle pour t ≤ To et valant 1 pour t ≥ 0.
On prolonge u1 = χ u par 0 pour t ≤ To, puis par réflexion pour t > T :

(5.2.14) ũ1 =
K∑

k=1

ck u1(T − k(t − T ), x′) pour t > T ,

où les ck sont les coefficients usuels vérifiant

(5.2.15)
K∑

k=1

ck (−k)j = 0 pour 0 ≤ j ≤ K − 1 .
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De même u2 = (1 − χ) u se prolonge par 0 pour t ≥ 0, puis par

(5.2.16) ũ2 =
K∑

k=1

ck u2(To − k(t − To), x′) pour t < To

Alors, si K ≥ s et K ≥ µ, l’opérateur

(5.2.17) ET (u) = ũ1 + ũ2

vérifie les propriétés annoncées.

¤

5.3 Action de R dans les espaces W k,∞

Proposition 5.3.1. i) L’opérateur RT = R ◦ ET opère de L∞(ωT ) dans L∞(ΩT ) et

(5.3.1) ‖RT (u)‖∗
0,T ≤ C|u|∗o,T .

ii) Si u ∈ W k,∞(ωT ) on a δαRT (u) ∈ L∞(ΩT ) pour |α| ≤ k et

(5.3.2) ‖δαRT (u)‖∗
0,T ≤ C|u|∗k,T .

iii) Pour 2k ≤ m, ∂k
nRT opère de W 2k,∞(ωT ) dans L∞(ΩT ) et

(5.3.3) ‖∂k
nRT (u)‖∗

0,T ≤ C|u|∗2k,T .

iv) Si 0 ≤ T ≤ T ′, on a pour tout u ∈ L∞(ωT ′)

(5.2.4)

{
RT (u|ωT

) = RT ′(u) sur ΩT

RT ′(u) = 0 sur ΩT si u = 0 sur ωT

Dans (5.3.1)(5.3.2) et (5.3.3), C désigne une constante indépendante de T ≥ 0.

Preuve. Grâce au Lemme 5.2.1, il suffit de montrer des estimations analogues pour Ru,
lorsque u est définie sur Rn. En posant ψ(xn) = ϕ(xn) − ϕ(4xn), on a d’après (5.2.8) :

(5.3.5) Rj(y, xn) =
j−1∑

k=o

ψ(22kxn) χk(y) + ϕ(22jxn) χj(y) .

Puisque ψ est à support dans la couronne {1/4 ≤ |xn| ≤ 2}, on a ψ(22kxn) 6= 0 pour au
plus trois entiers k de la somme. D’où :

(5.3.6) ‖Rju‖L∞ ≤ 3‖ψ‖L∞‖u‖L∞‖χ‖L1 + ‖ϕ‖L∞‖u‖L∞‖χ‖L1
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ce qui prouve (5.3.1) .
Pour établir (5.3.2), on remarque d’abord que Rj commute aux dérivations tangentielles

∂α
y . Pour les dérivées conormales, on a

(5.3.7) δp
nRju(y, xn) = R1

j (y, xn) ∗ u(y)

où R1
j(y, xn) a la même forme que Rju(y, xn). L’estimation (5.3.2) en découle.

En notant ϕ1 = ∂k
nϕ, on obtient

(5.3.8) ∂k
nRj(y, xn) = ϕ1(xn)χo(y) +

j∑

p=1

22pkϕ1(22pxn)θp(y) .

Si 2k ≤ m, on peut alors écrire en tenant compte de (5.2.2) :

(5.3.9) θ(y) =
∑

|α|=2k

∂αθα(y) avec θα ∈ S(Rn) .

On en déduit que

(5.3.10) 22pkθp(y) =
∑

|α|=2k

2np∂α{θα(2py)} ,

et en posant up(y) = 22pkθp(y) ∗ u(y), il vient

(5.3.11) ∂k
nRju(y, xn) = ϕ1(xn)χo(y) ∗ u(y) +

j∑

p=1

ϕ1(22pxn)up(y) .

Avec C1 =
∑

|α|=2k ‖θα‖L1 , (5.3.10) implique que

(5.3.12) ‖up‖L∞ ≤ C1 |u|∗2k .

Comme les supports des fonctions ϕ1(22pxn) sont deux à deux disjoints, on en déduit que

(5.3.13) ‖∂k
nRju‖L∞ ≤ ‖ϕ1‖L∞‖u‖L∞‖χo‖L1 + C1‖ϕ1‖L∞‖u‖∗

2k

et l’ estimation (5.3.3) en résulte .
Enfin, (5.3.4) découle du fait que R est un opérateur de convolution par un noyau à

support dans {t > 0}.
¤

On déduit immédiatement de la proposition (5.3.1) le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.2. L’opérateur RT opère de W 2k,∞(ωT ) dans W k,∞(ΩT ) et on a l’ estima-
tion

(5.3.14) ‖RT (u)‖∗
k,T ≤ C |u|∗2k,T ,

où C désigne une constante indépendante de T ≥ 0.
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5.4 Action de R dans les espaces Hs

Proposition 5.4.1. i) Pour tout entier s ≥ 0, RT opère de Hs(ωT ) dans H0,s+1(ΩT ) et

(5.4.1) ‖RT (u)‖t
s+1,γ,T ≤ C

{
e−2γTo |u|s,γ,0 + |u|s,γ,T

}
.

ii) Pour 2k ≤ s, ∂k
nRT opère de Hs(ωT ) dans H0,s+1−2k(ΩT ) et

(5.4.2) ‖∂k
nRT (u)‖t

s+1−2k,γ,T ≤ C
{

e−2γTo |u|s,γ,0 + |u|s,γ,T

}

iii) Si 0 ≤ T ≤ T ′ on a pour tout u ∈ Hs(ωT ′)

(5.4.3)

{
RT (u|ωT ) = RT ′(u) sur ΩT ,

RT ′(u) = 0 sur ΩT si u = 0 sur ωT .

iv) Pour tout u ∈ H2s−1(ωT ),

(5.4.4) ΓRT (u) = u .

Dans (5.4.1) et (5.4.2), C désigne une constante indépendante de γ et T .

Preuve. En utilisant le Lemme 5.2.1 , on se ramène au cas où u est définie sur Rn. En
posant Rγ

j (y, xn) = e−γtRj(y, xn), on définit d’abord l’opérateur de convolution

(5.4.5) Rγ
j u(y, xn) = Rγ

j (y, xn) ∗ u(y)

On a alors

(5.4.6) Rju = eγtRγ
j (e

−γtu)

La transformée de Fourier en y de Rγ
j (y, xn) s’ écrit

(5.4.7) Φγ
j (η, xn) =

j−1∑

k=o

ψ(22kxn)χ̂(2−k(η − iγ)) + ϕ(22jxn)χ̂(2−j(η − iγ))

où l’on a noté η − iγ = (ηo − iγ, η′) et χ̂(η − iγ) la transformée de Fourier-Laplace en y de
χ. On désigne par Φγ

1,j(η, xn) l’expression :

Φγ
1,j(η, xn) =

j−1∑

k=o

ψ(22kxn)χ̂(2−k(η − iγ))

et (5.4.7) s’écrit sous la forme :

(5.4.8) Φγ
j (η, xn) = Φγ

1,j(η, xn) + Φγ
2,j(η, xn)
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La condition de support sur ψ implique que :

(5.4.9)
∫

R
|Φγ

j (η, xn)|2 dxn ≤ C

j∑

k=0

2−2k|χ̂(2−k(η − iγ))|2

On utilise ensuite l’estimation

(5.4.10) |χ̂(η − iγ)| ≤ C|η − iγ|−2 si |η − iγ| ≥ 1

pour majorer |χ̂(2−k(η − iγ))|par :

C , si 2−k |η − iγ| ≤ 1
C 22k |η − iγ|−2 , si 2−k |η − iγ| > 1

On en déduit qu’il existe une constante C telle que :

(5.4.11)
∫

R
|Φγ

j (η, xn)|2 dxn ≤ C[(1 + γ)2 + |η|2]−1

En posant v = e−γtu, il en résulte que

(5.4.12) (1 + γ)‖Rγ
j v‖L2 + ‖∂yRγ

j v‖L2 ≤ C |v|L2 .

Compte tenu de (5.4.6) on obtient :

(5.4.13) (1 + γ)‖Rju‖0,γ + ‖∂yRju‖0,γ ≤ C |u|0,γ .

Comme δp
nRγ

j (y, xn) a la même forme que Rγ
j (y, xn), on a de même :

(5.4.14) (1 + γ)‖δp
nRju‖0,γ + ‖∂yδ

p
nRju‖0,γ ≤ C |u|0,γ .

Par ailleurs, Rj commute aux dérivations ∂y. On en déduit l’estimation :

(5.4.15) ‖Rju‖t
s+1,γ ≤ C |u|s,γ

où C désigne une constante indépendante de γ et j.
On définit ensuite

(5.4.16) Φγ(η, xn) =
∞∑

k=o

ψ(22kxn)χ̂(2−k(η − iγ))

et, en désignant par Rγ(y, xn) la transformée de Fourier inverse en de Φγ(η, xn), on définit
l’opérateur

(5.4.17) Rγv(y, xn) = Rγ(y, xn) ∗ v(y) .

Avec(5.4.15), on vérifie que si u ∈ Hs
γ(Rn) alors Rju converge vers Ru dans H0,s+1

γ (Rn+1)
que l’inégalité (5.4.15) est encore vérifiée pour Ru avec la même constante C. L’estimation
(5.4.1) découle alors de (5.4.15) et (5.2.12).
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Pour établir (5.4.2), on introduit Φγ(·, xn), la transformée de Fourier ∂k
nRγ(·, xn). On a

(5.4.18) Φγ(η, xn) = ϕ1(xn)χ̂(η − iγ) +
∞∑

p=1

22kpϕ1(22pxn)θ̂(2−p(η − iγ))

où ϕ1 = ∂k
nϕ est à support dans la couronne {1 ≤ |xn| ≤ 2}. On a

(5.4.19)
∫

R
|Φγ

j (η, xn)|2 dxn ≤ C
{

|χ̂(η − iγ)|2 +
∞∑

p=1

2(4k−2)p|θ̂(2−p(η − iγ))|2
}

.

En utilisant (5.2.3) on majore les termes |θ̂(2−p(η − iγ))| par

C 2−pm|η − iγ|m si 2−p|η − iγ| ≤ 1 ,
C si 2−p|η − iγ| > 1 .

On déduit alors de (5.4.19) l’estimation :

(5.4.20)
∫

R
|Φγ

j (η, xn)|2 dxn ≤ C[(1 + γ)2 + |η|2]2k−1 .

Il en résulte que

(5.4.21) (1 + γ)‖∂k
nRγv‖L2 + ‖∂k

n∂yRγv‖L2 ≤ C
∑

|α|+µ=2k

(1 + γ)µ|∂α
y v|L2 .

Compte tenu de (5.4.6) on obtient, en notant v = e−γtu,

(5.4.22) (1 + γ)‖∂k
nRu‖o,γ + ‖∂y∂

k
nRu‖o,γ ≤ C |u|2k,γ .

En commutant ensuite ∂k
nR avec les dérivées ∂α

y et en remarquant que l’opérateur δp
n∂k

nR
est de la même forme que ∂k

nR, on obtient

(5.4.23) ‖∂k
nRT (u)‖t

s+1−2k,γ ≤ C |u|s,γ .

L’estimation (5.4.2) découle alors de (5.4.23) et (5.2.12).
¤

On déduit de la Proposition 5.4.1 le corollaire suivant.

Corollaire 5.4.2. Pour tout entier s ≥ 0, RT opère de H2s−1(ωT ) dans W 2s(ΩT ) et

(5.4.24) ‖RT (u)‖2s,γ,T ≤ C
{

e−2γTo |u|2s−1,γ,0 + |u|2s−1,γ,T

}

En outre, pour toute dérivée conormale δ, δRT opère de H2s(ωT ) dans W 2s(ΩT ) et

(5.4.25) ‖δRT (u)‖2s,γ,T ≤ C
{

e−2γTo |u|2s,γ,0 + |u|2s,γ,T

}

Au paragraphe 6, nous utiliserons le lemme suivant.
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Lemme 5.4.3. Soit s ≥ 1 et soit k tel que 1 ≤ k ≤ s − 1. Pour tout u ∈ H2s−1(ωT ), la
trace de ∂k

nRT (u) est bien définie dans H2s−2k−1(ωT ) et on a :

(5.4.26) Γ∂k
nRT (u) = 0

Preuve. Si u ∈ S(Rn), on vérifie que :

(5.4.27) Γ∂k
nRj(u) = 0

Il en résulte que Γ∂k
nR(u) = 0 pour u ∈ H2s−1

γ (Rn).

¤
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6 Compatibilités. Constructions de solutions approchées

Dans ce paragraphe, on analyse les conditions de compatibilités que doivent vérifier
les données initiales pour que la solution du problème mixte soit régulière de chaque côté
{±xn > 0}. La problématique a été présentée au §1.2.9. L’idée générale est simple : le
développement de Taylor en t = 0 de la solution (u,Φ) est déterminée de manière unique
par la donné initiale (u0, Φ0) et ce développement de Taylor doit satisfaire les conditions
aux limites au sens des développements de Taylor (voir par exemple [Ch-Pi], [Ma-Ra]). L’-
analyse est semblable à celle de [Ma2], à ceci près que nos équations pour Φ sont différentes.
On peut aussi voir les calculs comme une extension aux chocs faibles de l’analyse des con-
ditions de compatibilités pour les ondes soniques faite dans [Mé1]. On renvoie aussi à [Al]
pour une l’étude analogue des conditions de compatibiltés pour les ondes de raréfaction.

Au §6.1 on explicite la forme du développement de Taylor des solutions. Les conditions
de compatibilités sont énoncées au §6.2. Elles sont analysées au §6.3, où l’on construit
des familles de données initiales compatibles (Proposition 6.3.1). Au §6.4, on démontre
le Théorème 3.1.2 qui construit des familles de solutions approchées à partir de données
initiales compatibles. La version locale de ce résultat (Proposition 2.4.1) est démontrée au
§6.5. Enfin, on montre au §6.6 que l’on peut prolonger des solutions approchées locales en
des solutions approchées globales et au §6.7 que l’on peut prolonger des données initiales lo-
cales compatibles en données initiales globales compatibles. Ceci démontre les Propositions
3.1.4 et 3.1.5.

6.1 Développement de Taylor des solutions

Soit (u, Φ) une solution exacte du problème (2.3.2) (2.3.3) (2.3.8) (2.3.9) sur [To, T ]×Rn.
On définit z = ∂nu/∂nφ. En notant a = ln(−[u1]/ε) et A une fonction telle que ΓA = a
comme en 2.3.11) (2.3.12) ), on définit ρ = −ε eA. Les équations (2.3.2) (2.3.3) (2.3.8)
(2.3.9) s’écrivent

(6.1.1) ∂tu = −
n−1∑

j=1

A−1
0 (u)Aj(u)∂ju − A−1

0 (u)M(u, ∂yΦ)z sur ΩT ,

(6.1.2) ∂tΦ+ = F+(u+, ∂ ′
yΦ

+, ρ) sur Ω+
T ,

(6.1.3) ∂tΦ− = F−(u−, ∂ ′
yΦ

−, ρ) sur Ω−
T ,

(6.1.4) [Φ] = 0 , Φ|xn=0 = φ et ∂tφ = λ(u+, u−, ∂′
yφ) sur ωT ,

(6.1.5) [u] = ρ U−(u−, ∂ ′
yφ, ρ) sur ωT .
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En définissant U0(u−, ∂ ′
yφ, ρ) := ρU−(u−, ∂ ′

yφ, ρ), (2.2.6) implique alors que

[u1] = ρ et F+(u− + U0(u−, ∂′
yφ, ρ), ∂ ′

yΦ
+, ρ) = F−(u−, ∂′

yΦ
−, ρ) sur ωT ,

où [u1] désigne la première composante de [u].
On désigne par uj , Φj , φj, zj , ρj les traces sur {t = 0} des dérivées en temps ∂j

t u, ∂j
t Φ,

∂j
t φ, ∂j

t z, ∂j
t ρ. En dérivant par rapport à t les équations (6.1.1) à (6.1.5), on obtient les

relations de récurrence suivantes :

(6.1.6) uj+1 =
j∑

l=0

C l
jAj−lzl + Bj sur {±xn ≥ 0} pour j ≥ 0 ,

(6.1.7) z0 =
∂nu0

∂nΦ0
et zj =

∂nuj

∂nΦ0
+ Zj sur {±xn ≥ 0} pour j ≥ 1 ,

(6.1.8) Φ+
j+1 = F+

j (u+
0 , ..., u+

j , ∂′
yΦ

+
0 , ..., ∂′

yΦ
+
j , ρ0, ..., ρj) sur {xn ≥ 0} pour j ≥ 0 ,

(6.1.9) Φ−
j+1 = F−

j (u−
0 , ..., u−

j , ∂′
yΦ

−
0 , ..., ∂′

yΦ
−
j , ρ0, ..., ρj) sur {xn ≤ 0} pour j ≥ 0 ,

(6.1.10) [u0] = U0(u−
0 , ∂′

yΦ0, ρ0), [uj] = ρj∂ρU0 + Uj sur {t = xn = 0} pour j ≥ 1 ,

où
Aj(u0, ..., uj , ∂

′
yΦ0, ...∂

′
yΦj, Φj+1) ,

Bj(u0, ..., uj , ∂
′
yu0, ..., ∂

′
yuj) ,

Zj(∂nu0, ..., ∂nuj−1, ∂nΦ0, ..., ∂nΦj) ,

F+
j (u+

0 , ..., u+
j , ∂′

yΦ+
0 , ..., ∂′

yΦ+
j , ρ0, ..., ρj) ,

F−
j (u−

0 , ..., u−
j , ∂′

yΦ−
0 , ..., ∂′

yΦ−
j , ρ0, ..., ρj) ,

U0(u−
0 , ∂′

yΦ0, ρ0) ,

Uj(u−
0 , ..., u−

j , ∂′
yφ

−
0 , ..., ∂′

yφ
−
j , ρ0, ..., ρj−1) pour j ≥ 1 ,

sont des fonctions C∞ de leurs arguments.
On note que U0 = 0 quand ρ0 = 0 et que pour j ≥ 1, on a

(6.1.11) Uj = 0 si ρ0 = .... = ρj−1 = 0 .

La condition (6.1.4) entrâıne aussi que Φ+
j = Φ−

j = φj sur {t = xn = 0}. Les fonctions
F+

j et F−
j vérifient en outre sur {t = xn = 0} la propriété suivante :

(6.1.12)
F+

j (u+
0 , ..., u+

j , ∂′
yΦ

+
0 , ..., ∂ ′

yΦ
+
j ,ρ0, ..., ρj) =

F−
j (u−

0 , ..., u−
j , ∂′

yΦ
−
0 , ..., ∂ ′

yΦ
−
j , ρ0, ..., ρj)

lorsque les u+
j , u−

j sont liées par (6.1.10). On a alors [Φj ] = 0 pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1.
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6.2 Conditions de compatibilités

On reprend dans ce paragraphe les notations introduites au paragraphe 2.4. On se
donne des paramètres réels T ′

o < 0 < T ′
1 et on désigne par Ω un ensemble ouvert qui sera

soit une boule ouverte de Rn centrée à l’origine, soit Rn. En désignant par Ω± et ω les
ensembles ouverts définis au paragraphe 2.4, on se donne des ensembles B1, B2, B3 bornés
respectivement dans p−H2s+3(Ω), p−H2s+4(Ω) et H2s+3(]T ′

o, T
′
1[×Ω). Pour ε donné dans

]0, εo], on considère ensuite des fonctions (u0, Φ0 , ρ) vérifiant les conditions suivantes :

(6.2.1) ρ est de la forme ρ = −ε eA , A ∈ B3 ,

(6.2.2) (u+
0 − u+

ε , u−
0 ) ∈ B1 ,

(6.2.3) (Φ+
0 − xn , Φ−

0 − xn) ∈ B2 ,

(6.2.4) [Φ0] = 0 .

Les relations de récurrences (6.1.6) , ... , (6.1.9) permettent alors de construire pour
1 ≤ j ≤ 2s − 1 des fonctions u±

j , Φ±
j , z±

j−1 définies sur Rn
± et Rn

−.

Définition 6.2.1. Les données initiales (u0, Φ0) sont compatibles à l’ordre 2s − 1 s’il
existe une fonction ρ de la forme (6.2.1) telle que les conditions (6.1.10) sont vérifiées sur
l’arête {t = xn = 0} pour tout j ∈ {0, . . . , 2s − 1}.

Lorsqu’il en est ainsi, nous dirons que les données initiales (u0, Φ0) appartiennent à
l’ensemble Fo

ε (2s+3, Ω) (noté simplement Fo
ε (2s+3) lorsque Ω = Rn). Nous dirons que la

fonction ρ est associée à (u0, Φ0) et, par abus, on écrira encore (u0, Φ0, ρ) ∈ Fo
ε (2s + 3, Ω).

D’après (2.2.6) et (6.1.12), on a dans ce cas :

(6.2.5) ρ0 = [u0,1]

où u0,1 désigne la première composante de u0. De plus,

(6.2.6) [Φj ]|{t=xn=0} = 0 , j ∈ {0, . . . , 2s − 1} .

Nous explicitons maintenant les conditions (6.1.10), afin de construire de larges classes
de données compatibles. On vérifie par récurrence les formules suivantes.

Proposition 6.2.2. Soient (u0, Φ0, ρ) des fonctions vérifiant les conditions (6.2.1)...(6.2.4).
Pour j ∈ {1, . . . , 2s − 1}, il existe des fonctions C∞ de leurs arguments Bj, Qj, F+

j et F −
j ,

telles que

(6.2.7) uj = (∂nΦ0)−jAj
0∂

j
nu0 + Bj(∂α1u0 , ∂α2Φ0 , ∂α3ρk) sur Ω+ et Ω− ,

où Bj est une somme de termes

C(u0, ∂Φ0) ∂α1u0 ∂α2Φ0 ∂α3ρk
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avec |α1| ≤ j, ∂α1 6= ∂j
n , |α2| ≤ j + 1 et |α3| + k ≤ j − 1.

(6.2.8) zj−1 = (∂nΦ0)−jAj−1
0 ∂j

nu0 + Qj−1(∂α1u0 , ∂α2Φ0 , ∂α3ρk) sur Ω+ et Ω− ,

où Qj−1 est une expression de la même forme que Bj .

(6.2.9)
{

Φ+
j = F+

j (∂α1u+
0 , ∂α2Φ+

0 , ∂α3ρk) sur Ω+ ,
Φ−

j = F −
j (∂α1u−

0 , ∂α2Φ−
0 , ∂α3ρk) sur Ω− ,

où F+
j , F −

j sont des sommes de termes C(u0, ∂Φ0) ∂α1u±
0 ∂α2Φ0 ∂α3ρk avec |α1| ≤ j, ∂α1 6=

∂j
n , |α2| ≤ j , ∂α2 6= ∂j

n et |α3| + k ≤ j − 1.

On notera que sous les hypothèses (6.2.1) à (6.2.4) avec 2s+3 > n
2 , les formules ci-dessus

définissent bien uj ∈ p−H2s+3−j(Ω), zj ∈ p−H2s+2−j(Ω) et Φj ∈ H2s+4−j.

On rappelle que A0(u0, ∂
′
yΦ0, Φ1) = Φ1I − G(u0, ∂

′
yΦ0). Sur {t = xn = 0} on introduit

la matrice :

(6.2.10) A+
0 = A+

0 (u+
0 , ∂′

yΦ0, φ1) = φ1I − G(u+
0 , ∂′

yΦ0)

En notant g0 = φ1 − λ(u+
0 , ∂ ′

yΦ0) et M+
0 = λ(u+

0 , ∂ ′
yΦ0)I − G(u+

0 , ∂′
yΦ0), on réécrit cette

matrice sous la forme :

(6.2.11) A+
0 = g0I + M+

0

Par hypothèse, la matrice M+
0 a un noyau de dimension un dont un vecteur de base a

été noté R(u+
0 , ∂ ′

yΦ0) au paragraphe 2. Elle est conjuguée à une matrice symétrique. On
désigne par p1 = p1(u+

0 , ∂′
yΦ0) le projecteur sur le noyau de M+

0 parallèlement à l’image
de M+

0 . On note p2 = p2(u+
0 , ∂′

yΦ0) = Id − p1 le projecteur sur l’image de M+
0 .

Proposition 6.2.3. Il existe des fonctions C∞ de leurs arguments µ0, F1 et pour j ≥ 0,
Ej, R+

j et Zj, telles que si ε est assez petit et si (u0, Φ0, ρ) vérifient les conditions (6.2.1)
à (6.2.4), les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Les données (u0, Φ0, ρ) appartiennent à la famille Fo
ε (2s + 3, Ω)

ii) La condition [u0] = U0(u−
0 , ∂′

yΦ0, ρ0) est satisfaite, et pour j ∈ {0, . . . , 2s − 2} il
existe des fonctions ζj appartenant à H2s+1−j(ω) telles que :

(6.2.12) ρj+1(x′, 0) = ζj(x′)ρ0(x′, 0)µ0(u−
0 , ∂′

yΦ0, ρ0) + F1(u−
0 , ∂ ′

yΦ0, ρ0).Ej ,

(6.2.13) [zj] =
j∑

l=0

C l
jζl(x′)R+

j−l + Zj .

Les fonctions Ej , R+
j et Zj vérifient les propriétés suivantes.
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a) Ej prend ses valeurs dans RN et est une somme de termes de la forme

C(u−
0 , ∂Φ0, ρ0) ∂α1u−

k1
, ∂α2φk2, ∂

α3ρk3, z
−
k4

, ζk5

avec
|α1| + k1 ≤ j + 1 , |α1| ≤ 1,

|α2| + k2 ≤ j + 2 , |α| ≤ 2 , k2 ≤ j + 1 ,

|α3| + k3 ≤ j + 1 , k3 ≤ j ,

k3 ≤ j , k5 ≤ j − 1 .

En outre, Ej = 0 quand ρ0 = ρ1 = . . . = ρj = 0.
b) R+

j est la fonction de (u+
0 , ...., u+

j , ∂ ′
yφ0, ...., ∂

′
yφj) telle que

R+
j (u+

0 , ...., u+
j , ∂ ′

yφ0, ...., ∂
′
yφj) = ∂j

t R(u+, ∂′
yφ)|t=0

c) Zj désigne une fonction prenant ses valeurs dans RN de la forme :

Zj = ρ0(x′, 0)ζj(x′)F2(u−
0 , ∂ ′

yφ0, ρ0) + M2(u−
0 , ∂′

yφ0, ρ0)Ej

où F2 désigne une fonction prenant ses valeurs dans RN et M2 une matrice de taille N . De
plus les fonctions Zj vérifient p1(Zj) = 0.

Preuve. a) On suppose que [u0] = U0(u−
0 , ∂ ′

yΦ0, ρ0), et on montre que la condition de
compatibilité (6.1.10) pour j = 1 est équivalente à (6.2.12) (6.2.13) pour j = 0.

La relation (6.1.6) pour j = 0 implique que [u1] = A+
0 [z0]+[A0]z−

0 +[B0]. Donc (6.1.10)
pour j = 1 a lieu, si et seulement si

(6.2.14) Ψ0 := A+
0 [z0] − ρ1H0 − E0 = 0

où l’on a posé H0 = ∂ρU0(u−
0 , ∂′

yΦ0, ρ0) et E0 = U1− [A0]z−
0 −[B0]. Compte tenu de (6.2.11),

on a :

(6.2.15) Ψ0 = M+
0 [z0] + g0[z0] − ρ1H0 − E0 .

En projetant sur le noyau de M+
0 , il vient

(6.2.16) p1Ψ0 = g0p1[z0] − ρ1p1H0 − p1E0 .

Comme R+
0 est une base de l’image de p1, il existe une unique fonction scalaire ζ0(x′) ∈

H2s+1(ω) telle que

(6.2.17) p1[z0] = ζ0(x′)R+
0 .

Pour ε0 assez petit le produit scalaire α0 := (p1H0) ·R+
0 est non nul et l’équation p1Ψ0 = 0

équivaut à

(6.2.18) ρ1 = g0ζ0(x′)
|R+

0 |2

α0
− (p1E0) · R+

0

α0
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On a remarqué après (6.1.12) que [Φ1] = 0 quand ρ0 = 0 et [u0] = U0(u−
0 , ∂ ′

yΦ0, ρ0). On
en déduit que g0/α0 = ρ0µ0(u−

0 , ∂′
yΦ0, ρ0) et la relation (6.2.12) pour j = 0 en découle.

En outre, définition de E0, la condition [u0] = U0(u−
0 , ∂ ′

yΦ0, ρ0) et (6.1.11) impliquent que
E0 = 0 quand ρ0 = 0.

Pour établir (6.2.13) on applique à (6.2.14) le projecteur p2 qui commute avec A+
0 . On

obtient

(6.2.19) p2Ψ0 = A+
0 p2[z0] − ρ1p2H0 − p2E0

Si ε0 est suffisamment petit, (6.2.1) implique que A+
0 reste un isomorphisme de l’image

de M+
0 sur elle même. En désignant alors par (A+

0 )−1 l’isomorphisme réciproque et en
définissant Z0 = p2Z0 = (A+

0 )−1(ρ1p2(H0) + p2(E0)), on a

(6.2.20) (A+
0 )−1p2Ψ0 = p2[z0] − Z0

Avec (6.2.17), on en déduit que si Ψ0 = 0 alors

(6.2.21) [z0] = ζ0(x′)R+
0 + Z0

ce qui est l’expression de (6.2.13) pour j = 0.
Réciproquement, compte tenu de la définition de Z0, si (6.2.21) a lieu, en projetant par

p2 on voit que p2Ψ0 = 0. De plus, comme p1Z0 = 0 on a nécessairement (6.2.17) et, compte
tenu des définitions de µ0 et E0, (3.2.12) implique que p1Ψ0 = 0.

b) Pour les compatibilités d’ordre supérieur la démonstration se fait par récurrence sur
j. Par (6.1.6), on a

(6.2.21) [uj+1] =
j∑

l=o

Cl
j [Aj−lzl] + [Bj ]

alors que la j + 1-ème condition de compatibilité (6.1.10) s’écrit.

(6.2.22) [uj+1] = ρj+1H0 + Uj+l

En utilisant l’hypothèse de récurrence, on voit que (6.2.22) est équivalente à une équation
de la forme

(6.2.23) A+
0 w − ρj+1H0 = Ej

où w = [zj ] −
∑j−1

k=o Ck
j ζkR

+
j−k et où Ej est une fonction de la forme annoncée. On raisonne

comme dans a), en projetant par p1 et p2.

¤
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6.3 Construction d’une famille de données initiales compatibles
globales

Pour chaque ε ∈]0, εo] on se propose de construire des fonctions (u0, Φ0) ∈ Fo
ε (2s + 3).

Proposition 6.3.1. On se donne des ensembles B−
1 , B±

2 et B−
3 bornés respectivement dans

H2s+4(Rn
−), H2s+5(Rn

±) et H2s+3(Rn−1). Alors il existe ε0 > 0 et une famille de données
initiales compatibles Fo(2s + 3) telle que pour tout ε ∈]0, ε0] et tout (u−

0 , Φ+
0 , Φ−

0 , b0)
vérifiant

(6.3.1) u−
0 ∈ B−

1 ,

(6.3.2) Φ±
0 − xn ∈ B±

2 ,

(6.3.3) [Φ0 = 0] ,

(6.3.4) b0(x′) ∈ B3 ,

il existe une fonction ρ(t, x′, xn) de la forme (6.2.1) vérifiant ρ(0, x′, 0) = −ε eb0(x′) et une
fonction u+

0 telles que (u0, Φ0, ρ) ∈ Fo
ε (2s + 3). De plus, on peut choisir ρ de sorte que :

(6.3.5) ∂k
n∂j

t ρ(0, x′, 0) = 0 pour k ≥ 1 et k + j ≤ 2s − 2 .

Pour établir cette proposition, on définit

ρ0(x′, 0) = −εeb0(x′) , u+
0 (x′, 0) = u−

0 (x′, 0) + U0(u−
0 , ∂′

yΦ0, ρ0)

et on démontre d’abord le lemme suivant.

Lemme 6.3.2. Il existe des fonctions

φj(x′) , z−
j−1(x

′, 0) , u−
j (x′, 0) , ζj−1(x′) , ρj(x′, 0) , u+

j (x′, 0) , [zj−1] , ∂j
nu+

0 (x′, 0)

définies sur l’arête {t = xn = 0} pour j ∈ {1, . . . , 2s − 1}, vérifiant les relations (6.1.10)
(6.2.7) (6.2.8) (6.2.9) (6.2.12) (6.2.13). De plus, les φj restent bornées dans H2s+4−j(Rn−1)
et les fonctions z−

j−1, u
−
j , ζj−1, u+

j , [zj−1], ∂j
nu

+
0 sont dans un borné fixé de H2s+3−j(Rn−1).

La fonction ρj(x′, 0) est de la forme

(6.3.6) ρj(x′, 0) = ε eao(x′,0)gj(x′)

où gj appartient à un borné fixé de H2s+3−j(Rn−1)

La notation ∂j
nu+

0 (x′, 0) ne désigne pas ici une dérivée normale de u+
0 , mais une fonction

définie sur l’arête, qu’on substitue à l’endroit voulu dans les formules (6.2.7) et suivantes.
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Preuve. La construction se fait par récurrence sur j.
a) Pour j = 1, on définit, en utilisant les relations (6.1.6) à (6.1.9)

φ1 = F−
o (u−

0 , ∂′
yΦ0, ρ0) ∈ H2s+3(Rn−1)

z−
0 = ∂nu

−
0 /∂nΦ−

0 ∈ H2s+2(Rn−1)
u−

1 = A−
0 z−

o + B−
0

On se donne arbitrairement ζ0 dans un ensemble borné de H2s+2(Rn−1) et on utilise (6.2.12)
pour définir

ρ1(x′, 0) = ζ0(x′)ρ0(x′, 0)µ0(u−
0 , ∂′

yΦ0, ρ0) + F1(u−
0 , ∂ ′

yΦ0, ρ0).E0 .

On note que ρ1 est bien de la forme (6.3.6) puisque E0 = 0 quand ρ0 = 0.
On détermine u+

1 (x′, 0) de sorte que (6.1.10) soit vérifié

u+
1 (x′, 0) = u−

1 (x′, 0) + ρ1H0 + U1 .

Enfin, [z0] est défini par (6.2.13)

[z0] = ζ0R
+
0 + z0

et on pose
∂nu+

0 (x′, 0) = ∂nΦ+
0 (x′, 0)[zo] + ∂nΦ+

0 (x′, 0)z−
o .

b) Supposons que l’on a construit sur {t = xn = 0} les fonctions :

φk, zk−1, u−
k , ζ−

k−1, ρk, u+
k , [zk−1], ∂k

nu+
0 ,

avec les régularités indiquées dans le Lemme 6.3.2, pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ j. On pose
w±

j (x′) = (∂nΦ±
0 )−j∂j

nu
±
0 (x′, 0). On construit alors dans cet ordre les fonctions

φj+1, z
−
j , u−

j+1, ζj, ρj+1, u+
j+1, [zj ], [wj+1], ∂j+1

n u+
0 .

Suivant (6.1.8), on définit

φj+1 = F−
j (u−

0 , . . . , u−
j , ∂′

yΦ0, . . . , ∂′
yφj , ρ0, . . . , ρj) .

Les fonctions u−
j+1 et z−

j+1 sont définies par (6.2.7) et (6.2.8). Suivant (6.2.8), on pose
{

u−j + 1 = Aj+1
0 w−

j+1 + B−
j+1 ,

z−
j = (A−

0 )jw−
j+1 + Q−

j avec w−
j+1 = (∂nΦ−

0 )−j−1∂j+1
n u−

0 .

On détermine maintenant ζj de sorte que les projections par p1 des équations (6.2.8) et
(6.2.13) soient satisfaites. On choisit arbitrairement une fonction scalaire αj dans un borné
de H2s+2−j(Rn−1) et on définit

(6.3.7) p1[wj+1] = αj(x′)R+
0 .
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En utilisant les relations ∂j+1
n u+

0 = (∂nΦ+
0 )j+1wj+1 = (∂nΦ+

0 )j+1([wj+1]+w−
j+1), on voit que

l’équation (6.2.8) à satisfaire s’écrit

[zj ] = (A+
0 )j[wj+1] + [Aj

0]w
−
j+1 + [Qj ] .

Comme A+
0 et p1 commutent, sa projection par p1 donne

(6.3.8) p1[zj] = (A+
0 )jp1[wj+1] + Hj = α̃jR

+
0 + Hj ,

où Hj = p1([Aj
0]w

−
j+1 + [Qj ]) est déterminé grâce aux étapes précédentes et α̃j s’exprime à

l’aide de αj .
Par ailleurs, la projection de (6.2.13) par p1 s’écrit

(6.3.9) p1[zj] = ζjR
+
0 +

j−1∑

l=0

C l
jζl(x′)R+

j−l .

Les R+
j−l sont déterminés par les étapes précédentes. Comme p1 projette sur RR+

0 , on voit
qu’il existe un unique ζj(x′) tel que (6.3.8) et (6.3.9) soient satisfaites. En outre, ζj reste
dans un borné de H2s+2−j(Rn−1).

Connaissant ζj, on détermine ensuite ρj+1 par (6.2.12). En utilisant l’hypothèse de
récurrence, on remarque que ρj+1 est bien de la forme (6.3.6) car Ej = 0 quand ρ0 = ρ1 =
... = ρj = 0. En projetant (6.2.13) par p2, on détermine p2[zj]. Avec (6.3.9), on en déduit
que l’équation (6.2.13) est satisfaite.

On définit alors u+
j+1(x

′, 0) de sorte que la relation (6.1.10) soit satisfaite

u+
j+1 = u−

j+1 + ρj+1H0 + Uj+1 .

Il reste à déterminer ∂j+1
n u+

0 = (∂nΦ+
0 )j+1([wj+1] + w−

j+1) pour que la relation (6.2.8)
soit satisfaite. Par (6.3.8), on sait déjà que sa projection sur p1 l’est. Comme A+

0 est un
isomorphisme de l’image de M+

0 sur elle même, la projection par p2 de (6.2.8)

(6.3.11) p2[zj] = (A+
0 )jp2[wj+1] + p2

(
[Aj

0]w
−
j+1 + [Qj ]

)

détermine p2[wj+1]. Avec (6.3.7) on connâıt donc [wj+1], et donc ∂j+1
n u+

0 .
On a construit Φj+1 = Φ−

j+1 par (6.1.8). La propriété (6.1.12) montre que Φj+1 = Φ+
j+1

vérifie aussi (6.1.9).

¤

Pour construire ρ(t, x′, xn), on utilise le résultat suivant.

Lemme 6.3.3. Pour j ∈ {0, . . . , 2s − 1}, considérons ρj vérifiant (6.2.6). Il existe une
fonction ρ̃(t, x′) de la forme

(6.3.12) ρ̃(t, x′) = −εea(t,x′)

où a(t, x′) appartient à un borné fixé de H2s+3(Rn), telle que :

∂j
t ρ̃|t=0 = ρj(x′, 0) pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1 .
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Preuve. Si h < 0 et si a = ln(−h/ε), il existe des fonctions C∞ de leurs arguments, fj ,
telles que :

∂j
t a|t=0 = fj(h0/ε, h1/ε, ..., hj/ε) .

Connaissant les ρj, on définit les fonctions aj(x′) = fj(ρ0/ε, ρ1/ε, ..., ρj/ε), pour 0 ≤ j ≤
2s − 1. Alors, aj ∈ H2s+3−j(Rn−1) et il existe a(t, x′) tel que ∂j

t a|t=0 = aj . La fonction
ρ̃(t, x′) = −εea(t,x′) vérifie les propriétés annoncées.

¤

Preuve de la Proposition 6.3.1.
Une fois que l’on connâıt les fonctions hj(x′) = ∂j

nu+
0 (x′, 0) ∈ H2s+3−j(Rn−1) on définit

u+
0 (x′, xn) sur Rn

+ en relevant de manière classique les traces hj(x′). On obtient ainsi une
fonction u+

0 (x′, xn) appartenant à un borné fixé de H2s+3(Rn
+).

Pour construire ρ, on détermine a comme au Lemme 6.3.3 et on détermine A ∈
H2s+3(Rn+1) vérifiant

(6.3.13) A|xn=0 = a et ∂k
nA|xn=0 = 0 pour k ≥ 1 .

On définit

(6.3.14) ρ(t, x′, xn) = −εeA(t,x′,xn) .

Il en résulte que pour k ≥ 1 et j + k ≤ 2s − 2,

(6.3.15) ∂k
nρj(x′, 0) = 0

On construit ensuite les fonctions u±
j , Φ±

j , z±
j−1 sur Rn

+ et Rn
− à partir de u±

0 , Φ±
0 et ρ

au moyen des formules (6.2.7) ( 6.2.8 ) et (6.2.9). La construction et la Proposition 6.2.3
impliquent que (u0, Φ0) ∈ F o

ε (2s + 3).

¤

6.4 Construction d’une famille de solutions approchées

Le but de ce paragraphe est de démontrer le Théorème 3.1.2. Pour cela, on se donne une
famille de données initiales compatibles Fo(2s + 3) et on considère (u0, Φ0) ∈ Fo

ε (2s + 3).
On désigne par ρ = −ε eA la fonction associée comme indiqué en (6.2.1). On construit
alors dans cet ordre les fonctions :

u−(t, x′, xn) , Φ−(t, x′, xn) , z−(t, x′, xn) , u+(t, x′, 0) , Φ−(t, x′, 0) ,

z+(t, x′, 0) , ∂nΦ−(t, x′, 0), ∂nu
+(t, x′, 0) , u+(t, x′, xn) , Φ+(t, x′, xn) .

a) Construction de u−(t, x′, xn).
On détermine u±

j (x′, xn), Φ±
j (x′, xn), z±

j−1(x
′, xn) sur Rn

+ et Rn
− à partir de (u0, Φ0, ρ)

en appliquant les formules (6.2.7) (6.2.8) (6.2.9). Puisque u−
0 ∈ H2s+3, Φ−

0 ∈ H2s+4 et
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ρ = −ε eA avec A ∈ H2s+3(ΩT ′
oT ′

1
), les formules (6.2.7) (6.2.8) (6.2.9) montrent que :

(6.4.2) u−
j est dans un borné fixé de H2s+3−j(Rn

−) pour 1 ≤ j ≤ 2s − 1 ,
(6.4.3) u+

j est dans un borné fixé de H2s+3−j(Rn
+) pour 1 ≤ j ≤ 2s − 1 ,

(6.4.4) Φ−
1 − σε est dans un borné fixé de H2s+2(Rn

−) ,
Φ+

1 − σε est dans un borné fixé de H2s+2(Rn
+) ,

Φ−
j est dans un borné fixé de H2s+3−j(Rn

−) pour 2 ≤ j ≤ 2s − 1 ,
Φ+

j est dans un borné fixé de H2s+3−j(Rn
+) pour 2 ≤ j ≤ 2s − 1 ,

(6.4.5) z−
j−1 est dans un borné fixé de H2s+3−j(Rn

−) pour 1 ≤ j ≤ 2s − 1 ,
z+

j−1 est dans un borné fixé de H2s+3−j(Rn
+) pour 1 ≤ j ≤ 2s − 1 .

On définit u−(t, x′, xn) en relevant de manière classique les traces u−
j ∈ H2s+3−j(Rn

−)
pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1. La fonction u−(t, x′xn) ainsi obtenue est dans un borné fixé de
H2s+3(Rn+1

− )
b) Construction de Φ−(t, x′, xn).

Lorsque u− est connue, on détermine Φ−(t, x′, xn) sur Ω−
ToT1

=]To, T1[×Rn
− avec To et

T1 tels que T ′
o < To < 0 < T1 < T ′

1 en résolvant l’équation du premier ordre

(6.4.6) ∂tΦ− = λ(u− + U0(u−, ∂ ′
yΦ

−, ρ), u−, ∂ ′
yΦ

−) sur Ω−
ToT1

,

avec la condition initiale :

(6.4.7) Φ−
|t=0 = Φ−

0 (x′, xn) .

Pour To et T1 assez petits, on obtient une solution Φ−(t, x′, xn) telle que

(6.4.8) Φ− − Φε appartient à un borné de H2s+3(Ω−
ToT1

) .

c) Construction de z−(t, x′, xn).
u− et Φ− étant construites, on définit

(6.4.9) z− =
∂nu−

∂nΦ−

qui appartient à un borné de H2s+2(Ω−
ToT1

).

d) Construction de u+(t, x′, 0).
On définit u+(t, x′, 0) par la formule :

(6.4.10) u+(t, x′, 0) = u−(t, x′, 0) + U0(u−, ∂ ′
yφ

−, ρ) = u−(t, x′, 0) + ρ U−(u−, ∂ ′
yφ

−, ρ) .

D’après (6.1.5) on a [u1] = ρ(t, x′, 0) et d’après (6.4.8) on a ∂′
yφ

−(t, x′, 0) ∈ H2s+1(ω−
ToT1

).
Il en résulte que

(6.4.11) u+(t, x′, 0) − u+
ε appartient à un borné de H2s+1(ω−

ToT1
) .

e) Construction de Φ+(t, x′, 0).

71



On définit Φ+(t, x′, 0) par la formule :

(6.4.12) Φ+(t, x′, 0) = Φ−(t, x′, 0) = φ(t, x′) .

On remarque que sur {xn = 0}, φ est solution de :

∂tφ = λ(u+, u−, ∂ ′
yφ)

avec la condition initiale φ|t=0 = Φ+
0 (x′, 0) = Φ−

0 (x′, 0).

f) Construction de z+(t, x′, 0).
On utilise les notations de la Proposition 6.2.3. Sur {t = xn = 0}, les fonctions [zj ]

vérifient (6.2.13) pour 0 ≤ j ≤ 2s−2. On construit par relèvement des traces, une fonction
ζ(t, x′) telle que :

(6.4.13) ∂j
t ζ|t=0 = ζj(x′) pour 0 ≤ j ≤ 2s − 2 .

On peut choisir cette fonction de sorte qu’elle reste dans un borné de H2s+1(Rn).
On construit de même une fonction w2(t, x′) telle que :

(6.4.14) ∂j
t w2|t=0 = Zj(x′) pour 0 ≤ j ≤ 2s − 2 .

D’après la proposition 6.2.3, les fonctions Zj sont de la forme Zj = ε gj avec gj dans un
borné de H2s+1(Rn−1). Avec le Lemme 6.3.3, on peut choisir w2 de la forme :

(6.4.15) w2(t, x′) = ε g(t, x′)

où g appartient à un borné de H2s+1(Rn). On définit ensuite la fonction :

(6.4.16) w(t, x′) = ζ(t, x′)R(u+(t, x′, 0), ∂ ′
yφ(t, x′)) + w2(t, x′) .

Il est clair que :

(6.4.17) ∂j
t w|t=o = [zj ] .

Finalement, on définit

(6.4.18) z+(t, x′, 0) = z−(t, x′, 0) + w(t, x′) .

g) Construction de ∂nΦ+(t, x′, 0).
La fonction Φ+(t, x′, xn) doit être solution de

(6.4.19) ∂tΦ+ = λ(u+, u+ − ρ U+(u+, ∂′
yΦ

+, ρ), ∂′
yΦ

+) = F+(u+, ∂ ′
yΦ

+, ρ)

sur {xn ≥ 0}. En dérivant cette équation par rapport à xn, on obtient pour φn(t, x′) =
∂nΦ+(t, x′, 0) une équation de la forme :

(6.4.20)
∂tφn =

n−1∑

j=1

µj(u+, ∂′
yφ

+, ρ)∂jφn +
∂F+

∂u
(u+, ∂′

yφ
+, ρ)∂nu+

+
∂F+

∂ρ
(u+, ∂′

yφ
+, ρ)∂nρ .
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On exprime ∂nu
+(t, x′, 0) en fonction de ∂nΦ+(t, x′, 0) en posant

(6.4.21) ∂nu
+ = z+∂nΦ+ = z+φn sur {xn = 0} .

Étant donné que z+(t, x′, 0) a été déterminé en f) et que ∂nρ(t, x′, 0) = 0, on obtient pour
φn(t, x′) une équation linéaire du premier ordre

(6.4.22) ∂tφn =
n−1∑

j=1

µj(u+, ∂′
yφ

+, ρ)∂jφn +
∂F+

∂u
(u+, ∂′

yφ
+, ρ).z+.φn

et la condition initiale :

(6.4.23) φn|t=o = ∂nΦ+
0 (x′, 0) .

On résout cette équation sur [To, T1] et on utilise la notation ∂nΦ+(t, x′, 0) = φn(t, x′).
Alors

(6.4.24) ∂nΦ+(t, x′, 0) − ∂nΦε appartient à un borné de H2s+1(]To, T1[×Rn−1) .

h) Construction de ∂nu
+(t, x′, 0).

On définit ∂nu
+(t, x′, 0) par la formule :

(6.4.25) ∂nu+(t, x′, 0) = z+(t, x′, 0)∂nΦ+(t, x′, 0) ,

et ∂nu+(t, x′, 0) appartient à un borné H2s+1(]To, T1[×Rn−1).

i) Construction de u+(t, x′, xn).
On construit u+(t, x′, xn) en procédant comme dans [Mé1]. On désigne par g0 et g1 les

fonctions définies par :

(6.4.26) g0(t, x′) = u+(t, x′, 0) ∈ H2s+1(Rn) ,

(6.4.27) g1(t, x′) = φn(t, x′)z+(t, x′, 0) ∈ H2s+1(]To, T1[×Rn−1) .

On utilise ensuite le ensuite le lemme suivant.

Lemme 6.4.1 Les fonctions g0 et g1 vérifient sur l’arête {t = xn = 0} les conditions de
compatibilités suivantes :

(6.4.28) ∂j
t g0|t=0 = u+

j |xn=0 pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1 ,

(6.4.29) ∂j
t g1|t=0 = (∂nu

+
j )|xn=0 pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1 .
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Preuve. Puisque les données (u0, Φ0) sont dans F o
ε , la condition (6.4.28) découle de

(6.1.10). Pour établir (6.4.29), on remarque d’abord que :

(6.4.30) ∂nu
+
j =

j∑

l=0

C l
jz

+
l ∂nΦ+

j−l .

En dérivant (6.4.27) par rapport à t, il vient

(6.4.31) ∂j
t g1|t=0 =

j∑

l=0

C l
jz

+
l (x′, 0)∂j−l

t φn(0, x′) .

La relation (6.4.29) résulte alors de l’égalité :

(6.4.32) ∂j
t φn(0, x′) = ∂nΦ+

j (x′, 0) pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1

¤
Par rel̀evement de traces (voir par exemple [Li-Ma], chapitre.4), le Lemme 6.4.1 montre

qu’il existe une fonction u+(t, x′, xn) ∈ H2s+1(]To, T1[×Rn
+) telle que :

(6.4.33)





Γn(∂nu
+) = g1(t, x′) sur ]To, T1[×Rn−1 ,

Γn(u+) = g0(t, x′) sur ]To, T1[×Rn−1 ,

∂j
t u

+
|t=0 = u+

j (x′, xn) sur Rn
+ pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1 .

j) Construction de Φ+(t, x′, xn)
La fonction u+ étant déterminée sur Ω+

ToT1
=]To, T1[×Rn

+, on détermine Φ+ en résolvant
l’équation :

(6.4.34) ∂tΦ+ = λ(u+, u+ − U+
0 (u+, ∂′

yΦ
+, ρ), ∂′

yΦ
+)

avec la condition initiale :

(6.4.35) Φ+
|t=0 = Φ+

0 (x′, xn) .

Quitte à diminuer To et T1, mais uniformément par rapport aux données, on obtient alors
une solution sur Ω+

ToT1
telle que :

(6.4.36) Φ+ − Φε appartient à un borné de H2s+1(Ω+
ToT1

) .

Les fonctions u, Φ et ρ que nous venons de construire, vérifient bien les conditions
(3.1.1) à (3.1.8) du paragraphe 3.1. Pour terminer la preuve du Théorème 3.1.2, il reste à
démontrer (3.1.9) ce qui est l’objet du lemme suivant.

Lemme 6.4.2. Le saut de F =
∑n−1

j=0 Aj(u)∂ju + M(u, ∂yΦ)(∂nu/∂nΦ) est de la forme :

(6.4.37) [F ] = ε H

où H reste dans un borné fixé de H2s−1(ωToT1)
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Preuve. D’après (6.4.10), [u] = ρU−(u, ∂′
yΦ, ρ) et ρ = −εea. Les termes [Aj(u)∂ju] sont

donc bien de la forme (6.4.37). Comme [Mz] = M+[z] + [M]z−, il suffit de prouver que
M+[z] est aussi de la forme (6.4.37). Compte tenu de (6.4.16) on a :

(6.4.38) M+[z] = ζM+R+ + M+w2

avec M+ = A0(u+)(G(u+, ∂′
yφ) − ∂tφI) et R+ = R(u+, ∂′

yφ). Le lemme découle alors de
(6.4.15) et de l’identité

(6.4.39) M+R+ = (λ(u+, ∂ ′
yφ) − λ(u+, u−, ∂′

yφ))A0(u+)R+ .

¤

6.5 Données initiales compatibles locales. Prolongement.

Dans ce paragraphe, on se propose de construire des données initiales compatibles
globales qui prolongent des données initiales compatibles locales données ce qui établira la
Proposition 2.4.1. Soit Ω une boule ouverte de Rn centrée à l’origine et Fo(2s + 3, Ω), une
famille de données initiales compatibles sur Ω.

Proposition 6.5.1. Il existe une boule ouverte Ω1 ⊂ Ω centrée à l’origine, T ′
o < 0, T ′

1 > 0
et une famille de données initiales globales Fo(2s + 3), tels que pour tout ε ∈]0, εo] et tout
(u0, Φ0, ρ) ∈ Fo

ε (2s + 3, Ω), il existe (ũ0, Φ̃0, ρ̃) ∈ Fo
ε (2s + 2) tel que

ũ+
0 = u+

0 , Φ̃+
0 = Φ+

0 sur Ω+
1 ,

ũ−
0 = u−

0 , Φ̃−
0 = Φ−

0 sur Ω−
1 ,

ρ̃ = ρ sur ]T ′
o, T

′
1[×Ω1 ,

et pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1

ũ±
j = u±

j , Φ̃±
j = Φ±

j , z̃±
j−1 = z±

j−1 sur Ω±
1 .

Preuve. a) Construction de ρ̃, ũ−
j , Φ̃−

j , z̃−
j , Φ̃+

0 .
On se donne une fonction de troncature χ(x′, xn) ∈ C∞

0 (Rn) telle que :

χ(x′, xn) = 1 si (x′, xn) ∈ Ω1 ,
χ(x′, xn) = 0 si (x′, xn) /∈ Ω .

On définit ρ̃ = −εeÃ sur ]T ′
o, T

′
1[×Rn avec

Ã(t, x′, xn) = χ(x′, xn) A(t, x′, xn) .

On définit ensuite ũ−
0 , Φ̃−

0 , Φ̃+
0 sur Rn

−, par troncature et prolongement en posant

(6.5.1)

ũ−
0 (x′, xn) = χ(x′, xn) u−

0 (x′, xn) ,

Φ̃−
0 (x′, xn) = χ(x′, xn) Φ−

0 (x′, xn) ,

Φ̃+
0 (x′, xn) = χ(x′, xn) Φ+

0 (x′, xn) .

75



Par construction, on a bien ũ−
0 = u−

0 , Φ̃±
0 = Φ±

0 sur Ω±
1 . Les relations (6.2.7) (6.2.8) et

(6.2.9) permettent de construire pour 1 ≤ j ≤ 2s − 1 des fonctions ũ−
j , Φ̃−

j et z̃−
j−1 sur Rn

−
telles que

(6.5.2) ũ−
j = u−

j Φ̃−
j = Φ−

j z̃−
j−1 = z−

j−1 sur Ω−
1

b) Construction des fonctions ũ+
j (x′, 0) et ∂j

nũ+
0 (x′, 0)

On construit d’abord les traces sur {xn = 0} des fonctions ∂j
nũ+

0 et w̃+
j , où l’on utilise

la notation wj = (∂nΦ0)−j∂j
nu0. En notant p1 = p1(u+

0 , ∂ ′
yΦ0) le projecteur sur KerM+

0 =
RR+

0 = R(u+
0 , ∂′

yΦ0) parallèlement à ImM+
0 , il existe une fonction αj(x′) ∈ H2s+1−j(ω)

telle que :

(6.5.3) p1[wj+1] = αj(x′)R+
0 .

On définit alors

(6.5.4) α̃j(x′) = χ(x′, 0) αj(x′)

On pose ζ̃0(x′) = α̃o(x′) et on construit ũ+
0 (x′, 0), [z̃0(x′, 0)], ∂nũ

+
0 (x′, 0) en utilisant les

formules (6.1.10) et (6.2.13). On construit ensuite dans cet ordre, par récurrence sur j et
en procédant comme au paragraphe 6.3 les fonctions :

ζ̃j−1(x′), ũ+
j (x′, 0), [z̃j−1(x′, 0)], ∂nũ+

j (x′, 0) pour 1 ≤ j ≤ 2s − 1 .

Là où χ = 1, on retrouve évidemment les fonctions associées à (u0, Φ0, ρ).

c) Construction de ũ+
0 (x′, xn)

À partir des h̃j(x′) = ∂j
nũ+

0 (x′, 0) ∈ H2s+2−j(Rn−1), sachant que h̃j = ∂j
nu+

0 sur Ω1 ∩
{xn = 0}, on détermine ũ+

0 sur Rn
+ en construisant, par rel̀evement des traces h̃j , une

fonction qui cöıncide avec la fonction u+
0 (x′, xn) sur une demi-boule Ω+

2 . Cette construction
est possible grâce au lemme suivant que l’on démontre en utilisant une partition de l’unité
de l’ensemble compact Ω

+
1 ⊂ Rn

+.

Lemme 6.5.2. Il existe une boule ouverte centrée à l’origine Ω2 ⊂ Ω1 et une fonction
v(x′, xn) ∈ H2s+2(Rn

+) telle que
i) v(x′, xn) = u+

0 (x′, xn) sur Ω+
2

ii) ∂j
nv(x′,0) = h̃j(x′) sur Rn−1 pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1

On définit alors ũ+
0 (x′, xn) ∈ H2s+2(Rn

+) en posant ũ+
0 (x′, xn) = v(x′, xn) et la Propo-

sition 6.5.1 est démontrée.

¤
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6.6 Solutions approchées locales. Prolongement.

Le but de ce paragraphe est de construire des solutions approchées globales qui prolon-
gent des solutions approchées locales données ce qui établira la Proposition 3.1.4. On se
donne donc une famille de solutions approchées locales Fa(2s + 4, ]To, T1[×Ω) au sens de
la Définition 3.1.1.

Proposition 6.6.1. Étant donnés To < 0 < T1, et une boule ouverte Ω1 ⊂ Rn centrée à
l’origine, il existe T2 > 0, une boule ouverte Ω2 ⊂ Rn centrée à l’origine et une famille de
solutions approchées globales, Fa(2s + 1, ] − T2, T2[×Rn) tels que

i) To ≤ −T2 < 0 < T2 ≤ T1 et Ω2 ⊂ Ω1.
ii) Pour tout ε ∈]0, εo] et tout (ua, Φa) ∈ Fa

ε (2s + 4, ]To, T1[×Ω1) il existe (ũa, Φ̃a) ∈
Fa

ε (2s + 1) telle que

ua = ũa et Φa = Φ̃a sur ] − T2, T2[×Ω2 .

Preuve. Pour simplifier, nous noterons (u, Φ) au lieu de (ua, Φa). Le couple (u0, Φ0) =
(u|t=0, Φ|t=0) est un couple de données compatibles locales et en appliquant la Proposition
6.5.1, on peut construire des fonctions ũ0, Φ̃0 et ρ̃ telles que

(6.6.1) (ũ0, Φ̃0) sont des données compatibles globales appartenant à Fo
ε (2s + 3)

De plus, il existe une boule ouverte Ω2 ⊂ Ω1 telle que

(6.6.2) ũ0 = u0 , Φ̃0 = Φ0 sur Ω2 , ρ̃ = ρ sur ]To, T1[×Ω2 .

Nous construisons maintenant les solutions approchées ũ± et Φ̃± en procédant par étapes.

a) Construction de ũ−(t, x′, xn).
On construit tout d’abord les fonctions ũ±

j (x′, xn), Φ̃±
j (x′, xn), z̃±

j−1(x
′, xn) sur Rn

+ et Rn
−

à partir de (ũ0, Φ̃0, ρ̃) en appliquant les formules (6.2.7) (6.2.8) (6.2.9). En utilisant une
partition de l’unité de l’ensemble compact Ω

−
2 ⊂ Rn

−, on démontre le résultat suivant.

Lemme 6.6.2. Il existe T2 > 0 vérifiant To ≤ −T2 < 0 < T2 ≤ T1 et une fonction
ũ−(t, x′, xn) ∈ H2s+3(] − To, T1[×Rn

−) tels que
i) ũ− = u− sur ] − T2, T2[×Ω−

2 ,
ii) pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1 , ∂j

t ũ
−
|t=0 = ũ−

j (x′, xn) sur Rn
−).

b) Construction de Φ̃−(t, x′, xn).
Lorsque ũ− est connue, on détermine Φ̃−(t, x′, xn) en résolvant l’́equation du premier

ordre

(6.6.3) ∂tΦ̃− = λ(ũ− + U0(ũ−, ∂′
yΦ̃

−, ρ̃), ũ−, ∂ ′
yΦ̃

−) ,

avec la condition initiale

(6.6.4) Φ̃−
|t=0 = Φ̃−

o (x′, xn) .
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Il existe T ′
1 > 0, avec To ≤ −T ′

1 < 0 < T ′
1 < T1, tel que la solution de (6.6.3) (6.6.4) existe

sur ] − T ′
1, T

′
1[×Rn

− et vérifie

(6.6.5) Φ̃− − Φε appartient à un borné de H2s+3(] − T ′
1, T

′
1[×Rn

−) .

De plus, par vitesse finie de propagation, quitte à diminuer T2 et Ω2, on a Φ̃− = Φ− sur
] − T2, T2[×Ω−

2 .

c) Construction de z̃−(t, x′, xn).
ũ− et Φ̃− étant construites , on définit

(6.6.5) z̃− =
∂nũ−

∂nΦ̃−

qui reste dans un borné de H2s+2(] − T2, T2[×Rn
−).

d) Construction de ũ+(t, x′, 0).
On définit ũ+(t, x′, 0) par la formule :

(6.6.6) ũ+(t, x′, 0) = ũ−(t, x′,0) + ρ̃ U−(ũ−, ∂′
yφ̃

−, ρ̃) .

D’après (6.1.5), on a donc [ũ1] = ρ̃(t, x′, 0). De plus

(6.6.7) ũ+(t, x′, 0) − u+
ε appartient à un borné de H2s+1(] − T2, T2[×Rn−1) .

e) Construction de Φ̃+(t, x′, 0).
On définit Φ̃+(t, x′, 0) sur ] − T2, T2[×Rn−1 par la formule :

(6.6.8) Φ̃+(t, x′, 0) = Φ̃−(t, x′, 0) = φ̃(t, x′) .

D’après (6.6.3) et (6.6.6), φ̃ vérifie sur {xn = 0}

∂tφ̃ = λ(ũ+, ũ−, ∂ ′
yφ̃)

avec la condition initiale φ̃|t=0 = Φ̃+
0 (x′, 0) = Φ̃−

0 (x′, 0).

f) Construction de z̃+(t, x′, 0).
On considère la matrice M+

1 = λ(u+, ∂′
yφ) − G(u+, ∂′

yφ) dont la restriction à t = 0 est
la matrice M+

0 de (6.2.11). On note encore p1 le projecteur sur KerM+
1 parallèlement à

ImM+
1 .

Sur l’ouvert ]To, T1[×ω1, le saut [z(t, x′, 0)] est défini et appartient à H2s+1(]To, T1[×ω1).
On décompose [z(t, x′, 0)] en

(6.6.9) [z] = p1[z] + (I − p1)[z] = w1 + w2 .

Étant donné que F1 est engendré par R+ = R(u+, ∂ ′
yφ), il existe une fonction ζ(t, x′) ∈

H2s+1(]To, T1[×ω1) telle que

(6.6.10) w1 = p1[z] = ζ(t, x′)R(u+, ∂′
yφ) sur ]To, T1[×ω1 .
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Puisque les fonctions ũ0 et Φ̃0 sont des données compatibles, il existe, d’après la Proposition
6.2.3, des fonctions ζ̃j , Z̃j ∈ H2s+1−j(Rn−1) telles que

(6.6.11) [z̃j ] =
j∑

l=o

C l
j ζ̃l R̃+

j−l + Z̃j pour 0 ≤ j ≤ 2s − 2 .

En comparant avec (6.6.10), on montre que

(6.6.12) ζ̃j = ∂j
t ζ|t=0 et Z̃j = ∂j

t w2|t=0 pour x′ ∈ ω2 ⊂ ω1 .

Quitte à diminuer ω2, on construit alors des fonctions ζ̃(t, x′) et w̃2(t, x′) définies sur Rn

et telles que

(6.6.13) ζ̃(t, x′) = ζ(t, x′) et w̃2(t, x′) = w2(t, x′) sur ] − T2, T2[×ω2 ,

(6.6.14) ∂j
t ζ̃|t=0 = ζ̃j et ∂j

t w̃2|t=0 = Z̃j sur Rn−1 .

D’autre part, comme (u,Φ) est une solution approchée locale, w2 est de la forme w2 =
ε g, avec g dans un borné de H2s+1(]To, T1[×ω1). On peut alors construire w̃2 tel que

(6.6.15) w̃2(t, x′) = ε g̃(t, x′)

avec g̃ appartenant à un borné de H2s+1(] − T2, T2[×Rn−1). On définit alors

(6.6.16) z̃+(t, x′, 0) = z̃−(t, x′, 0) + ζ̃ R(ũ+, ∂′
yφ̃) + w̃2(t, x′) .

Sur ] − T2, T2[×ω2, on a bien z̃+(t, x′, 0) = z+(t, x′, 0).

g) Construction de ∂nΦ̃+(t, x′, 0).
La fonction Φ̃+(t, x′, xn) que l’on veut construire doit être solution de :

(6.6.17) ∂tΦ̃+ = λ(ũ+, ũ+ − U+
0 (ũ+, ∂′

yΦ̃
+, ρ̃), ∂′

yΦ̃
+) .

En dérivant cette équation par rapport à xn, on obtient pour φn(t, x′) = ∂nΦ̃+(t, x′, 0) une
équation de la forme (6.4.20). On détermine ainsi ∂nΦ̃+(t, x′, 0) en résolvant les analogues
de (6.4.22) (6.4.23) sur ] − T2, T2[×Rn−1.

h) Construction de ∂nũ
+(t, x′, 0).

On définit

(6.6.18) ∂nũ
+(t, x′, 0) = z̃+(t, x′, 0) ∂nΦ̃+(t, x′, 0)

i) Construction de ũ+(t, x′, xn)
On définit alors ũ+(t, x′, xn) comme la solution v(t, x′, xn) du problème de relèvement

de traces suivant.
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Lemme 6.6.5. Il existe 0 < T3 < T2 et une fonction v ∈ H2s+1(]−T2, T2[×Rn
+) tels que :

i) v = u+ sur ] − T3, T3[×Ω+
2 ,

ii) ∂j
t v/t=o = ũ+

j (x′, xn) sur Rn
+ pour 0 ≤ j ≤ 2s − 1,

iii) v(t, x′, 0) = ũ+(t, x′, 0) sur ] − T3, T3[×Rn−1,
iv) ∂nv(t, x′, 0) = ∂nũ+(t, x′, 0) sur ] − T3, T3[×Rn−1.

j) Construction de Φ̃+(t, x′, xn).
ũ+ étant connue sur ]−T2, T2[×Rn

+, on détermine Φ+ sur ]−T ′
2, T

′
2[×Rn

+, avec 0 < T ′
2 < T2

en résolvant l’équation (6.6.17) avec la condition initiale

(6.6.19) Φ̃+
|t=0 = Φ̃+

0 (x′, xn) .

Quitte à diminuer T2, on obtient une solution Φ̃+ telle que

(6.6.20) Φ̃+ − Φε appartient à un borné de H2s+1(] − T2, T2[×Rn
+)

En comparant les équations (6.6.3) et (6.6.17), on vérifie que la trace de Φ̃+ sur {xn = 0}
cöıncide bien avec la fonction φ̃ de (6.6.8). En particulier le saut de Φ̃ est nul.

On vérifie que les fonctions ũ, Φ̃ et ρ̃ que nous venons de construire sont bien des solu-
tions approchées globales prolongeant u,Φ et ρ, ce qui termine la preuve de la Proposition
6.6.1.

¤

6.7 Solutions locales exactes dans le passé. Prolongement

Dans ce paragraphe nous montrons que toute solution locale du système (SR) définie
dans le passé se prolonge en une solution approchée locale, ce qui établira la Proposi-
tion 3.1.5. Pour cela, on se donne une solution locale (u1, Φ1) de classe C2k du système
(SR) définie sur l’ouvert ]To, 0[×Ω1) et on construit un prolongement (ua,Φa).

a) Construction de u−
a et ρa.

On prolonge u−
1 en une fonction u−

a ∈ H2k(]To, T1[×Ω−
2 ) avec T1 > 0 et Ω2 ⊂ Ω1, telle

que u−
a = u−

1 sur ]To, 0[×Ω2). En prolongeant A on obtient de même un prolongement ρa

de ρ1 = −εeA.

b) Construction de Φ−
a et z−

a .
On détermine Φ−

a en résolvant l’équation (2.3.16)

(6.7.1) ∂tΦ = λ(u−
a + ρaU

−(u−
a , ∂′

yΦ, ρa), u−
a , ∂′

yΦ) , Φt<0 = Φ1 .

La solution obtenue Φ−
a est définie sur un ouvert inclus dans ]To, T1[×Ω−

2 mais que nous
noterons encore ]To, T1[×Ω−

2 . On construit ensuite z−
a en posant z−

a = ∂nu−
a /∂nΦ−

a .
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c) Construction de u+
a (t, x′, 0), Φ+

a (t, x′, 0) et z+
a (t, x′, 0).

On définit

(6.7.2) u+
a (t, x′, 0) = u−

a (t, x′, 0) + ρaU
−(u−

a , ∂ ′
yΦ

−
a , ρa)

(6.7.3) Φ+
a (t, x′,0) = Φ−

a (t, x′, 0) = φa(t, x′)

Ces fonctions sont bien définies sur un ouvert de la forme ]To, T1[×ω2 où T1 > 0 et ω2 est une
boule ouverte de Rn−1 centrée à l’origine. Afin de construire z+

a (t, x′, 0) nous introduisons
les notations suivantes

(6.7.4) A(u, ∂yφ) = −A−1
0 (u)M(u, ∂yφ) ,

(6.7.5) B(u, ∂′
yu) = −

n−1∑

j=1

A−1
0 (u)Aj(u)∂ju ,

(6.7.6) M1(u, ∂yφ) = λ(u, ∂′
yφ)I − G(u, ∂′

yφ) .

On note A±, B±, M±
1 les matrices :

A± = A(u±
a , ∂yφa) , B± = B(u±

a , ∂′
yu

±
a ) , M±

1 = M1(u±
a , ∂yφ) .

Ces matrices sont bien définies sur ]To, T1[×ω2 . On considère (cf paragraphe 6.2 ) le
projecteur p1 sur KerM+

1 parallèlement à ImM+
1 . On note p2 le projecteur p2 = I − p1.

On définit ensuite la fonction E(t, x′) sur ]To, T1[×ω2 en posant :

(6.7.7) E(t, x′) = [∂tua] − [A]z−
a − [B]

Puisque ua est solution exacte dans le passé, on a

(6.7.8) A+[z] = E sur ]To, 0[×ω2 .

Par ailleurs, il existe une fonction ζ(t, x′) définie sur ]To, 0[×ω2 telle que

p1z = ζ(t, x′)R(u+
1 , ∂′

yφ1) ,

où z = ∂nu1/∂nΦ1. Soit ζa(t, x′) une fonction définie sur ]To, T1[×ω2 qui prolonge ζ(t, x′).
On définit un prolongement v1 de p1[z] en posant

(6.7.9) v1 = ζa(t, x′)R(u+
a , ∂′

yφa) .

En notant g = ∂tφa − λ(u+
a , ∂′

yφa) = λ(u+
a , u−

a , ∂′
yφa) − λ(u+

a , ∂′
yφa), on a

(6.7.10) A+ = gI + M+
1 .

Comme g est d’ordre ε, A+ est un isomorphisme de ImM+
1 sur lui même et en notant

(A+)−1 l’isomorphisme réciproque, on définit un prolongement v2 de p2[z] en posant

(6.7.11) v2 = (A+)−1p2E .

La fonction

(6.7.12) z+
a (t, x′, 0) = z−

a (t, x′, 0) + v1(t, x′) + v2(t, x′)

est définie sur ]To, T1[×ω2 et prolonge à des temps positifs la fonction donnée z(t, x′, 0)
donnée dans le passé.
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d) Construction de ∂nΦ+
a (t, x′, 0), u+

a (t, x′, xn), Φ+
a (t, x′, xn).

On construit ces trois fonctions en procédant exactement comme au paragraphe 6.4. On
définit tout d’abord ∂nΦ+

a (t, x′, 0) comme solution de l’́equation linéaire du premier ordre
(6.4.22) avec la condition dans le passé ∂nΦ+

a (t, x′, 0) = ∂nΦ+
1 (t, x′, 0).

On désigne ensuite par g0(t, x′) et g1(t, x′) les fonctions définies par

g0(t, x′) = u+
a (t, x′, 0) g1(t, x′) = ∂nΦ+

a (t, x′, 0)z+
a (t, x′, 0)

et on construit u+
a (t, x′, xn) de sorte que :

(6.7.13)





u+
a (t, x′, 0) = g0(t, x′)

∂nu
+
a (t, x′, 0) = g1(t, x′)

u+
a (t, x′, xn) = u+

1 (t, x′, xn)
pour t < 0 .

Enfin, on construit Φ+
a (t, x′, xn) en résolvant l’équation eikonale (6.4.34) avec la condition

dans le passé Φ+
a (t, x′, xn) = Φ+

1 (t, x′, xn).
Le couple (ua, Φa) ainsi construit est défini sur un ouvert de la forme ]To, T1[×Ω2, avec

T1 > 0 et Ω2 ⊂ Ω1, et il est clair que (ua, Φa) = (u1, Φ1) sur ]To, 0[×Ω2.
De plus (ua, Φa) ∈ p−H2k−2(]To, T1[×Ω2). Nous terminons ce paragraphe en montrant

que (ua, Φa) est bien une solution approchée. Il est facile de voir que les conditions (3.1.1)
à (3.1.8) du paragraphe 3.1 sont réalisées et il reste à établir (3.1.9). Pour cela, on définit :

(6.7.14) fa =
n−1∑

j=o

Aj(ua)∂jua + M(ua, ∂yΦa)
∂nua

∂nΦa

et on doit montrer que [fa] est de la forme

(6.7.15) [fa] = ε H

avec H appartenant à un borné de H2k−2(]To, T1[×ω2). Le dernier terme de la somme
[fa] s’écrit [M(ua, ∂yΦa)za] = M+[za] + [M]z−

a et d’après (6.7.2) les termes [M]z−
a et

[Aj(ua)∂jua] sont bien de la forme (6.7.15).
Enfin M+[za] = −A0(u+

a )A+[za] et on a A+[za] = A+v1 +A+v2 où v1 et v2 sont donnés
par (6.7.9) et (6.7.11). Étant donné que g = λ(u+

a , u−
a , ∂′

yφa) − λ(u+
a , ∂ ′

yφa) et E donné par
(6.7.7) sont de la forme (6.7.15), il en est de même des termes A+v1 = gv1 et A+v2 = p2(E).
La condition (3.1.9) est vérifiée et la Proposition 3.1.5 est démontrée.

¤
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7 Paralinéarisation

Le but de ce paragraphe est de préparer la démonstration du Théorème 3.3.2 en par-
alinéarisant l’équation (3.3.2). Le besoin du recours au calcul paradifférentiel a été expliqué
au §1.2.7. Comme indiqué au §1.2.8, la paralinéarisation permet de découpler les régularités
limitées nécessaires au calcul de commutateurs et la régularité effective, beaucoup plus
grande, des solutions. Les principes du calcul ont été posés par J.M.Bony [Bo] (voir aussi
[Mey], [Hö2]). Nous utiliserons un calcul paradifférentiel conormal à paramètre et localisé
en temps introduit dans [Mé1]

Dans un premier temps (§7.1) nous rappelons les définitions et résultats tirés de [Mé1].
Puis dans la suite du paragraphe, nous paralinéariserons les équations et les conditions aux
limites, dans l’esprit esquissé au §1.2.8.

7.1 Le paraproduit

On se donne deux réels To < T1 < 0 et un entier m (très grand devant 2s ). Les ouverts
ΩT = Ω+

T ∪Ω−
T sont définis en (2.6.1). On note aussi ωT =]To, T1[×Rn−1. Pour µ entier ≥ 0,

on note ΛµΩT ) l’espace des fonctions a ∈ L∞(ΩT ) dont les dérivées conormales δαa sont
dans L∞(ΩT ) pour |α| ≤ µ. Ces espaces sont munis de la norme évidente que l’on note
‖u‖∗∗

µ,T . Parallèlement, on notera aussi Λµ(ωT ) l’espace W µ,∞(ωT ) et sa norme est notée
|u|∗µ,T ( voir 3.3.5 ).

Les espaces H0,σ ont été définis au paragraphe 3.3 pour σ entier ≥ 0. La définition
s’étend de façon habituelle aux σ < 0 (voir [Mé1] ).

Dans [Mé1] sont construits des opérateurs de paraproduits “conormaux, à paramètre
γ et localisés dans les bandes To ≤ t ≤ T ”. Ils sont notés P II,γ,T dans [Mé1], et nous les
noterons plus simplement P γ,T ci-dessous.

Ce sont des applications bilinéaires de Λ0(ΩT ) × H0,−m(ΩT ) dans H0,−m(ΩT ) définies
pour T ≥ 0 et γ ≥ 0 dont nous rappelons brièvement la construction.

On note x = (xo, ..., xn) = (y, xn) la variable de Rn+1 et on fixe une décomposition
dyadique en se donnant une fonction ϕ ∈ C∞

0 (Rn+1), positive ou nulle, à support dans la
boule de rayon 2, et valant 1 sur la boule de rayon 1. Pour j ≥ 0, on note :

(7.1.1) ϕj(ξ) = ϕ(2−jξ) , Sj = ϕj(Dx) , ∆j+1 = Sj+1 − Sj .

Pour j ≥ 3, on définit le paraproduit

(7.1.2) U j
a = U j(a, u) = Sj−3a.Sju +

∑

k>j

Sk−3a.∆ku

On définit maintenant un paraproduit noté Uγ(a, u) qui dépend du paramètre γ ≥ 1. Afin
de rendre la dépendance en γ régulière, on se donne une fonction ζ ∈ C∞

0 ∈ R, à support
dans ]1/4, 1[, et telle que

∑∞
j=0 ζ(2−jγ) = 1. On définit alors :

(7.1.3) Uγ(a, u) =
∞∑

j=0

ζ(2−j+3γ)U j(a, u) .
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On introduit ensuite le conjugué de Uγ par le poids εγt, :

(7.1.4) Zγ(a, u) = eγtUγ(a, e−γtu) .

D’après le lemme 6.3.1 de [Mé1], il existe des opérateurs de prolongement notés πT et πγ,T

opérant de W µ(ΩT ) dans Wµ(Rn+1) et de Hs(ΩT ) dans Hs(Rn+1). Pour s et µ entiers ≥ 0,
on a noté Hs(ΩT ) et Wµ(ΩT ) = W µ,∞(ΩT ) les espaces de Sobolev usuels. Ces opérateurs
de prolongement permettent de définir pour (a, u) ∈ W µ(ΩT ) × Hs(ΩT ) le paraproduit
localisé

(7.1.5) Zγ,T (a, u) =
{

Zγ(πTa, πγ,Tu)
}

∣∣ΩT

On se donne d’autre part une partition C∞ de l’unité :

(7.1.6) 1 = θ0(xn) +
∞∑

j=1

θ(2jxn)

où θo est une fonction à support dans |xn| ≥ 2/3 valant 1 pour |xn| ≥ 1 et θ est à support
dans 1 ≤ |xn| ≤ 2. Pour j ≥ 1, on note θj(xn) = θ(2jxn).

Par ailleurs, on se donne des fonctions ψ0 et ψ. ψ0 vaut 1 pour |xn| ≥ 1/2 et est à support
dans |xn| ≥ 1/3. ψ est à support dans 1/2 ≤ |xn| ≤ 4 et vaut 1 pour 2/3 ≤ |xn| ≤ 3. Pour
j ≥ 1, on note ψj(xn) = ψ(2jxn).

En outre, pour j ∈ Z, on introduit les dilatations Mj définies par

Mju(y, xn) = u(y, 2−jxn) .

On définit alors le paraproduit

(7.1.7) P γ,T (a, u) =
∞∑

k=o

θkM−k{Zγ,T (Mkψka, Mkψku) .}

On notera aussi P γ,T (a, u) = P γ,T
a u.

Les propriétés suivantes sont démontrées dans [Mé1].

Action. P γ,T
a opère de H0,s(ΩT ) dans lui-même pour s ∈ [−m, m] et il existe une

constante indépendante de T, γ, s et de (a,u) telle que :

(7.1.8) ‖P γ,T (a, u)‖t
s,γ,T ≤ C‖a‖∗∗

0,T ‖u‖t
s,γ,T

De façon générale, on désigne ci-dessous par C des constantes indépendantes de T ≥
0, γ ≥ 0 et des fonctions a, u, ... qui interviennent. Nous remarquons d’autre part que
W µ,∞(ΩT ) ⊂ Λµ(ΩT ) de sorte que toutes les propriétés énoncées ci-dessous restent valables
en remplaçant partout les normes ‖a‖∗∗

µ,T par ‖a‖∗
µ,T .
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Localisation. Pour 0 ≤ µ ≤ m, 0 ≤ s ≤ m, a ∈ Λµ(ΩT ) et u ∈ H0,s−µ(ΩT ) tel que u = 0
pour t ≤ T1, la restriction de P γ,T (a, u) à ΩT1 appartient à H0,s(ΩT1) et

(7.1.9) ‖P γ,T (a, u)‖t
s,γ,T1

≤ C‖a‖∗∗
µ,T ‖u‖t

s−µ,γ,T .

Calcul symbolique. Pour a et b dans Λµ(ΩT ), avec 0 ≤ µ ≤ m, P γ,T
a ◦P γ,T

b −P γ,T
a b opère

de H0,s−µ(ΩT dans H0,s(ΩT ) pour 0 ≤ s ≤ m et

(7.1.10)
‖(P γ,T

a ◦ P γ,T
b −P γ,T

ab )u‖t
s,γ,T ≤

C
{
‖a‖∗∗

µ,T‖b‖∗∗
0,T + ‖a‖∗∗

0,T‖b‖∗∗
µ,T

}
‖u‖t

s−µ,γ,T .

Commutation aux dérivations conormales. Pour a ∈ Λ1(ΩT ), 0 ≤ s ≤ m et |α| ≤
s + 1, le commutateur [δα, P γ,T

a ] opère de H0,s(ΩT ) dans H0,s−|α|+1(ΩT ) et :

(7.1.11) ‖[δα, P γ,T
a ] u‖t

s,γ,T ≤ C‖a‖∗∗
1,T ‖u‖t

s,γ,T .

Paralinéarisation 1. Pour a ∈ Λ1(ΩT ) ∩ H0,s(ΩT ) et u ∈ Λ0(ΩT ) ∩ H0,s−µ(ΩT ) avec
µ ≥ 0 et 0 ≤ s ≤ m, la différence r = a u − P γ,T (a, u) est dans H0,s(ΩT ) et :

(7.1.12) ‖r‖t
s,γ,T ≤ C

{
‖a‖∗∗

µ,T‖u‖t
s−µ,γ,T + ‖u‖∗∗

o,T‖a‖t
s,γ,T

}
.

Paralinéarisation 2. Pour a ∈ Λµ(ΩT )∩H0,s−ν(ΩT ) et u ∈ Λν(ΩT )∩H0,s−µ(ΩT ) avec µ ≥
0, ν ≥ 0, µ+ν ≤ s ≤ m, et u = 0 pour t < T1, la différence r = a u−P γ,T (a, u)−P γ,T (u, a)
est dans H0,s(ΩT ) et :

(7.1.13) ‖r‖t
s,γ,T ≤ C

{
‖a‖∗∗

µ,T‖u‖t
s−µ,γ,T + ‖u‖∗∗

ν,T ‖a‖t
s−ν,γ,T

}
.

Paralinéarisation 3. Pour a ∈ Λ1(ΩT ), u ∈ L2(ΩT ) et 0 ≤ j ≤ n − 1, la différence
r = a∂ju − P γ,T

a ∂ju est dans L2(ΩT ) et :

(7.1.14) ‖r‖t
0,γ,T ≤ C‖a‖∗∗

1,T ‖u‖t
0,γ,T .

Paralinéarisation 4. Si F est une fonction C∞ de ses arguments, telle que F (0) = 0, si
u ∈ Λµ(ΩT )∩ H0,s−µ(ΩT ) et si χ(t) est une fonction C∞ nulle pour t < T1 et valant 1 pour
t ≥ 0, alors la différence r = χ F (u) − P γ,T (F ′(u), χu) est dans H0,s(ΩT ). En outre

(7.1.15) ‖r‖t
s,γ,T ≤ C(‖u‖∗∗

µ,T )‖u‖t
s−µ,γ,T .

Paralinéarisation 5. Si a est une fonction C∞, alors pour u ∈ H0,−m(ΩT ) la différence
r = a u − P γ,T

a u est dans H0,m(ΩT ) et

(7.1.16) ‖r‖t
m,γ,T ≤ C‖a‖∗∗

2m,T ‖u‖t
−m,γ,T .

La quantification P a l’inconvénient majeur de mal commuter à la dérivation ∂n. Pour
contourner cette difficulté, on a construit dans [Mé1] une autre quantification Πγ,T . Pour
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l’introduire, nous devons d’abord rappeler la définition du paraproduit tangentiel, noté
P I,γ,T dans [Mé1]. On commence par fixer une décomposition dyadique tangentielle en se
donnant une fonction ϕ′ ∈ C∞

0 (Rn), positive où nulle, à support dans la boule de rayon 2,
et valant 1 sur la boule de rayon 1. En notant η = (η0, ..., ηn−1) les variables duales dans
Rn, on définit pour j ≥ 0,

(7.1.17) ϕ′
j(η) = ϕ′(2−jη) , S ′

j = ϕ′
j(Dy) , ∆′

j+1 = S ′
j+1 − S ′

j .

Comme précédemment, on définit ensuite les paraproduits :

(7.1.18) T j
a = T j(a, u) = S′

j−3a.S′
ju +

∑

k>j

S′
k−3a.∆′

ku ,

(7.1.19) T γ(a, u) =
∞∑

j=0

ζ(2−j+3γ)T j(a, u) ,

(7.1.20) P I,γ(a, u) = eγtT γ
a (e−γtu) .

Pour s entier, on note E0,s(ΩT ) l’espace des fonctions u telles que

(7.1.21) e−γt∂α
y u ∈ L2(ΩT ) pour |α| ≤ s .

où ∂α
y désigne un produit de dérivées tangentielles ∂0, ∂1, ..., ∂n−1. D’après le lemme 6.3.1

de [Mé1], les opérateurs de prolongement notés πT et πγ,T , opèrent aussi de Λµ(ΩT ) dans
Λµ(Rn+1) et de E0,s(ΩT ) dans E0,s(Rn+1), ce qui permet de définir un paraproduit localisé
sur Λµ(ΩT ) × E0,s(ΩT ),

(7.1.22) P I,γ,T (a, u) =
{

P I,γ(πTa, πγ,T u)
}
∣∣ΩT

.

Ce paraproduit jouit de propriétés analogues à celles listées plus haut, pour le calcul tan-
gentiel, dans la châıne des espaces H0,s.

On définit ensuite les espaces Λµ,1(ΩT ) [resp. Es,1(ΩT ) ] des u ∈ Λµ(ΩT ) [resp. u ∈
H0,s(ΩT ) ] tels que ∂nu ∈ Λµ−2(ΩT ) [resp. ∂nu ∈ H0,s−2(ΩT ) ]. Pour a ∈ Λµ,1(ΩT ), avec
µ ≥ 2, on note

a0(y, xn) =

{
a(y, 0+) si xn > 0
a(y, 0−) si xn < 0

et σa = a − a0 ,

où a(y, 0±) désignent les traces de a sur {xn = 0}, à droite et à gauche.
Pour u ∈ Es,1(ΩT ) on note Γu les traces (à droite et à gauche) de u et ργ,T u = Rγ,T Γu,

où Rγ,T est l’opérateur de relèvement de trace défini à la Proposition 7.2.2 de [Mé1]. En
posant σγ,T u = u − ργ,T u, on peut maintenant définir pour a ∈ Λ2,1(ΩT ) et u ∈ E2,1(ΩT )

(7.1.23) Πγ,T (a, u) = P γ,T (a, σγ,T u) + P γ,T (σa, ργ,T u) + P I,γ,T (ao, ργ,T u) .

Ce paraproduit jouit des propriétés suivantes (cf [Mé1]).
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Comparaison de Π et P . Pour 2 ≤ µ ≤ m, 2 ≤ s ≤ m, T ≥ 0, a ∈ Λµ(ΩT ) et
u ∈ Es,1(ΩT ), la fonction f = Πγ,T (a, u) − P γ,T (a, u) est dans H0,s+µ(ΩT ) et

(7.1.24) ‖f‖t
s+µ,γ,T ≤ C‖a‖∗∗

µ,T

{
‖u‖t

s,γ,T + ‖∂nu‖t
s−2,γ,T

}
.

Commutation de Π à ∂n. Si a ∈ Λ2,1(ΩT ) et u ∈ Es,1(ΩT ) avec s ≥ 0, alors la différence
r = ∂nΠγ,T (a, u) − P γ,T (a, ∂nu) est dans H0,s(ΩT ) et

(7.1.25) ‖r‖t
s,γ,T ≤ C

{
‖a‖∗∗

2,T + ‖∂na‖∗∗
0,T

}{
‖u‖t

s,γ,T + ‖∂nu‖t
s−2,γ,T

}
.

La règle suivante se déduit aisément de (7.1.8), (7.1.10) et (7.1.16)

Commutation avec une fonction lisse. Si ρ est une fonction C∞ et bornée ainsi que
toute ses dérivées, si a ∈ Λµ(ΩT ) où 0 ≤ µ ≤ m et si u ∈ H0,s−µ(ΩT ) où 0 ≤ s ≤ m, la
différence r = P γ,T (aρ, u) − P γ,T (a, ρu) est dans H0,s(ΩT ) et

(7.1.26) ‖r‖t
s,γ,T ≤ C‖a‖∗∗

µ,T ‖u‖t
s−µ,γ,T ,

où C est une constante qui ne dépend que de ρ.
On déduit également de (7.1.8) et (7.1.24) l’action de Πγ,T dans Es,1(ΩT ).

Action. Pour 0 ≤ s ≤ m, T ≥ 0, a ∈ Λµ(ΩT ) et u ∈ Es,1(ΩT ), Πγ,T
a opère de Es,1(ΩT )

dans H0,s(ΩT ) et

(7.1.27) ‖Πγ,T
a u‖t

s,γ,T ≤ C‖a‖∗∗
2,T

{
‖u‖t

s,γ,T + ‖∂nu‖t
s−2,γ,T

}
.

Notons que la construction de P et Π est faite séparément sur Ω+
T et Ω−

T . Par conséquent,
tous les résultats rappelés ci-dessus sont vrais sur Ω+

T et Ω−
T séparément.

On introduit de façon similaire sur les ouverts ωT des paraproduits tangentiels, encore
notés P γ,T . Ils sont définis comme en (7.1.22) et agissent sur les fonctions de y. Ils opèrent
dans les espaces Wµ,∞(ωT ) et Hs(ωT ) . Ils possèdent des propriétés analogues à celles
décrites ci-dessus. Les estimations (7.1.8) à (7.1.16) sont valables pour ce paraproduit
en remplaçant toutefois dans (7.1.11) les dérivations conormales δα par les dérivations
tangentielles ∂α

y .
Enfin, en notant comme ci-dessus Γu les traces sur {xn = 0} de la fonction u, on a :

Traces. Si a ∈ Λ2,1(Ω±
T ) et u ∈ Es,1(Ω±

T ) on a

(7.1.28) ΓΠγ,T (a, u) = P γ,T (Γa,Γu) .

7.2 Généralités sur l’équation (3.2.3)

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à l’opérateur linéaire associé à l’équation
(3.2.3). Il est défini par

(7.2.1) Lv =
n−1∑

j=o

Aj(u)∂jv + M(u, ∂yΦ)
∂nv

∂nΦ
.
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Puisque λ(u, ∂′
yΦ) est valeur propre de G(u, ∂′

yΦ) et que

M(u, ∂yΦ) = Ao(u)
[
G(u, ∂′

yΦ) − ∂tΦ Id
]
,

il existe des matrices W (u, θ) et V (u, θ), C∞ sur U × O, inversibles et vérifiant :

(7.2.2) W (u, ∂ ′
yΦ)M(u, ∂yΦ)V (u, ∂ ′

yΦ) =
[

h 0
0 IN−1

]
,

où h est la fonction

(7.2.3) h = λ(u, ∂′
yΦ) − ∂tΦ .

On se donne une famille de solutions (3.2.3) ... (3.2.10) notée F (s, T ), comme indiqué
au paragraphe 3.3. Lorsque (u,Φ) ∈ Fε(s, T ), on a, d’après (2.3.13),

(7.2.4)

{
h+ = λ(u+, ∂′

yΦ
+) − λ(u+, u+ − p+, ∂′

yΦ
+) sur Ω+

T ,

h− = λ(u−, ∂′
yΦ

−) − λ(u− + p−, u−, ∂′
yΦ

−) sur Ω−
T ,

avec p+ = −ε eA U+(u+, ∂ ′
yΦ+, −ε eA) et p− = −ε eA U−(u−, ∂′

yΦ−,−ε eA).
En effectuant un développement de Taylor on obtient :

(7.2.5)





h+ =
1
2
p+.duλ(u+, ∂′

yΦ
+) +

∑

|α|=2

(p+)αg+
α (u+, p+, ∂′

yΦ
+) ,

h− = −1
2
p−.duλ(u−, ∂ ′

yΦ
+) +

∑

|α|=2

(p−)αg−
α (u−, p−, ∂ ′

yΦ
−) ,

où les g±
α sont des fonctions C∞ de leurs arguments.

En considérant d’autre part le choc plan (uε, Φε) associé à (u, Φ), on définit les con-
stantes

(7.2.6)
p+

ε
= p−

ε
= [uε] ,

h+
ε = λ(u+

ε ,0) − λ(u+
ε , 0, 0) , h−

ε = λ(0, 0) − λ(u+
ε , 0, 0) ,

b+
ε = ln(−h+

ε /ε) , b−
ε = ln(h−

ε /ε) .

Lemme 7.2.1. Si (u,Φ) ∈ Fε(s, T ), il existe des fonctions b+, b−, g+
1 , g−

1 , g+
2 et g−

2 telles
que :

(7.2.7)

h+ = −ε eb+ sur Ω+
T ,

h− = ε eb−
sur Ω−

T ,

b± = A + ln(g±
1 /2 + ε eA g±

2 ) .

Dans (7.2.7) a = ln(−[u1]/ε) et A = RT (a), où RT est l’opérateur de relèvement de traces
défini au paragraphe 5.3. De plus, g±

1 et g±
2 sont des fonctions de la forme g±

j (u±, ∂ ′
yΦ

±) et
il existe une constante δ1 > 0 telle que g±

1 ≥ δ1 > 0.
En outre, il existe une fonction C(·) telle que b′ = (b′+, b′−) = b − bε vérifie

(7.2.8) ‖b′‖∗
2,T ≤ C(M)

où M = M∞(u,Φ, T ) est défini en (3.3.9).
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Preuve. On écrit p+ sous la forme :

(7.2.9) p+ = −ε eA U+(u+, ∂′
yΦ

+, 0) + ε2 e2Ag3(u+, ∂′
yΦ

+, −εeA) .

En vertu de l’Hypothèse 2 (cf paragraphe 2), il existe δ1 > 0 tel que :

(7.2.10) U+(u+, ∂ ′
yΦ

+, 0) · duλ(u+, ∂′
yΦ

+) ≥ δ1 .

En reportant (7.2.9) dans (7.2.5), il vient

(7.2.11) h+ = −1
2
ε eAg1(u+, ∂′

yΦ
+) + ε2 e2Ag2(u+, ∂′

yΦ
+, −εeA)

où g1 vérifie g1(u+, ∂ ′
yΦ+) ≥ δ1. On en déduit (7.2.7).

D’après le Corollaire 5.3.2, on a

(7.2.12) ‖A‖∗
2,T ≤ C|a|∗4,T

L’estimation (7.2.8) en résulte.
¤

Nous utiliserons en outre les estimations suivantes de p′ = p−p
ε
, h′ = h−hε, b′ = b−bε

qui résulte directement de l’hypothèse (u, Φ) ∈ F(ε, T ).

Lemme 7.2.2. Sous les hypothèses du Lemme 7.2.1 et pour σ entier dans {1, . . . , 2s},
on a les estimations

(7.2.13) ‖p′‖t
σ,γ,T ≤ ε C(M)

{
|[u1]/ε|σ−1,γ,T + ‖u‖t

σ,γ,T + ‖Φ‖t
σ+1,γ,T

}
,

(7.2.14) ‖h′‖t
σ,γ,T ≤ ε C(M)

{
|[u1]/ε|σ−1,γ,T + ‖u‖t

σ,γ,T + ‖Φ‖t
σ+1,γ,T

}
,

(7.2.15) ‖b′‖t
σ,γ,T ≤ C(M )

{
|[u1]/ε|σ−1,γ,T + ‖u‖t

σ,γ,T + ‖Φ‖t
σ+1,γ,T

}
,

(7.2.16) |Γb′|σ,γ,T ≤ C(M)
{

|[u1]/ε|σ,γ,T + |Γu|σ,γ,T + |ΓΦ|σ+1,γ,T

}
.

Si (u, Φ) ∈ W 2s(ΩT ) n’est pas solution du problème non-linéaire, nous supposerons que
h s’écrit encore sous la forme (7.2.7). En introduisant la matrice :

(7.2.17) W1 =
[

e−b 0
0 IN−1

]
W ,

la formule (7.2.2) implique que

(7.2.18) W1(u, b, ∂′
yΦ)M(u, ∂yΦ)V (u, ∂′

yΦ) = J
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où J désigne la matrice :

J = J+ =
[

−ε 0
0 IN−1

]
sur Ω+

T , J = J− =
[

ε 0
0 IN−1

]
sur Ω−

T .

Pour 0 ≤ j ≤ n − 1, nous définissons les matrices Bj

(7.2.19) Bj = (∂nΦ)W1AjV .

On introduit l’opérateur paradifférentiel :

(7.2.20) Lγ,T v =
n−1∑

j=0

P γ,T (Bj, ∂jv) + J∂nv .

Comme dans [Mé1] et [Al], nous définissons maintenant la bonne inconnue

(7.2.21) v1 = Πγ,T (V −1, χ v) − Πγ,T (ζ, χ Φ′) ,

où ζ = V −1(∂nv/∂nΦ), Φ′ = Φ − Φε et la fonction χ(t) est comme indiqué au paragraphe
paralinéarisation 4.

Dans les formules (7.2.20) (7.2.21), P γ,T (Bj, .) et Πγ,T (V −1, .) sont des matrices N ×N
d’opérateurs agissant sur des fonctions vectorielles à N composantes, alors que Πγ,T (ζ, .)
est un vecteur colonne d’opérateurs agissant sur des fonctions scalaires.

7.3 Paralinéarisation de l’équation pour le problème linéaire

On se donne une famille de solutions approchées et des fonctions (u, Φ, F ) telles qu’il
existe ε ∈]0, εo] et des fonctions (ua, Φa) ∈ Fa

ε vérifiant

(7.3.1) u = ua , Φ = Φa si t < 0 ,

(7.3.2) (u,Φ) ∈ W 2s(ΩT ) ,

(7.3.3) F ∈ W 2s(ΩT ) .

On considère alors une fonction v ∈ W 2s(ΩT ) solution de l’́equation

(7.3.4) L v = F

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème de paralinéarisation suivant.
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Théorème 7.3.1. Il existe une fonction C(.) telle que si T ≥ 0 et si (v, u,Φ, F ) vérifient
(7.3.1) . . . (7.3.3) et l’́equation (7.3.4), alors la bonne inconnue v1 définie en (7.2.21) vérifie
pour tout γ ≥ 1, Lγ,T v1 ∈ H0,2s(ΩT ) et

(7.3.5)
‖Lγ,T (v1)‖t

2s,γ,T ≤

C(M)
{

‖v‖2s,γ,T + ‖F‖t
2s,γ,T + Ko{‖u‖t

2s,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T }
}

où M est tel que :

(7.3.6) ‖u′‖∗
2,T + ‖Φ′‖∗

3,T + ‖b′‖∗
2,T ≤ M

et où K0 = ‖F‖∗
2,T + ‖v‖∗

3,T .

Pour alléger les notations, nous omettons d’écrire les paramètres γ et T dans les para-
produits. D’autre part, on dira qu’une expression e est un reste si e ∈ H0,2s(ΩT ) et si
‖e‖t

2s,γ,T est majoré par le membre de droite de (7.3.5) pour une certaine constante C(M ).
La démonstration comprend plusieurs étapes. On écrit la bonne inconnue sous la forme

v1 = ṽ − Φ̃ où ṽ = Π(V −1, χ v) et Φ̃ = Π(ζ, χ Φ′).

Proposition 7.3.2. ṽ = Π(V −1, χ v) vérifie

(7.3.7) Lγ,T (ṽ) =
n−1∑

j=0

PW1 ◦ P∂nΦ.Aj∂j(χ v) + PW1 ◦ PM∂n(χ v) + r

où r est un reste.

Preuve. Lγ,T (ṽ) est donné par la formule (7.2.20). On étudie chaque terme.
Notons v̂ = P (V −1, χ v). La règle de commutation (7.1.11), implique que

(7.3.8) ‖∂j v̂ − P (V −1, ∂j(χ v))‖t
2s,γ,T ≤ C‖(u, ∂′

yΦ)‖∗
1,T ‖v‖t

2s,γ,T .

Ensuite (7.1.10) implique que

(7.3.9) ‖∂j(χ v) − PV (∂jv̂)‖t
2s,γ,T ≤ C‖(u, ∂ ′

yΦ)‖∗
1,T ‖v‖t

2s,γ,T .

Puisque ∂nΦ, W1, Aj et Bj sont bornés dans W 1,∞(ΩT ), on voit que ∂j(χ v) − PV (∂j v̂) est
un reste et en appliquant l’opérateur P (∂nΦ W1Aj , .) et le calcul symbolique il en résulte
que

(7.3.10) PW1 ◦ P∂nΦ.Aj∂j(χ v) − P (Bj , ∂j v̂) est un reste.

On compare ensuite P (Bj, ∂jv̂) à P (Bj , ∂j ṽ). On a d’après (7.1.24)

‖v̂ − ṽ‖t
2s+1,γ,T ≤ C‖V −1‖∗

2,T {‖v‖t
2s,γ,T + ‖∂nv‖t

2s−2,γ,T } ,
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ce qui prouve que ∂j(v̂ − ṽ) est un reste. Il en est de même de P (Bj , ∂j v̂) − P (Bj, ∂jṽ).
Avec (7.3.10), cela implique que

(7.3.11) P (Bj , ∂j ṽ) − PW1 ◦ P∂nΦ.Aj∂j(χ v) est un reste.

On étudie ensuite la différence ∂nṽ−P (V −1, ∂n(χ v)). En commutant Π et ∂n on obtient
d’après (7.1.25)

‖∂nṽ − P (V −1, ∂n(χ v))‖t
2s,γ,T ≤ C‖V −1‖∗

2,T {‖v‖t
2s,γ,T + ‖∂nv‖t

2s−2,γ,T } .

On en déduit que

(7.3.12) J∂nṽ − JP (V −1, ∂n(χ v)) est un reste.

Puisque J est une matrice constante, on a JP (V −1, .) = P (JV −1, .) et d’après (7.2.25)
JV −1 = W1M. Il en résulte que

(7.3.13) J∂nṽ − PW1 ◦ PM∂n(χ v) est un reste.

ce qui, compte tenu de (7.3.11) achève la démonstration de la Proposition 7.3.2.

¤

On évalue ensuite Lγ,T (Φ̃) en commençant par le terme J∂nΦ̃. On note que χ v vérifie
l’équation

(7.3.14) L(χ v) = f ′ = χ F + (∂tχ)A0(u)v .

En désignant par w la fonction

(7.3.15) w = f ′ −
n−1∑

j=o

Aj(u)∂j(χ v)

et en tenant compte de (7.3.14), on obtient :

(7.3.16) w = (∂nΦ)−1M(u, ∂′
yΦ)∂n(χ v) .

Il en résulte immédiatement que

(7.3.17) W1w = W1MV (χ ζ) = J(χ ζ) .

Lemme 7.3.3. Avec les notations précédentes, Φ̃ = Π(ζ, χ Φ′) vérifie l’estimation

(7.3.18) J∂nΦ̃ − PW1 ◦ Pw ∂nΦ′ est un reste.
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Preuve. Puisque W1 et w sont bornés dans W 2,∞(ΩT ), on a par le calcul symbolique :

(7.3.19) ‖PW1 ◦ Pw∂nΦ′ − PW1w∂nΦ′‖t
2s,γ,T ≤ C(M) Ko‖∂nΦ′‖t

2s−2,γ,T .

D’après (7.3.17), on a d’autre part :

(7.3.20) P (W1w, ∂nΦ′) = P (Jχ ζ, ∂nΦ′) = JP (χ ζ, ∂nΦ′) .

En utilisant (7.1.26) et l’estimation ‖ζ‖∗
2,T ≤ C(M)K0, on obtient

(7.3.21) P (χ ζ, ∂nΦ′) − P (ζ, ∂n(χ Φ′)) est un reste.

La règle de commutation (7.1.25) implique que

(7.3.22) P (ζ, ∂n(χ Φ′)) − ∂nΠ(ζ, χ Φ′) est un reste.

Il résulte alors de (7.3.20) (7.3.21) et (7.3.22) que

(7.3.23) PW1w∂nΦ′ − J∂nΠ(ζ, χ Φ′) est un reste,

ce qui prouve le Lemme 7.3.3.
¤

Lemme 7.3.4. Pour 0 ≤ j ≤ n − 1 la différence P (Bj , ∂jΦ̃) − PW1 ◦ PAj∂n(χ v)∂jΦ′ est un
reste.

Preuve. D’après (7.1.24), ∂jΦ̃−∂jP (ζ, χ Φ′) est un reste. En commutant ∂j et P on obtient
que

(7.3.24) ∂jΦ̃ − P (ζ, ∂j(χ Φ′)) est un reste.

En appliquant l’opérateur P (Bj, .) on en déduit que

(7.3.25) P (Bj , ∂jΦ̃) − P (Bjζ, ∂j(χ Φ′)) est un reste.

Comme Bjζ = W1Aj∂nv on a

(7.3.26) P (Bjζ, ∂j(χ Φ′)) − PW1 ◦ PAj∂nv∂j(χ Φ′) est un reste.

En commutant χ et ∂j et en appliquant la règle (7.1.26), il vient

(7.3.27) PAj∂nv χ ∂jΦ′ − PAj∂n(χ v)∂jΦ′ est un reste.

Il résulte alors de (7.3.25) (7.3.26) et (7.3.27) que

(7.3.28) P (Bj, ∂jΦ̃) − PW1 ◦ PAj∂n(χ v)∂jΦ′ est un reste,

ce qui prouve le Lemme 7.3.4.
¤
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En rassemblant les résultats de la Proposition 7.3.2 et des Lemmes 7.3.3 et 7.3.4, on
obtient que

(7.3.29) Lγ,T (v1) = P (W1, g) + r

où r est un reste et

(7.3.30) g =
n−1∑

j=0

P∂nΦ.Aj
∂j(χ v) + PM∂n(χ v) −

{n−1∑

j=o

PAj∂n(χ v)∂jΦ′ + Pw∂nΦ′
}

Le Théorème 7.3.1 sera donc entièrement démontré si on prouve que g est un reste. Pour
cela, nous reprenons les termes P∂nΦ.Aj∂j(χ v) et PM∂n(χ v) figurant dans g et nous
comparons le produit et le paraproduit.

On utilisera le résultat suivant qui découle directement de la règle (7.1.13).

Lemme 7.3.5. Soit A(u) une matrice N × N , C∞ en u. On note Ã(u) = A(u) − A(0) et
tA la matrice transposée. Pour u ∈ Λµ(ΩT ) ∩ H0,s−ν(ΩT ) et v ∈ Λν(ΩT ) ∩ H0,s−µ(ΩT ) la
différence :

r = A(u)χ v − P γ,T (A(u), χ v) − tP γ,T (t(χ v), tÃ(u))

est dans H0,s(ΩT ) et on a l’estimation

(7.3.31) ‖r‖t
s,γ,T ≤

{
‖A(u)‖∗∗

µ,T‖v‖t
s−µ,γ,T + ‖v‖∗∗

ν,T ‖Ã(u)‖t
s−ν,γ,T

}
.

Lemme 7.3.6. On a

(7.3.32) P∂nΦ.Aj(u)∂j(χ v) = ∂nΦ.Aj(u)∂j(χ v) − PAj(u)∂j(χ v)∂nΦ′ + r

où r est un reste.

Preuve. En appliquant la règle (7.1.13) on obtient tout d’abord :

(7.3.33) ∂nΦ′.∂j(χ v) = P (∂nΦ′, ∂j(χ v)) + P (∂j(χ v), ∂nΦ′) + r1

où r1 est un reste. On applique ensuite à (7.3.33) l’opérateur P (Aj(u), .) et on obtient en
vertu du calcul symbolique (7.1.10) et du fait que ∂nΦ = 1 + ∂nΦ′

(7.3.34) P∂nΦ.Aj(u)∂j(χ v) = PAj(u)∂nΦ.∂j(χ v) − PAj(u)∂j(χ v)∂nΦ′ + r2

où r2 est un reste. En utilisant le lemme 7.3.5, on obtient que

(7.3.35) PAj(u)∂nΦ.∂j(χ v) = ∂nΦ.Aj(u)∂j(χ v) − tP∂nΦt∂j(χ v)
tÃj(u) + r3

où Ãj(u) = Aj(u) − Aj(0) et r3 est un reste. En utilisant (7.1.8), on en déduit que
tP∂nΦt∂j(χ v)

tÃj(u) est aussi un reste et le lemme résulte alors de (7.3.34) et (7.3.35).

¤
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Lemme 7.3.7. On a

(7.3.36) PM∂n(χ v) = M∂n(χ v) +
n−1∑

j=o

PAj(u)∂n(χ v)∂jΦ′ + r

où r est un reste.

Preuve. On part de l’identité

(7.3.37) PM∂n(χ v) = PAn(u)∂n(χ v) −
{n−1∑

j=0

P∂jΦAj(u)∂n(χ v)
}

.

Le lemme 7.3.5 implique que

(7.3.38) PAn(u)∂n(χ v) = An(u)∂n(χ v) + r1

où r1 est un reste. Étant donné que Φ = Φ′ + σt + xn et que, d’après (7.1.16), σ∂n(χ v) −
P (σI, ∂n(χ v)) est un reste, on obtient en appliquant (7.1.13)

(7.3.39) ∂jΦ∂n(χ v) = P (∂jΦ, ∂n(χ v)) + P (∂n(χ v), ∂jΦ′) + r2

où r2 est un reste. On applique ensuite à (7.3.39) l’opérateur P (Aj, .) et on obtient par le
calcul symbolique :

(7.3.40) P (∂jΦAj(u), ∂n(χ v)) = P (Aj(u), ∂jΦ∂n(χ v)) − P (Aj(u)∂n(χ v), ∂jΦ′) + r3

avec un reste r3. D’après le lemme 7.3.5 , on a de plus :

(7.3.41) P (Aj(u), ∂jΦ∂n(χ v)) = ∂jΦAj(u)∂n(χ v) − tP (∂jΦ∂n
t(χ v), tÃj(u)) + r4

avec un reste r4. En utilisant (7.1.8) on voit que le terme tP (∂jΦ∂n
t(χ v), tÃj(u)) est aussi

un reste. En revenant à (7.3.37) et en tenant compte de (7.3.38) ... (7.3.41), on obtient
(7.3.36) et le lemme est démontré.

¤

En reprenant maintenant (7.3.30) et en appliquant les Lemmes 7.3.6 et 7.3.7, on obtient
après simplification :

(7.3.42) g = ∂nΦ.L(χ v) − P (f ′, ∂nΦ′) + r1

où f ′ est donné par (7.3.14) et r1 est un reste. On en déduit que

(7.3.44) g = f ′ + ∂nΦ f ′ − P (f ′, ∂nΦ′) + r1 .

En appliquant (7.1.13), on montre que

(7.3.45) ∂nΦ f ′ − P (f ′, ∂nΦ′) = P (∂nΦ′, f ′) + r2

avec un reste r2. Enfin, en remarquant que f ′ = χ f + ∂tχ.A0(u)v est aussi un reste,
il résulte de (7.3.44) et (7.3.45) que g est un reste, ce qui achève la démonstration du
théorème 7.3.1.
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7.4 Paralinéarisation de l’équation pour le problème non-linéaire

On se donne maintenant un couple de fonctions (u, Φ) ∈ Fε(s, T ). Alors, d’après (3.2.3),
v = u′ = u − uε est solution de (7.3.4) avec F = f , le prolongement par 0 pour t > 0 de la
fonction fa de (3.1.8). On désigne ici par v1 la bonne inconnue associée à v = u′ = u − uε

(7.4.1) v1 = Πγ,T (V −1, χ u′) − Πγ,T (ζ, χ Φ′)

avec

(7.4.2) ζ = V −1(∂nu/∂nΦ)

En appliquant le théorème 7.3.1 nous obtenons alors directement le corollaire suivant.

Corollaire 7.4.1. Il existe une fonction C(.) telle que si T ≥ 0 et si (u, Φ) ∈ Fε(s, T ),
alors pour tout γ ≥ 1 on a Lγ,T (v1) ∈ W 2s(ΩT ) et

(7.4.3) ‖Lγ,T (v1)‖t
2s,γ,T ≤ C(M )

{
‖u‖2s,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T + ‖f‖2s,γ,T

}
,

où M = M∞(u,Φ, T ) est défini en (3.3.9).
Preuve. On sait que f est nulle pour t ≥ 0 et que sur Ω0, f ne dépend que de (ua, Φa).
Comme M(ua, Φa, 0) est uniformément borné, ceci implique que

(7.4.4) ‖f‖∗
2,T ≤ C .

Ceci entrâıne que K0 ≤ C + ‖v‖∗
3,T ≤ C(M) et l’estimation (7.3.5) donne le résultat.

¤

7.5 Paralinéarisation des conditions aux limites pour le problème
linéaire

On reprend les notations du paragraphe 7.3. On se donne à nouveau des fonctions
(v, u,Φ, F ) vérifiant les conditions (7.3.1) à (7.3.4) et on suppose en outre que

Γu′ ∈ H2s(ωT ) , ΓΦ′ ∈ H2s+1(ωT ) , Γb′ ∈ H2s(ωT )

On se donne de plus deux autres fonctions g et ψ appartenant à H2s(ωT ) et on suppose
que (Γv, ψ) vérifie sur ωT l’ équation :

(7.5.1) [M(Γu, ∂yφ)Γv] − Xu(ψ) = g

où Xu désigne l’opérateur du premier ordre :

(7.5.2) Xu(ψ) =
n−1∑

j=o

∂jψ[fj(u)] .

96



L’opérateur linéaire en (Γv, ψ) qui apparâıt au premier membre de (7.5.1) est le linéarisé
de l’opérateur

(Γu, φ) 7→ [fn(u)] −
n−1∑

j=o

∂jφ[fj(u)]

que l’on trouve au premier membre de (3.2.4) (conditions de Rankine-Hugoniot).
On désigne par v1 la bonne inconnue (7.2.21). D’après (7.1.28), on a

(7.5.3) Γv1 = P γ,T (ΓV −1, χ Γv) − P γ,T (Γζ, χ φ′) .

En multipliant (7.5.1) par χ W +
1 on obtient l’́equation équivalente

(7.5.4) [J v2] + E v−
2 − X1(χ ψ) = G ,

où l’on a posé :

(7.5.5) v2 = V −1χΓv ,

(7.5.6) X1(χ ψ) = W +
1 Xu(χ ψ) ,

(7.5.7) E = J− − W +
1 M−V − = {I − W +

1 (W−
1 )−1}J− ,

(7.5.8) G = χ W +
1 g + W +

1 (∂tχ)ψ[fo(u)] .

Nous introduisons d’autre part l’opérateur paradifférentiel Xγ,T
1 associé à X1,

(7.5.9) Xγ,T
1 (ψ) =

n−1∑

j=0

P γ,T (bj, ∂jψ)

où bj = W +
1 [fj(u)].

Enfin, on note Qγ,T l’opérateur paradifférentiel associé à l’opérateur figurant au premier
membre de (7.5.4),

(7.5.10) Qγ,T (v, ψ) = [J v] + P γ,T (E, v−) − Xγ,T
1 (ψ) .

Proposition 7.5.1. Il existe une fonction C(.) telle que si T ≥ 0 et si (Γv, ψ, Γu, φ, g)
vérifient (7.5.1) et les hypothèses ci-dessus, alors pour tout γ ≥ 1 on a Qγ,T (Γv1, χ ψ) ∈
H2s(ωT ) et

(7.5.11)
|Qγ,T (Γv1, χ ψ)|2s,γ,T ≤C(M)

{
|Γv|2s−1,γ,T + |ψ|2s,γ,T + |g|2s,γ,T

+ K1{|Γb|2s,γ,T + |Γu|2s,γ,T + |φ|2s+1,γ,T }
}

,

où M est tel que

(7.5.12) ‖u′‖∗
2,T + ‖Φ′‖∗

2,T + ‖b′‖∗
2,T ≤ M

et où K1 = |ψ|∗1,T + |Γv|∗1,T + |g|∗o,T .
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Preuve. Dans la preuve, et afin d’alléger les notations, nous écrirons v au lieu de Γv.
D’autre part, nous dirons ici qu’une expression e est un reste si e ∈ H2s(ωT ) et si |e|2s,γ,T

est majoré par le membre de droite de (7.5.11) pour une certaine constante C(M).
D’après (7.1.12), P γ,T (bj , ∂j(χ ψ)) − bj ∂j(χ ψ) est un reste. Cela implique que

(7.5.13) Xγ,T
1 (χ ψ) − X1(χ ψ) est un reste.

Par ailleurs,
v1 − v2 = P γ,T (V −1, χ v) − V −1(χ v) − P γ,T (ζ, χ φ′) .

D’après (7.1.12), P γ,T (V −1, χ v)−V −1(χ v) est un reste et il en est de même de P γ,T (ζ, χ φ′).
On en déduit que

(7.5.14) [Jv1] − [Jv2] est un reste.

On remarque que P γ,T (ζ, χ φ′) est lui même un reste. En outre, (7.1.10) et (7.1.12) im-
pliquent que ,

PE ◦ PV −1(χ v) − E V −1(χ v) est un reste.

On en déduit que

(7.5.15) P γ,T (E, v−
1 ) − Ev−

2 est un reste.

On déduit alors de (7.5.13), (7.5.14) et (7.5.15) que :

(7.5.16) Qγ,T (v1, χ ψ) = G + r

où r est un reste.
On vérifie directement d’après la définition (7.5.8) que G est aussi un reste. La propo-

sition 7.5.1 en résulte.

¤

7.6 Paralinéarisation des conditions aux limites pour le problème
non-linéaire

Dans ce paragraphe, nous paralinéarisons les conditions aux limites (3.2.4). Comme au
paragraphe 7.4, on se donne un couple de fonctions (u, Φ) ∈ Fε(s, T ) et nous désignons par
v1 la bonne inconnue (7.4.1). D’après (7.1.28), on a

(7.6.1) Γv1 = P γ,T (ΓV −1, χ Γu′) − P γ,T (Γζ, χ φ′)

avec Γζ = ΓV −1(∂nu/∂nΦ). On rappelle que Qγ,T est l’opérateur paradifférentiel défini par
(7.5.10).
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Proposition 7.6.1. Il existe une fonction C(.) telle que si T ≥ 0 et si (u, Φ) ∈ Fε(s, T ),
alors pour tout γ ≥ 1 on a Qγ,T (Γv1, χ φ′) ∈ H2s(ωT ) et

(7.6.2) |Qγ,T (Γv1, χ φ′)|2s,γ,T ≤ ε C(M)
{
|Γu|2s−1,γ,T + |φ|2s,γ,T + |[u]/ε|2s−3,γ,T

}

où M est tel que

(7.6.3) M∞(u,Φ, T ) ≤ M

Nous dirons ici qu’une expression r est un reste, si r ∈ H2s(ωT ) et si |r|2s,γ,T est majoré
par le membre de droite de (7.6.2) pour une certaine constante C(M). Dans les calculs qui
suivent, on notera r1, r2, . . . différents restes. Pour alléger les notations, nous écrirons u
au lieu de uε et φ au lieu de φ

ε
. Nous omettrons aussi d’́ecrire l’opérateur de traces Γ.

Lemme 7.6.2. Soit F une fonction C∞ de ses arguments. Alors l’expression

(7.6.4) r = χ [F (u) − F (uε)] − [P γ,T (F ′(u), χ u′)]

est un reste.

Preuve. On a [F (u)] = G(u+, u−)[u] où G est une fonction C∞ de ses arguments. Soit
G1(u′+, u′−) = G(u+, u−) − G(u+, u−). Alors, en notant u′ = u − u,

(7.6.5) χ [F (u) − F (u)] = χ G(u+, u−)[u′] + χ G1(u′+, u′−)[u] .

Les propriétés de paralinéarisation des produits, impliquent que

(7.6.6) χ G(u+, u−)[u′] = tP γ,T (t[u′], χ tG1) + P γ,T (G, χ [u′]) + r1

avec un reste r1. En remplaçant [u′] par [u]− [u] et en remarquant que tP γ,T (t[u], χ tG1)−
χ G1[u] est un reste, (7.6.6) implique que

(7.6.7) χ G(u+, u−)[u′] = tP γ,T (t[u], χ tG1) + P γ,T (G, χ [u′]) − χ G1[u] + r2 .

On note Gij le terme d’indices (i, j) de la matrice G(u+, u−). Si v est une fonction à
valeurs dans RN , on désigne par P γ,T

(
∂G
∂u+ , v

)
la matrice N × N dont le terme d’indices

(i, j) est donné par :
N∑

k=1

P γ,T
(∂Gij

∂u+
k

, vk

)
.

On procède de façon analogue pour P γ,T
(

∂G
∂u− , v

)
. En utilisant (7.1.15) on obtient,

(7.6.8) χ tG1 = P γ,T
(∂tG1

∂u+ , χ u′+
)

+ P γ,T
(∂tG1

∂u− , χ u′−
)

+ r3 .
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En écrivant ensuite la formule explicite :

(7.6.9) G(u+, u−) =
∫ 1

o

F ′(u− + t[u]) dt

on voit que pour tout triplet (i, j, k) on a :

∂Gij

∂u+
k

=
∂Gik

∂u+
j

et
∂Gij

∂u−
k

=
∂Gik

∂u−
j

En posant B1 = ∂tG1/∂u+ et B2 = ∂tG1/∂u− et en utilisant le calcul symbolique, on
obtient les formules :

(7.6.10) t
(
P γ,T

t[u] ◦ P γ,T
B1

(χ u′+)
)

= P γ,T
(∂G1

∂u+ , χ u′+
)

+ r4 ,

(7.6.11) t
(
P γ,T

t[u] ◦ P γ,T
B2

(χ u′−)
)

= P γ,T
(∂G1

∂u− , χ u′−
)

+ r5 .

En appliquant l’opérateur tP γ,T
t[u] à (7.6.11), on obtient ainsi

(7.6.12) tP γ,T (t[u], χ tG1) = P γ,T
(∂G1

∂u+ , χ u′+
)

+ P γ,T
(∂G1

∂u− , χ u′−
)

+ r6 .

En dérivant sous le signe somme dans (7.6.9) on obtient d’autre part :

(7.6.13) G(u+, u−) +
∂G1

∂u+ [u] = F ′(u+) ,

(7.6.14) G(u+, u−) − ∂G1

∂u− [u] = F ′(u−) .

En reportant ces relations dans (7.6.12), on obtient

(7.6.15) tP γ,T (t[u], χ tG1) = [P γ,T (F ′(u), χ u′)] − P γ,T (G, χ [u′]) + r7 .

Enfin, en revenant à (7.6.7) et en tenant compte de (7.6.15), il vient

(7.6.16) χ G(u+, u−)[u′] = [P γ,T (F ′(u), χ u′)] − χ G1[u] + r8 .

Compte tenu de (7.6.15), le lemme en résulte.
¤

Lemme 7.6.3. Soient α = ΓF (u, ∂yΦ) et β = ΓG(u, ∂yΦ) où F et G sont des fonctions
C∞ de leurs arguments. Alors

[P γ,T
α ◦ P γ,T

β (χ u′)] − [P γ,T
α.β (χ u′)]

est un reste
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Preuve. En notant ξ = Γχ u′, on a

(7.6.17) [P γ,T
α ◦ P γ,T

β ξ] = P γ,T
[α] ◦ P γ,T

β+ ξ+ + P γ,T
α− ◦ P γ,T

[β] ξ+ + P γ,T
α− ◦ P γ,T

β− [ξ] ,

(7.6.18) [P γ,T
α.β ξ] = P γ,T

[α]β+ξ+ + P γ,T
α−[β]ξ

+ + P γ,T
α−β−[ξ] .

On remarque que α, β et [α]/ε sont bornés dans W 1,∞(ωT ) par C(M ). En appliquant
(7.1.10), on en déduit que

(7.6.19) P γ,T
[α] ◦ P γ,T

β+ ξ+ = P γ,T
[α]β+ξ+ + r1 ,

(7.6.20) P γ,T
α− ◦ P γ,T

[β] ξ+ = P γ,T
α−[β]ξ

+ + r2 .

D’après (7.1.10), et en remarquant que |α−|∗3,T + |β−|∗3,T ≤ C(M), on en déduit que

(7.6.21) |P γ,T
α− ◦ P γ,T

β− [ξ] − P γ,T
α−β−[ξ]|2s,γ,T ≤ C(M) ε|[u′]/ε|2s−3,γ,T

et le lemme suit.

¤
.

Lemme 7.6.4. Pour 0 ≤ j ≤ n − 1 on pose dj = [fj(u)], dj = [fj(u)] et d′
j = dj − dj .

Alors
χ ∂jφ dj − χ ∂jφ dj − P γ,T (∂jφ, χ d′

j) − P γ,T (dj, ∂j(χ φ′))

est un reste

Preuve. En utilisant (7.1.13), et l’estimation :

(7.6.22) |χ d′
j |2s−3,γ,T ≤ ε C(M)

{
|[u]/ε|2s−3,γ,T + |Γu|2s−1,γ,T

}
,

on vérifie que

(7.6.23) χ ∂jφ
′ d′

j = P γ,T (∂jφ
′, χ d′

j) + P γ,T (χ d′
j , ∂jφ

′) + r1 .

D’autre part, on a

(7.6.24) χ ∂jφ dj − χ ∂jφ dj = χ ∂jφ
′ d′

j + χ ∂jφ d′
j + χ ∂jφ

′ dj .

D’après (7.1.26), et en remarquant que P γ,T (d′
j, (∂jχ)φ′) est un reste, on obtient

(7.6.25) P γ,T (χ d′
j , ∂jφ

′) = P γ,T (d′
j , ∂j(χ φ′)) + r2 .
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Puisque dj est un vecteur fixe et que P γ,T (dj , (∂jχ)φ′) est un reste, on a :

(7.6.26) χ ∂jφ
′ dj = P γ,T (dj, ∂j(χ φ′)) + r3 .

En reportant dans (7.6.24) et en tenant compte de (7.6.23) (7.6.25) et (7.6.26), on montre
que

(7.6.27)
χ ∂jφ dj − χ ∂jφ dj = P γ,T (∂jφ

′, χ d′
j) + P γ,T (d′

j, ∂j(χ φ′)) .

+ P γ,T (dj, ∂j(χ φ′)) + χ ∂jφ d′
j + r4 .

Par ailleurs,

(7.6.28) χ ∂jφ d′
j = P γ,T (∂jφ, χ d′

j) + r5 .

En reportant dans (7.6.27) on obtient

(7.6.29) χ ∂jφ dj − χ ∂jφ dj = P γ,T (∂jφ, χ d′
j) + P γ,T (dj , ∂j(χ φ′)) + r6 ,

ce qui prouve le lemme.

¤

Lemme 7.6.5. L’expression

r = [P γ,T (M(u, ∂yφ), χ u′)] −
n−1∑

j=o

P γ,T (dj, ∂j(χ φ′))

est un reste

Preuve. On part des conditions de Rankine-Hugoniot (2.3.3) que nous multiplions par χ(t)

(7.6.30)
n−1∑

j=0

χ ∂jφ[fj(u)] − χ [fn(u)] = 0

nous appliquons le Lemme 7.6.4 à chaque terme χ ∂jφ[fj(u)] et au terme χ [fn(u)]. Il vient

(7.6.31)
n−1∑

j=0

P γ,T (∂jφ, χ d′
j) +

n−1∑

j=0

P γ,T (dj, ∂j(χ φ′)) − [P γ,T (An(u), χ u′)] = r1 .

D’après le lemme 7.6.2,

(7.6.32) χ d′
j = [P γ,T (Aj(u), χ u′)] + r2 .

On en déduit que

(7.6.33) P γ,T (∂jφ, χ d′
j) = [P γ,T

∂jφ
◦ P γ,T

Aj(u)χ u′] + r3 .
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En appliquant le Lemme 7.6.3, cela implique que

(7.6.34) P γ,T (∂jφ, χ d′
j) = [P γ,T (∂jφ Aj(u), χ u′)] + r4 .

Enfin, en revenant à (7.6.31) on obtient :

(7.6.35)
n−1∑

j=0

P γ,T (dj , ∂j(χ φ′)) − [P γ,T (M(u, ∂yφ), χ u′)] = r5 ,

ce qui prouve le lemme.
¤

En notant ũ = P γ,T (V −1, χ u′) , la bonne inconnue v1 s’écrit sous la forme :

v1 = ũ − P γ,T (ζ, χ φ′)

En posant Z = (W1)−1.

Lemme 7.6.6. L’ expression

r = [Jũ] − P γ,T

W+
1

◦ P γ,T
Z+ [Jũ]

est un reste.

Preuve. Sur {xn = 0} la fonction b est de la forme

(7.6.36) b = f([u1]/ε, u, ∂′
yφ)

où f est une fonction C∞ de ses arguments. En utilisant (7.1.10), et la majoration |b|∗3,T ≤
C(M), on obtient

(7.6.37) P γ,T

W+
1

◦ P γ,T
Z+ [Jũ] = [Jũ] + r1 ,

où r1 vérifie l’ estimation :

(7.6.38) |r1|2s,γ,T ≤ C(M)|[Jũ]|2s−3,γ,T ,

Par ailleurs,

(7.6.39) [Jũ] = J+[ũ] + (J+ − J−)ũ− .

En tenant compte de la forme de la matrice J+ − J−, on obtient :

(7.6.40) |(J+ − J−)ũ−|2s−3,γ,T ≤ ε C(M)|Γu′|2s−3,γ,T .

D’autre part :

(7.6.41) [ũ] = P γ,T ((V −1)+, [χ u′]) + P γ,T ([V −1], χ u′) .
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En remarquant que [V −1] peut s’écrire sous la forme :

(7.6.42) [V −1] = [u] g(u+, u−, ∂′
yφ) ,

on en déduit que

(7.6.43) |[ũ]|2s−3,γ,T ≤ C(M){|[u′]|2s−3,γ,T + ε |Γu′|2s−3,γ,T } .

En revenant à (7.6.38) et en tenant compte de (7.6.40) et (7.6.43) on en déduit que r1 est
bien un reste, ce qui prouve le lemme.

¤

Lemme 7.6.7. On a l’estimation

|[Z ]|∗1,T ≤ ε C(M )

Preuve. Sur {xn = 0} on a, d’après (1.2.6), p+ = p− = [u] = [u1]R(u+, u−, ∂′
yφ). Avec

(2.3.13) et (7.2.6) (7.2.7), on peut alors écrire

(7.6.44) Γh+ =
1
2
[u1]g1(u+, ∂′

yφ) + [u1]2g+
2 (u+, ∂ ′

yφ, [u1]) ,

(7.6.45) Γh− = −1
2
[u1]g1(u−, ∂′

yφ) + [u1]2g−
2 (u−, ∂′

yφ, [u1]) ,

où :

(7.6.46) g1(u, ∂′
yφ) = R(u, ∂′

yφ) · duλ(u, ∂′
yφ) ≥ δ1 > 0

et g2 est une fonction régulière de ses arguments. Puisque Γb+ = ln(−Γh+/ε) et Γb− =
ln(Γh−/ε), on en déduit l’estimation

(7.6.47) |Γb+ − Γb−|∗1,T ≤ ε C(M )

On écrit ensuite

(7.6.48) [Z ] = Z(u+, b+, ∂ ′
yφ) − Z(u−, b−, ∂ ′

yφ)

et le lemme résulte alors de (7.6.47) et de la majoration |[u]|∗1,T ≤ ε C(M).
¤

Lemme 7.6.8. L’ expression

r = P γ,T

W+
1

◦ P γ,T
[Z] (J−ũ−) − P γ,T

E (ũ−)

est un reste.
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Preuve. L’identité E = W +
1 [Z ]J− implique que

(7.6.49) P γ,T
E (ũ−) = P γ,T

W+
1 [Z]

(J−ũ−) .

Le Lemme 7.6.7 et le calcul symbolique donnent ensuite l’estimation

(7.6.50) |r|2s,γ,T ≤ ε C(M )|J−ũ−|2s−1,γ,T .

¤

Lemme 7.6.9. L’ expression

r = [Jũ] + P γ,T
E (ũ−) − Xγ,T

1 (χ φ′)

est un reste.

Preuve. L’égalité P γ,T
Z+ [Jũ] + P γ,T

[Z] (J−ũ−) = [P γ,T
Z (Jũ)] et les Lemmes 7.6.6 et 7.6.8, im-

pliquent que

(7.6.51) [Jũ] + P γ,T
E (ũ−) = P γ,T

W+
1

◦ [P γ,T
Z (Jũ)] + r1

où r1 est un reste. Comme J = W1MV , P γ,T
Z (Jũ)−P γ,T

MV (ũ) est un reste, avec le Lemme 7.6.3
on obtient

(7.6.52) [P γ,T
Z (Jũ)] = [P γ,T

M (χ u′)] + r2

avec un reste r2. Le lemme 7.6.5 implique alors

(7.6.53) [Jũ] + P γ,T
E (ũ−) =

n−1∑

j=0

P γ,T

W+
1

◦ P γ,T
dj

∂j(χ φ′) + r3

D’autre part, on a

(7.6.54) Xγ,T
1 (χ φ′) =

n−1∑

j=0

P γ,T (W +
1 dj, ∂j(χ φ′)) .

Puisque dj = [fj(u)], on a la majoration |dj|∗1,T ≤ ε C(M) et en utilisant le calcul symbol-
ique on obtient

(7.6.55)
n−1∑

j=0

P γ,T

W+
1

◦ P γ,T
dj

∂j(χ φ′) = Xγ,T
1 (χ φ′) + r4

Le lemme découle alors de (7.6.53) et (7.6.55).

¤
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Lemme 7.6.10. L’ expression
[J P γ,T (ζ, χ φ′)]

est un reste.

Preuve. On remarque d’abord que

(7.6.56) [J P γ,T (ζ, χ φ′)] = P γ,T ([J ζ], χ φ′) ,

et

(7.6.57) J ζ = W1f −
n−1∑

j=0

W1Aj(u)∂ju .

En utilisant l’estimation (7.6.47), on obtient :

(7.6.58) |[W1]|∗0,T ≤ ε C(M) .

Comme [W1f ] = W +
1 [f ] + [W1]f−, l’estimation (3.1.9) sur le saut de f implique que

(7.6.59) |[W1f ]|∗0,T ≤ ε C(M) .

On montre de même que

(7.6.60) |[W1Aj(u)∂ju]|∗o,T ≤ ε C(M) .

Il en résulte que |[J ζ]|∗0,T ≤ ε C(M) et, avec (7.1.8), que P γ,T ([J ζ], χ φ′) est un reste.

¤
Preuve de la Proposition 7.6.1.

On part de l’égalité

(7.6.61) Qγ,T (Γv1, χ φ′) = Qγ,T (ũ, χ φ′) − [J P γ,T (ζ, χ φ′)] − P γ,T
E ◦ P γ,T

ζ− (χ φ′) .

D’après les Lemmes 7.6.9 et 7.6.10, les deux premiers termes du membre de droite sont des
restes.

En utilisant (7.1.8), on obtient les deux estimations :

(7.6.62) |P γ,T
ζ− (χ φ′)|2s,γ,T ≤ C(M )|φ′|2s,γ,T ,

(7.6.63) |P γ,T
E ◦ P γ,T

ζ− (χ φ′)|2s,γ,T ≤ C |E|∗o,T |φ′|2s,γ,T .

Étant donné que E = W +
1 [Z ]J−, on a |E|∗0,T ≤ ε C(M). Il en résulte que P γ,T

E ◦ P γ,T
ζ− (χ φ′)

est un reste, ce qui termine la preuve de la proposition 7.6.1.

¤
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8 Estimations d’énergie conormales

L’essentiel de ce paragraphe est consacré à la démonstration du Théorème 3.3.2 qui
donne une estimation a priori des dérivées conormales de la solution (u,Φ) . Comme in-
diqué au §1.2.8, l’avantage crucial de la forme paradifférentielle des équations obtenues au
paragraphe 7, est qu’elle résiste bien aux dérivations tangentielles et conormales, ce que ne
fait pas la forme initiale. En effet, dans la forme paradifférentielle, les commutateurs sont
uniformément bornés dès que l’on contrôle un nombre fini, indépendant de s, de dérivées
des coefficients. On obtient donc assez facilement les estimations conormales à partir des
estimations L2 de [Mé2].

8.1 La stabilité L2

Dans ce paragraphe, nous commençons par rappeler l’estimation L2 qui constitue
l’inégalité de base et qui est aussi le prototype des estimations d’énergie que nous voulons
établir.

Nous considérons le problème linéaire suivant, qui est une linéarisation de (3.2.3)
(3.2.4) :

(8.1.1)
{

L v = f
[M(u, ∂yΦ)v] − Xu(ψ) = g

où L v est donné par (7.2.1) et Xu(ψ) par (7.5.2).
On se donne To < T ′

o < 0, et on utilise les notations des paragraphes précédents.

Théorème 8.1.1. Sous les Hypothèses 1 à 4 du paragraphe 1.1, il existe un voisinage
compact U de 0 dans RN , un voisinage compact O de 0 dans Rn−1, un voisinage compact
I de λ(0, 0) dans R, et des fonctions εo(.) , γo(.) , C(.) telles que pour tout T ≥ 0, tout
ε ∈]0, εo(M)], u ∈ W 2,∞(ΩT ) prenant ses valeurs dans U , Φ ∈ W 3,∞(ΩT ) tel que (∂tΦ, ∂ ′

yΦ)
prend ses valeurs dans I × O, vérifiant

(8.1.2) ‖ u ‖∗
2,T + ‖ ∇Φ ‖∗

2,T + ‖ (∂nΦ)−1 ‖∗
2,T ≤ M

et

(8.1.3)





[Φ] = 0 ,
[u] = −ε ea R(u+, ∂′

yΦ) + ε2a1 ,
Γh+ = λ(u+, ∂′

yφ) − ∂tφ ,
Γh− = λ(u−, ∂′

yφ) − ∂tφ ,

avec

(8.1.4) |a|∗1,T + |a1|∗0,T + |b±|∗1,T ≤ M ,

107



alors, pour toute solution (v, ψ, f, g) de (8.1.1) nulle pour t ≤ T ′
o, on a pour tout γ ≥ γo(M )

l’estimation suivante

(8.1.5)
γ ‖ v ‖t

0,γ,T +γ1/2ε1/2|Γv|0,γ,T + γ1/2ε|ψ|1,γ,T + γ3/2ε1/2|ψ|0,γ,T

≤ C(M)
{
‖ f ‖t

0,γ,T +γ1/2ε−1/2 |g|0,γ,T

}
.

Ce théorème est démontré dans [Mé2] pour T = ∞ avec des coefficients donnés sur Rn+1

et des solutions dans les espaces à poids eγtL2. Suivant la procédure habituelle, on montre
que v et ψ sont nulles pour t < T si f et g le sont. Cela implique aussi que l’estimation se
localise en temps sous la forme (8.1.5) (cf [Ch-Pi]).

Pour ε fixé, on retrouve l’estimation L2 donnée par A.Majda ([Ma1]). Ce théorème
précise le comportement des constantes lorsque ε tend vers 0. Il analyse ainsi la perte de
stabilité des traces Γv et du front ψ lorsque la force du choc tend vers zéro.

8.2 Estimations pour le problème paradifférentiel

Pour toute la suite du paragraphe 8, on suppose donnée une famille Fa(2s + 3) de
solutions approchées au sens de la Définition 3.1.1. Avec les notations du paragraphe 3.3,
on se donne une solution exacte (u,Φ) ∈ Fε(s, T ) du problème non-linéaire (3.2.3) ...
(3.2.10) et on se propose d’obtenir des estimations d’́energie pour la solution (v, ψ) du
problème paradifférentiel

(8.2.1)
{

Lγ,T v = F ,

[J v] + P γ,T
E (Γv−) − Xγ,T

1 (ψ) = G,

où Lγ,T , Xγ,T
1 et E ont été définis respectivement en (7.2.27) (7.5.9) et (7.5.7).

Nous comparerons aussi (8.2.1) au système différentiel :

(8.2.2)
{

Lv = F ,
[J v] + EΓv− − X1(ψ) = G ,

où L et X1 sont les opérateurs :

(8.2.3) Lv =
n−1∑

j=0

Bj∂jv + J∂nv ,

(8.2.4) X1(ψ) =
n−1∑

j=0

bj∂jψ .

L agit sur des fonctions vectorielles, alors que X1 agit sur des fonctions scalaires.
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Nous considérons maintenant des fonctions v, ψ, F et G telles que

(8.2.5) v ∈ W 2s(ΩT ) , Γv ∈ H2s(ωT ) , ψ ∈ H2s+1(ωT ) ,

(8.2.6) F ∈ W 2s(ΩT ) , G ∈ H2s(ωT ) .

Théorème 8.2.1. Il existe des fonctions εo(.), γo(.), C(.) telles que si T ≥ 0 et si
(v, ψ, F, G) vérifient (8.2.5)(8.2.6) et (8.2.1), alors, pour tout γ ≥ γo(M), on a

(8.2.7) N1(v, ψ, γ, T ) ≤ C(M)
{

N1(v, ψ, γ, 0)+ ‖ F ‖t
2s,γ,T +γ1/2ε−1/2 |G|2s,γ,T

}

où M est tel que

(8.2.8) M∞(u,Φ, T ) ≤ M

et où l’on a posé

(8.2.9)
N1(v,ψ, γ, T ) = γ ‖ v ‖t

2s,γ,T + γ1/2ε1/2|Γv|2s,γ,T

+ γ1/2ε|ψ|2s+1,γ,T + γ3/2ε1/2|ψ|2s,γ,T .

Nous commençons par établir le lemme suivant.

Lemme 8.2.2. Si (v, ψ, f, g) sont solutions du système (8.1.1), alors

(8.2.10) N2(v, ψ, γ, T ) ≤ C(M)
{
N2(v, ψ, γ, 0)+ ‖ f ‖t

0,γ,T +γ1/2ε−1/2 |g|0,γ,T

}
,

où N2(v, ψ, γ, T ) désigne l’expression définie par (8.2.9) pour s = 0.

Preuve. Soit χ(t) une fonction C∞, nulle pour t ≤ T ′
o et valant 1 pour t ≥ 0. En posant

f̃ = χ f +A0(u)(∂tχ)v et g̃ = χ g− [f0(u)](∂tχ)ψ, on voit que (χ v, χ ψ, f̃ , g̃) sont solutions
de (8.1.1). Ces fonctions sont nulles pour t ≤ T ′

o. De plus les conditions portant sur u et
Φ impliquent (8.1.2) (8.1.3) (8.1.4). D’après le Théorème 8.1.1, (χ v, χ ψ, f̃ , g̃) vérifient
(8.1.5) et (8.2.10) en résulte.

¤

Lemme 8.2.3. Si (v, ψ, F, G) sont solutions du système (8.2.1), alors l’estimation (8.2.10)
est satisfaite.
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Preuve. Soit (v, ψ) une solution du système différentiel (8.2.2). Puisque Bj = (∂nΦ)W1AjV
et J = W1MV , on a

(8.2.11) L(V v) = F̃ := (∂nΦ)−1(W1)−1F + Dv

où D est une matrice dont les coefficients sont des fonctions de u, b, ∂αu, ∂βΦ avec |α| ≤ 1
et |β| ≤ 2. On a donc

(8.2.12) ‖ D ‖∗
0,T ≤ C(M) .

On a d’autre part

(8.2.13) [J v] + EΓv− − X1(ψ) = W+
1 {[M(u, ∂yΦ)v] − Xu(ψ)} .

On en déduit que (V v, ψ) est solution du système différentiel :

(8.2.14)

{
L(V v) = F̃ ,

[M(u, ∂yΦ)v] − Xu(ψ) = G̃ := (W+
1 )−1G .

Le Lemme 8.2.2, implique que (v, ψ) vérifie l’ estimation (8.2.10).
On considère maintenant une solution (v, ψ) du système paradifférentiel (8.2.1). Alors

(8.2.15)
{

Lv = F1 ,
[J v] + EΓv− − X1(ψ) = G1 ,

où l’ on a posé :

(8.2.16) F1 = F + Lv − Lγ,T v ,

(8.2.17) G1 = G + {EΓv− − P γ,T
E Γv−} − {X1(ψ) − Xγ,T

1 (ψ)} .

La première partie de la preuve implique que

(8.2.18) N2(v, ψ, γ, T ) ≤ C(M )
{

N2(v, ψ, γ, 0)+ ‖ F̃ ‖t
0,γ,T +γ1/2ε−1/2 |G̃|0,γ,T

}
.

En utilisant le résultat de paralinéarisation (7.1.14) et l’estimation ‖ Bj ‖∗
1,T≤ C(M), on

obtient

(8.2.19) ‖ F1 ‖t
0,γ,T ≤‖ F ‖t

0,γ,T +C(M) ‖ v ‖t
0,γ,T .

Comme E = W +
1 [Z ]J−, on a par le Lemme 7.6.7, |E|∗1,T ≤ ε C(M ). En appliquant (7.1.14),

on obtient

(8.2.20) |EΓv− − P γ,T
E Γv−|0,γ,T ≤ ε C(M){ |Γv−|0,γ,0 +

1
γ
|Γv−|0,γ,T } .

On remarque ensuite que bj = W+
1 [fj(u)] factorise par [u], et donc que |bj|∗1,T ≤ ε C(M ).

En appliquant à nouveau (7.1.14) on obtient :

(8.2.21) |X1(ψ) − Xγ,T
1 (ψ)|0,γ,T ≤ ε C(M) |ψ|0,γ,T .

Finalement, en reportant dans(8.2.18) les estimations (8.2.19) (8.2.20) et (8.2.21) et en
prenant γ assez grand pour absorber les termes ‖ v ‖t

0,γ,T , γ−1/2ε1/2|Γv−|0,γ,T et γ1/2ε1/2|ψ|0,γ,T

du second membre, on obtient que (v, ψ) vérifie (8.2.10).
¤
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On commute maintenant les dérivations conormales au système paradifférentiel (8.2.1).

Lemme 8.2.4. Si (v, ψ) est solution de (8.2.1), pour tout α tel que |α| ≤ 2s, on a

(8.2.22) γ2s−|α| ‖ [δα, Lγ,T ]v ‖t
0,γ,T ≤ C(M){‖ v ‖t

2s,γ,T + ‖ F ‖t
2s,γ,T} .

(8.2.23)
γ2s−|α||[∂α

y , P γ,T
E ]Γv−|0,γ,T + γ2s−|α||[∂α

y , Xγ,T
1 ]ψ|0,γ,T

≤ ε C(M){ |Γv−|2s−1,γ,T + |ψ|2s,γ,T } .

Preuve. En appliquant (7.1.11), on obtient que

(8.2.24) γ2s−|α| ‖ [δα, P γ,T
Bj

]∂jv ‖t
0,γ,T ≤ C(M ) ‖ v ‖t

2s,γ,T .

On commute ensuite δα à

(8.2.25) J∂nv = F −
n−1∑

j=o

P γ,T
Bj

∂jv .

On obtient l’estimation

(8.2.26) γ2s−|α| ‖ [δα, J∂n]v ‖t
0,γ,T ≤

∑

|β|≤|α|−1

γ2s−|α| ‖ δβF −
n−1∑

j=0

δβP γ,T
Bj

∂jv ‖t
0,γ,T .

Avec (7.1.8), il vient :

(8.2.27) γ2s−|α| ‖ [δα, J∂n]v ‖t
0,γ,T ≤ C(M){‖ v ‖t

2s,γ,T + ‖ F ‖t
2s,γ,T } .

L’ estimation (8.2.22) découle alors directement de (8.2.24) et (8.2.27).
La seconde partie du lemme résulte immédiatement de l’estimation

(8.2.28) |E|∗1,T + |bj|∗1,T ≤ ε C(M)

et de la règle (7.1.11) pour le paraproduit sur le bord.
¤

On considère maintenant une solution w du système paradifférentiel :

(8.2.29)
{

Lγ,T w± = F ± ,
Γw± = 0 .

Lemme 8.2.5. Soit w ∈ L2(ΩT ) une solution de (8.2.29) nulle pour t ≤ T ′
o. On a

l’estimation d’énergie suivante

(8.2.30) γ ‖ w ‖0,γ,T≤ C(M) ‖ F ‖0,γ,T

Preuve. Comme pour le lemme 8.2.2, il suffit d’́etablir (8.2.30) lorsque w est solution du
système différentiel :

(8.2.31)
{

Lw± = F ± ,
Γw± = 0 .

Le système initial étant supposé symétrique, l’opérateur L est symétrisable et une intégration
par parties standard conduit à (8.2.30).

¤
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Preuve du Théorème 8.2.1.
Soit (v, ψ) une solution de (8.2.1). Pour |α| ≤ 2s, on note wα = γ2s−|α|δαv et ψα =

γ2s−|α|δαψ.
Supposons d’abord que δα ne contient pas de dérivée δn. Alors on peut commuter

δα = ∂α
y à l’équation et aux conditions aux limites. On a

(8.2.32)
{

Lγ,T wα = Fα ,

[J wα] + P γ,T
E (Γw−

α ) − Xγ,T
1 (ψα) = Gα ,

avec
Fα = γ2s−|α|

{
δαF − [δα, Lγ,T ]v

}
,

Gα = γ2s−|α|
{

δαG − [δα, P γ,T
E ]Γv− + [δα, Xγ,T

1 ]ψ
}

.

En utilisant le lemme 8.2.4, il vient :

(8.2.33) ‖ Fα ‖t
0,γ,T ≤ C(M){‖ v ‖t

2s,γ,T + ‖ F ‖t
2s,γ,T } .

En utilisant l’estimation (8.2.23) du lemme 8.2.4, on obtient

(8.2.34) |Gα|0,γ,T ≤ |G|2s,γ,T + ε C(M ){ |Γv−|2s−1,γ,T + |ψ|2s,γ,T } .

Le lemme 8.2.3 implique alors que

(8.2.35)
N2(wα, ψα,γ, T ) ≤ C(M )

{
N2(wα, ψα, γ, 0)+ ‖ v ‖t

2s,γ,T + ‖ F ‖t
2s,γ,T

+ γ1/2ε−1/2|G|2s,γ,T + γ1/2ε1/2|Γv−|2s−1,γ,T + γ1/2ε1/2|ψ|2s,γ,T

}
.

Supposons maintenant que δα comporte une dérivée δn. Dans ce cas on a Γwα = 0 sur
{xn = 0} et wα vérifie {

Lγ,T w±
α = F ±

α ,
Γw±

α = 0 .

Fα vérifie encore l’estimation (8.2.33) et le Lemme 8.2.5 implique que

(8.2.36) γ ‖ wα ‖t
0,γ,T ≤ C(M){‖ v ‖t

2s,γ,T + ‖ F ‖t
2s,γ,T } .

En sommant les estimations (8.2.35) (8.2.36) pour tous les α tels que |α| ≤ 2s, et en
choisissant γ ≥ γo(M ) assez grand pour absorber les termes ‖ v ‖t

2s,γ,T , γ1/2ε1/2|Γv−|2s−1,γ,T

et γ1/2ε1/2|ψ|2s,γ,T du membre de droite par le membre de gauche, on obtient l’estimation
(8.2.7) et le théorème est démontré.

¤

112



8.3 Estimation d’énergie pour le problème non-linéaire

Nous démontrons ici le Théorème 3.3.2. On considère une solution (u, Φ) ∈ Fε(s, T )
du problème non-linéaire (3.2.3) ... (3.2.10). On introduit la bonne inconnue v1 comme en
(7.4.1) et on pose F = Lγ,T (v1) et G = Qγ,T (Γv1, χ φ′).

a) Estimation d’énergie pour (v1, χ φ′).
D’après le Corollaire 7.4.1 et la Proposition 7.6.1, F ∈ H0,2s(ΩT ) et G ∈ H2s(ωT ) avec

(8.3.1) ‖ F ‖t
2s,γ,T ≤ C(M)

{
‖ u ‖2s,γ,T + ‖ Φ ‖2s,γ,T + ‖ f ‖2s,γ,T

}
,

(8.3.2) |G|2s,γ,T ≤ ε C(M)
{

|Γu|2s−1,γ,T + |φ|2s,γ,T + |[u]/ε|2s−3,γ,T

}
.

D’après le Théorème 8.2.1, on a alors

(8.3.3)
N1(v1, χ φ′, γ, T ) ≤ C(M)

{
N1(v1, χ φ′, γ, 0)+ ‖ u ‖2s,γ,T + ‖ Φ ‖2s,γ,T

+ ‖ f ‖2s,γ,T +γ1/2ε1/2{|Γu|2s−1,γ,T + |φ|2s,γ,T + |[u]/ε|2s−3,γ,T }
}

.

b) Estimation de γ ‖ χ u′ ‖t
2s,γ,T +γ1/2ε1/2|χ Γu|2s,γ,T .

On note ũ = Πγ,T (V −1, χ u′) et Φ̃ = Πγ,T (ζ, χ Φ′). Alors, v1 = ũ − Φ̃. En appliquant
(7.1.8) et (7.1.24), on obtient

(8.3.4) ‖ Φ̃ ‖t
2s,γ,T ≤ C(M ) ‖ Φ ‖2s,γ,T ,

(8.3.5) ‖ ũ ‖t
2s,γ,T ≤ C(M ){‖ u ‖t

2s,γ,T + ‖ ∂nu ‖t
2s−2,γ,T } .

Comme χ u′ − P γ,T (V, ũ) = χ u′ − P γ,T (I, χ u′) + P γ,T (I, χ u′) −P γ,T (V, ũ), on obtient en
utilisant (7.1.16),

(8.3.6) γ ‖ χ u′ − P γ,T (I, χ u′) ‖t
2s,γ,T≤ C(M) ‖ u ‖t

2s,γ,T ,

et d’après (7.1.10) et (7.1.24) :

(8.3.7) γ ‖ P γ,T (I, χ u′) − P γ,T (V, ũ) ‖t
2s,γ,T ≤ C(M) ‖ u ‖2s,γ,T .

On en déduit que

(8.3.8) γ ‖ χ u′ − P γ,T (V, ũ) ‖t
2s,γ,T≤ C(M) ‖ u ‖2s,γ,T .

D’autre part, puisque ũ = v1 + Φ̃, on tire de (8.3. 4) que l’on a

(8.3.9) γ ‖ P γ,T (V, ũ) ‖t
2s,γ,T ≤ γ C(M ){‖ Φ ‖2s,γ,T + ‖ v1 ‖t

2s,γ,T } .

113



Compte tenu de (8.3. 8), il vient

(8.3.10) γ ‖ χ u′ ‖t
2s,γ,T ≤ C(M )

{
‖ u ‖2s,γ,T +γ ‖ Φ ‖2s,γ,T +γ ‖ v1 ‖t

2s,γ,T

}
.

On obtient des estimations similaires de la trace χ Γu′. On a successivement

(8.3.11) |χ Γu′ − P γ,T (V, Γũ)|2s,γ,T ≤ C(M) |χ Γu′|2s−1,γ,T ,

(8.3.12) |P γ,T (V, Γũ)|2s,γ,T ≤ C(M) { |Γũ − Γv1|2s,γ,T + |Γv1|2s,γ,T , }

(8.3.13) γ1/2ε1/2 |χ Γu′|2s,γ,T ≤ γ1/2ε1/2 C(M)
{

|χ Γu′|2s−1,γ,T + |ΓΦ|2s,γ,T + |Γv1|2s,γ,T

}
.

On déduit alors de (8.3. 3) (8.3. 10) et (8.3. 13) que

(8.3.14)
N1(χ u′, χ φ′, γ, T ) ≤ C(M )

{
N1(v1, χ φ′, γ, o)+ ‖ u ‖2s,γ,T +γ ‖ Φ ‖2s,γ,T

+ ‖ f ‖2s,γ,T +γ1/2ε1/2{ |Γu|2s−1,γ,T + |φ|2s,γ,T + |[u]/ε|2s−3,γ,T }
}

c) Estimation de N1(v1, χ φ′, γ, 0).
On a ũ = Πγ,T (V −1, χ u′) − P γ,T (V −1, χ u′) + P γ,T (V −1, χ u′) et par suite

(8.3.15) γ ‖ ũ ‖t
2s,γ,o≤ C(M){γ ‖ χ u′ ‖t

2s,γ,o + ‖ u ‖2s,γ,T } .

Puisque v1 = ũ − Φ̃, on a d’après (8.3. 4) et (8.3. 15)

(8.3.16) γ ‖ v1 ‖t
2s,γ,0≤ C(M ){γ ‖ χ u′ ‖t

2s,γ,0 + ‖ u ‖2s,γ,T +γ ‖ Φ ‖2s,γ,T } .

On obtient de même

(8.3.17) γ1/2ε1/2 |Γv1|2s,γ,0 ≤ γ1/2ε1/2 C(M){ |χ Γu′|2s,γ,o + |φ′|2s,γ,T } .

On déduit alors de (8.3. 14) (8.3. 16) et (8.3. 17) l’estimation

(8.3.18)
N1(χ u′, χ φ′, γ, T ) ≤ C(M )

{
N1(χ u′, χ φ′, γ, 0)+ ‖ u ‖2s,γ,T +γ ‖ Φ ‖2s,γ,T

+ ‖ f ‖2s,γ,T +γ1/2ε1/2{|Γu|2s−1,γ,T + |φ|2s,γ,T + |[u]/ε|2s−3,γ,T }
}

.

d) Estimation de N1(u′, φ′, γ, T ).
On a u′ = χ u′ + (1 − χ)u′ et φ′ = χ φ′ + (1 − χ)φ′. Comme 1 − χ(t) = 0 pour t ≥ 0,

on a donc

(8.3.19) N1(u′, φ′, γ, T ) ≤ N1(χ u′, χ φ′, γ, T ) + C N1(u′, φ′, γ, 0) .

on déduit alors de (8.3. 18) :

(8.3.20)
N1(u′, φ′, γ, T ) ≤ C(M)

{
N1(u′, φ′, γ, 0)+ ‖ u ‖2s,γ,T +γ ‖ Φ ‖2s,γ,T + ‖ f ‖2s,γ,T

+γ1/2ε1/2{|Γu|2s−1,γ,T + |φ|2s,γ,T + |[u]/ε|2s−3,γ,T }
}

.

En prenant γ ≥ γo(M) assez grand, les termes γ1/2ε1/2 |Γu|2s−1,γ,T et γ1/2ε1/2 |φ|2s,γ,T

s’absorbent de droite à gauche et la démonstration du Théorème 3.3.2 est achevée.
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8.4 Estimation d’énergie pour le problème linéaire

Dans ce paragraphe, on donne une variante des estimations ci-dessus, qui nous sera
utile dans la démonstration du Théorème 3.4.1 de prolongement des solutions.

On se donne T1 et T2 tels que 0 ≤ T2 < T1 et, avec les notations du paragraphe 3.3, on
considère une solution exacte (u1, Φ1) ∈ Fε(s, T2) sur ΩT2 du problème non-linéaire. Nous
supposerons de plus :

(8.4.1) M∞(u1, Φ1, T2) ≤ Mo + H/2

où Mo est défini en (3.3.10) et H > 0 est fixé.
On considère (ũ1, Φ̃1) ∈ W 2s(ΩT1) un prolongement de (u1, Φ1) à ΩT1 . On considère un

couple (u, Φ) défini sur ΩT pour un T ∈]T2, T1] et vérifiant les hypothèses suivantes :

(8.4.2) (u,Φ) ∈ W 2s(ΩT ) Γu ∈ H2s(ωT ) ΓΦ ∈ H2s+1(ωT )

(8.4.3) u = u1 = ũ1 Φ = Φ1 = Φ̃1 pour t ≤ T2

La proposition suivante est une version à ε fixé du Théorème 8.2.1. Elle nous permettra
d’obtenir, au paragraphe 8.5, une estimation d’énergie pour le problème linéaire à ε fixé.

Proposition 8.4.1. Il existe des constantes positives Co, γo, M1 et T ′
1 ∈]T2, T1] telles que :

i) pour tout couple (u, Φ) vérifiant (8.4.2)(8.4.3) avec T ∈]T2, T
′
1] ainsi que la condition

(8.4.4) ‖ u − ũ1 ‖∗
4,T + ‖ Φ − Φ̃1 ‖∗

4,T ≤ M1 ,

on a

(8.4.5) M∞(u,Φ, T ) ≤ Mo + H .

ii) pour tout couple (u,Φ) vérifiant (8.4.2)(8.4.3)(8.4.4) avec T ∈]T2, T
′
1], pour tout

couple (v, ψ) solution du problème (8.2.1), on a pour tout γ ≥ γo l’estimation :

(8.4.6) N1(v, ψ, γ, T ) ≤ Co

{
N1(v, ψ, γ, 0)+ ‖ F ‖t

2s,γ,T +γ1/2 |G|2s,γ,T

}

où N1(v, ψ, γ, T ) est défini ici par

(8.4.7) N1(v, ψ, γ, T ) = γ ‖ v ‖t
2s,γ,T +γ1/2|Γv|2s,γ,T + γ1/2|ψ|2s+1,γ,T

Nous reprenons dans ce paragraphe les hypothèses du paragraphe 8.3. Pour ε ∈]0, εo]
et T2 ∈ [0, T1[ fixés, on considère un couple (u,Φ) vérifiant (8.3.2) (8.3.3) et on se donne
des fonctions F et G telles que

(8.4.8) F ∈ W 2s(ΩT ) G ∈ H2s(ωT ) .
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Afin de préparer la démonstration du Théorème 3.4.1, nous établissons des estimations
d’énergie pour les solutions (v, ψ) du système différentiel linéaire :

(8.4.9)
{

L v = F ,
[M(u, ∂yΦ)v] − Xu(ψ) = G .

Théorème 8.4.2 Il existe des constantes positives Co, γo, M1 et T ′
1 ∈]T2, T1] telles que

pour tout couple (u, Φ) vérifiant (8.4.2)(8.4.3)(8.4.4) avec T ∈]T2, T
′
1] et pour tout couple

(v, ψ) solution du système (8.4.9), on a pour tout γ ≥ γo l’estimation

(8.4.10)
N (v, ψ, γ, T ) ≤ Co

{
N (v, ψ, γ, 0)+ ‖ v ‖2s,γ,T + ‖ F ‖t

2s,γ,T

+ γ1/2 |G|2s,γ,T + Ko(T )K1(T )
}

,

où l’on a posé

(8.4.11) N(v, ψ, γ, T ) = γ ‖ v ‖t
2s,γ,T +γ1/2|Γv|2s,γ,T + γ1/2|ψ|2s+1,γ,T ,

(8.4.12) Ko(T ) = ‖F ‖∗
2,T + ‖ v‖∗

3,T + |ψ|∗1,T + |G|∗0,T ,

(8.4.13) K1(T ) = ‖u‖t
2s,γ,T + γ1/2|Γu|2s,γ,T + γ ‖ Φ ‖2s,γ,T +γ1/2|φ|2s+1,γ,T + γ1/2|Γb|2s,γ,T .

Preuve. On désigne par v1 la bonne inconnue, définie ici par

(8.4.14) v1 = Πγ,T (V −1, χ v) − Πγ,T (ζ, χ Φ′)

avec ζ = V −1(∂nu/∂nΦ). La démonstration suit les mêmes étapes que celles du Théorème 3.3.2.
La première étape consiste à établir une estimation d’énergie pour (v1, χ ψ). La Propo-
sition 8.4.1 s’applique et fournit les constantes M1 et T ′

1. Pour T ∈]T2, T
′
1], on a alors

M∞(u, Φ, T ) ≤ Mo + H . Le Lemme 7.2.1 s’applique et, avec les notations de ce lemme, on
en déduit l’estimation

(8.4.15) ‖ b′ ‖∗
2,T ≤ C(Mo + H) .

D’après le Théorème 7.3.1, il existe une constante C1 qui ne dépend que de Mo et H, telle
que :

(8.4.16) ‖ Lγ,T (v1) ‖t
2s,γ,T ≤ C1

{
‖ v ‖2s,γ,T + ‖ F ‖t

2s,γ,T +Ko{‖ u ‖t
2s,γ,T + ‖ Φ ‖2s,γ,T }

}
,

où Ko = ‖F‖∗
2,T +‖v‖∗

3,T . De même, en appliquant la Proposition 7.5.1, on voit qu’il existe
une constante C2 telle que :

(8.4.17)
|Qγ,T (Γv1, χ ψ)|2s,γ,T ≤ C2

{
|Γv|2s−1,γ,T + |ψ|2s,γ,T + |G|2s,γ,T

+ K ′
o{|Γb|2s,γ,T + |Γu|2s,γ,T + |φ|2s+1,γ,T }

}
.
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où K ′
o = |ψ|∗1,T + |Γv|∗1,T + |G|∗0,T . La Proposition 8.4.1 donne alors l’estimation

(8.4.18)
N (v1, χ ψ, γ, T ) ≤ C3

{
N (v1, χ ψ, γ, 0)+ ‖ v ‖2s,γ,T + ‖ F ‖2s,γ,T

+ γ1/2 |Γv|2s−1,γ,T + γ1/2 |ψ|2s,γ,T + Ko(T )K1(T )}
}

.

où N (v1, χ ψ, γ, T ), Ko(T ) et K1(T ) sont définis par (8.4.11) (8.4.12) et (8.4.13). La suite
de la preuve est en tout point identique à celle du Théorème 3.3.2.

¤
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9 Estimations à priori pour le problème non-linéaire

Dans ce paragraphe, on démontre le Théorème 3.3.3. Comme indiqué au paragraphe 3,
on commence par estimer les dérivées normales de u. On majore ensuite le saut de u, puis
les fonctions p, h et b définies au paragraphe 7.2 et enfin la fonction Φ.

Toutes ces estimations, ainsi que l’estimation d’́energie donnée par le Théorème 3.3.2
seront alors utilisées pour établir l’estimation a priori principale constituant le Théorème
3.3.3 . Dans tout le paragraphe 9, nous supposons que (u, Φ) ∈ Fε(s, T ) est solution du
problème non-linéaire.

9.1 Estimation de ∂nu

Pour un problème non caractéristique, il est clair qu’une régularité tangentielle d’ordre
2s se traduit par une régularité du même ordre dans les dérivées normales. Par contre,
pour un problème caractéristique, on sait qu’en général il faut deux dérivées tangentes
pour estimer une dérivée normale (cf par exemple [Ma-Os], [Ra-Re], [Al] ou [Mé-Ra] pour
une illustration de cette règle).

Pour chaque ε > 0, le problème (3.2.3) est non caractéristique, et les solutions H0,2s

de (3.2.1) sont automatiquement H2s. Néanmoins, pour avoir des estimations uniformes
en ε > 0, nous devons travailler dans les espaces W 2s. Dans ce paragraphe, nous nous
intéressons à la première dérivée ∂nu, les dérivées normales d’ordre supérieur seront es-
timées au paragraphe suivant.

Proposition 9.1.1. Il existe des fonctions ε(·) > 0, C(·) et γo(·) telles que si T ≥ 0 et si
(u, Φ) ∈ Fε(s, T ), on a pour tout γ ≥ γo(M) et tout ε ≤ ε(M), l’estimation suivante

(9.1.1)
γ‖∂nu‖t

2s−2,γ,T ≤ C(M )
{

γ‖u‖2s,γ,o + ‖u‖t
2s,γ,T + γ‖Φ‖2s,γ,T

+ε‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T + ‖b‖t

2s−2,γ,T + ‖f‖2s,γ,T

}
,

où M est tel que :

(9.1.2) M∞(u, Φ, T ) ≤ M .

Au paragraphe 7.2, on a vu qu’il existe des matrices W (u, ∂′
yΦ) et V (u, ∂′

yΦ) telles que

(9.1.3) WMV =
[

h 0
0 IN−1

]

où h = λ(u, ∂ ′
yΦ) − ∂tΦ. En outre, le premier vecteur colonne de V est le vecteur propre

r(u, ∂ ′
yΦ) associé à la valeur propre λ(u, ∂′

yΦ) de la matrice G(u, ∂′
yΦ) introduite en (2.1.2)

et normalisé par (2.1.3). On a donc :

(9.1.4) M(u, ∂′
yΦ)r(u, ∂′

yΦ) = h A0(u)r(u, ∂′
yΦ) .

De plus, le premier vecteur ligne de W (u, ∂′
yΦ), noté l(u, ∂ ′

yΦ) est choisi tel que :

(9.1.5) lA0r = 1 et lM = hlA0 .

Comme au paragraphe 7.2, nous notons z = ∂nu/∂nΦ et ζ = V −1z = (ζ1, ζ
′) ∈ R × RN−1.
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a) Estimation de ζ ′.
En multipliant l’́equation (3.2.3) par W (u, ∂′

yΦ), on obtient :

(9.1.6) WMV ζ = W (f −
n−1∑

j=0

Aj(u)∂ju) ,

d’où en tenant compte de (9.1.3) :

(9.1.7) ζ ′ = W ′(f −
n−1∑

j=0

Aj(u)∂ju);

Comme ‖f‖∗
1,T ≤ C(Mo), on déduit de (9.1.7) les estimations

(9.1.8) ‖ζ ′‖∗
1,T ≤ C(M) ,

(9.1.9) ‖ζ ′‖t
2s−1,γ,T ≤ C(M )

{
‖u‖t

2s,γ,T + ‖Φ‖t
2s,γ,T + ‖f‖t

2s−1,γ,T

}
.

b) Équation de transport pour ζ1.
En appliquant (∂nΦ)−1∂n à l’équation, on voit que z vérifie

(9.1.10)
n−1∑

j=0

Aj(u)∂jz + M(u, ∂yΦ)
∂nz

∂nΦ
+ E(u, ∂yu, ∂yΦ, z)z =

∂nf

∂nΦ

où E désigne une fonction C∞ de ses arguments.

Remarque 9.1.2 Le système (3.2.3) a été obtenu à partir de (2.1.1) par le changement
de variable (2.3.1). On remarque que z est la fonction qui correspond à la dérivée normale
∂n de l’inconnue dans les variables initiales, et qu’appliquer (∂nΦ)−1∂n à (3.2.3) revient
simplement à appliquer ∂n au système initial (2.1.1). Ceci explique pourquoi dans (9.1.10)
n’apparaissent pas de dérivée d’ordre 2 de Φ .

En multipliant (9.1.10) par W (u, ∂′
yΦ) et en y remplaçant z par V ζ, il vient

(9.1.11)
n−1∑

j=0

(WAjV )∂jζ + (WMV )
∂nζ

∂nΦ
= WE1ζ + W

∂nf

∂nΦ
,

avec

(9.1.12) E1 = −EV −
n−1∑

j=0

Aj∂jV − M∂nV

∂nΦ
.

119



La première composante du système (9.1.11), s’écrit

(9.1.13) h∂nζ1 +
n−1∑

j=0

Xj∂jζ1 = F =
6∑

k=1

Fk ,

où

(9.1.14) Xj = ∂nΦ l(u, ∂′
yΦ) Aj(u) r(u, ∂′

yΦ) ,

et où les Fk sont des fonctions de la forme :

F1 = ∂nΦ g1(u, ∂′
yΦ) ∂jζ

′ , F2 = ∂nΦ g2(u, ∂′
yΦ) × ∂y(u, ∂ ′

yΦ) × ζ ,
F3 = ∂nΦ g3(u, ∂′

yΦ) × ζ × ζ , F4 = ∂nΦ h g4(u, ∂ ′
yΦ) × ζ × ζ ,

F5 = h g5(u, ∂′
yΦ) × ∂n∂′

yΦ × ζ , F6 = h g6(u, ∂′
yΦ) × ∂nf .

c) Estimation de ζ1 dans H0,σ(ΩT )
On note X = X± l’opérateur du premier ordre défini par :

(9.1.15) X = h∂n +
n−1∑

j=0

Xj∂j

Lemme 9.1.3. En notant v = (u, ∂ ′
yΦ, ∂nΦ, b), la fonction ζ1 vérifie l’estimation

(9.1.16) γ‖ζ1‖t
σ,γ,T ≤ C(M)

{
γ‖ζ1‖t

σ,γ,0 + ‖Xζ1‖t
σ,γ,T + ‖v‖t

σ,γ,T

}
.

Preuve. Les coefficients de X sont bornés dans W 1,∞(ΩT ) et d’après (9.1.5) le coefficient
X0 de ∂t est ∂nΦ ≥ δ > 0. En intégrant par parties e−2γt(Xϕ)ϕ on en déduit que :

(9.1.17) γ‖ϕ‖t
0,γ,T ≤ C(M){γ‖ϕ‖t

0,γ,0 + ‖Xϕ‖t
0,γ,T }

On commute ensuite le champ e−bX aux dérivations conormales δα. En posant Xζ1 = F
on a

(9.1.18) X(δαζ1) = ebδα(e−bF ) − eb[δα, e−bX]ζ1 .

D’où en appliquant (9.1.17),

(9.1.19)
γ‖δαζ1‖t

0,γ,T ≤ C(M){γ‖δαζ1‖t
0,γ,0 + ‖ebδα(e−bF )‖t

0,γ,T

+ ‖eb[δα, e−bX ]ζ1‖t
0,γ,T } .

D’après le Lemme 4.1.3, on obtient :

(9.1.20) γσ−|α|‖ebδα(e−bF )‖t
0,γ,T ≤ C(M){‖F‖t

σ,γ,T + ‖b′‖t
σ,γ,T } .
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On écrit ensuite :

(9.1.21) eb[δα, e−bX ]ζ1 = −ε eb[δα, ∂n]ζ1 +
n−1∑

j=0

eb[δα, e−bXj∂j]ζ1 .

On évalue d’abord

(9.1.22) A = γσ−|α|‖eb[δα, e−bXj∂j ]ζ1‖t
0,γ,T .

Il est majoré par une somme de termes de la forme :

γσ−|α|‖eb δα1(e−bXj) δα2∂jζ1‖t
0,γ,T avec |α| = |α1| + |α2| et α1 6= 0

et le Lemme 4.1.3 donne alors l’estimation :

(9.1.23) A ≤ C(M){‖ζ1‖t
σ,γ,T + ‖v‖t

σ,γ,T} .

On évalue ensuite le terme

(9.1.24) B = γσ−|α|ε‖eb[δα, ∂n]ζ1‖t
0,γ,T .

La définition δn = ρ(xn)∂n, montre que ε [δα, ∂n]ζ1 peut s’écrire comme une somme de
termes de la forme m = ε ρ′ δβ ∂nζ1 où ρ′(xn) désigne une dérivée de ρ et où |β| ≤ |α| − 1.
En revenant à l’́equation, on a

(9.1.25) ε ∂nζ1 = −e−bF +
n−1∑

j=0

e−bXj∂jζ1

et on en déduit que B ≤ B1 + B2 avec

(9.1.26)
B1 = C(M)γσ−|α|‖δβ(e−bF )‖t

0,γ,T avec |β| ≤ |α| − 1 ,

B2 = C(M)γσ−|α|‖δβ(e−bXj∂jζ1)‖t
0,γ,T avec |β| ≤ |α| − 1 .

En utilisant le Lemme 4.1.3 et l’estimation ‖F‖∗
0,T ≤ C(M), on montre que

(9.1.27)
B1 ≤ C(M){‖F‖t

σ,γ,T + ‖v‖t
σ,γ,T } ,

B2 ≤ C(M){‖ζ1‖t
σ,γ,T + ‖v‖t

σ,γ,T} .

En revenant à l’inégalité (9.1.19) que l’on multiplie par γσ−|α| et en tenant compte de
(9.1.23) et (9.1.27) on obtient l’estimation

(9.1.28)
γσ−|α|.γ‖δαζ1‖t

0,γ,T ≤ C(M)
{

γ‖δαζ1‖t
0,γ,o + ‖F‖t

σ,γ,T

+ ‖v‖t
σ,γ,T + ‖ζ1‖t

σ,γ,T

}
.

En sommant sur α et en prenant γ assez grand on obtient (9.1.16).
¤

d) Estimation de F dans H0,σ(ΩT ).
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Lemme 9.1.4. On a la majoration suivante :

(9.1.29)
‖F‖t

σ,γ,T ≤C(M)
{

‖ζ ′‖t
σ+1,γ,T + ‖ζ1‖t

σ,γ,T + ‖u‖t
σ+1,γ,T + ‖Φ‖t

σ+2,γ,T

+ ‖∂nΦ‖t
σ,γ,T + ‖ε ∂nΦ‖t

σ+1,γ,T + ‖∂nf‖t
σ,γ,T + ‖b′‖t

σ,γ,T

}
.

Preuve. Puisque M∞(u, Φ, T ) ≤ M , on voit que l’on contrôle la norme L∞ de ∂nΦ, u, ∂′
yΦ,

ζ et ∂yζ
′. L’estimation (9.1.29) est donc claire pour les termes Fk avec 1 ≤ k ≤ 4. Pour le

terme F6 on utilise le Lemme 4.1.3 et le fait que ‖f‖∗
1,T ≤ C(Mo).

Dans F5, on note que h ∂n∂
′
yΦ est borné dans L∞(ΩT ) par C(M) et on a

‖F5‖t
σ,γ,T ≤ C(M ){‖h ∂n∂

′
yΦ‖t

σ,γ,T + ‖ζ g5(u, ∂ ′
yΦ)‖t

σ,γ,T } .

Le second terme à droite est majoré par (9.1.29). Par ailleurs, h± = ∓ε eb±, d’où

‖h ∂n∂
′
yΦ‖t

σ,γ,T ≤ ε C(M){‖b′‖t
σ,γ,T + ‖∂nΦ‖t

σ+1,γ,T }

et le lemme suit.
¤

Preuve de la proposition 9.1.1.
En remarquant que γ‖ζ ′‖t

2s−2,γ,T ≤ ‖ζ ′‖t
2s−1,γ,T et en sommant les estimations (9.1.9)

et (9.1.16), on obtient

(9.1.30)
γ‖ζ‖t

2s−2,γ,T ≤ C(M)
{

γ‖ζ1‖t
2s−2,γ,o + ‖F‖t

2s−2,γ,T + ‖v‖t
2s−2,γ,T

+‖u‖t
2s,γ,T + ‖Φ‖t

2s,γ,T + ‖f‖t
2s−1,γ,T

}
.

Avec le Lemme 9.1.4, en prenant γ assez grand pour absorber ‖ζ1‖t
2s−2,γ,T , on obtient

(9.1.31)

γ‖ζ‖t
2s−2,γ,T ≤ C(M)

{
γ‖ζ1‖t

2s−2,γ,o + ‖u‖t
2s,γ,T

+‖Φ‖t
2s,γ,T + ‖∂nΦ‖t

2s−2,γ,T + ‖ε ∂nΦ‖t
2s−1,γ,T

+ ‖b′‖t
2s−2,γ,T + ‖∂nf‖t

2s−2,γ,T + ‖f‖t
2s−1,γ,T

}
.

En écrivant que ∂nu = ∂nΦ V (u, ∂′
yΦ)ζ, il vient

(9.1.32)
γ‖∂nu‖t

2s−2,γ,T ≤ C(M )
{

γ‖ζ‖t
2s−2,γ,T + γ‖∂nΦ‖t

2s−2,γ,T

+ ‖u‖t
2s−1,γ,T + ‖Φ‖t

2s,γ,T

}
.

On majore ensuite

(9.1.33)
γ‖ζ1‖t

2s−2,γ,0 ≤ γ C(M)
{
‖∂nu‖t

2s−2,γ,0 + ‖∂nΦ‖t
2s−2,γ,T

+ ‖u‖t
2s−2,γ,T + ‖Φ‖t

2s−1,γ,T

}
.

On majore enfin γ‖∂nΦ‖t
2s−2,γ,T par γ‖Φ‖t

2s,γ,T et l’estimation (9.1.3) résulte alors de
(9.1.31) (9.1.32) et (9.1.33).
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¤
Pour terminer nous donnons une estimation du terme ε∂nu.

Proposition 9.1.5. Sous les hypothèses de la Proposition 9.1.1 on a l’estimation

(9.1.34)
ε‖∂nu‖t

2s−1,γ,T ≤ C(M )
{

‖u‖t
2s,γ,T + ‖∂nu‖t

2s−2,γ,T + ‖Φ‖t
2s,γ,T

+‖∂nΦ‖t
2s−2,γ,T + ε‖∂nΦ‖t

2s−1,γ,T + ‖f‖t
2s−1,γ,T

}

Preuve. a) Avec (9.1.6) et (9.1.3), on voit que

(9.1.35) hζ = F1(u, ∂ ′
yΦ)f + F2(u, ∂′

yΦ).∂yu

avec des fonctions régulières F1 et F2. Il en est de même de hz et il en résulte que :

(9.1.36) ‖hz‖t
2s−1,γ,T ≤ C(M )

{
‖u‖t

2s,γ,T + ‖Φ‖t
2s,γ,T + ‖f‖t

2s−1,γ,T

}
.

En remarquant que hδαz = δα(hz) + [h, δα]z, on obtient ensuite

(9.1.37)
γ2s−1−|α|‖h δαz‖t

0,γ,T ≤ C(M)
{

‖u‖t
2s,γ,T + ‖Φ‖t

2s,γ,T

+ ‖f‖t
2s−1,γ,T + ‖h‖t

2s−1,γ,T + ‖z‖t
2s−2,γ,T

}
.

On a d’autre part

(9.1.38) ‖h‖t
2s−1,γ,T ≤ C(M){‖u‖t

2s−1,γ,T + ‖Φ‖t
2s,γ,T } .

Avec (9.1.37), on en déduit que

(9.1.39)
γ2s−1−|α|‖h δαz‖t

0,γ,T ≤ C(M)
{

‖u‖t
2s,γ,T + ‖Φ‖t

2s,γ,T

+ ‖f‖t
2s−1,γ,T + ‖z‖t

2s−2,γ,T

}
.

b) On a |h| = ε eb et ‖b‖∗
0,T ≤ C(M). On en déduit que γ2s−1−|α|‖ε δαz‖t

0,γ,T est majoré
par le membre de droite de (9.1.39). En sommant ces estimations sur α, on obtient que
ε‖z‖t

2s−1,γ,T est lui aussi majoré par le membre de droite de (9.1.39).

c) On écrit ∂nu = z ∂nΦ et on obtient avec le Lemme 4.1.3

(9.1.40) ε‖∂nu‖t
2s−1,γ,T ≤ C(M ){ε‖z‖t

2s−1,γ,T + ε‖∂nΦ‖t
2s−1,γ,T } ,

(9.1.41) ‖z‖t
2s−2,γ,T ≤ C(M ){‖∂nu‖t

2s−2,γ,T + ‖∂nΦ‖t
2s−2,γ,T } .

En reportant (9.1.40) dans l’estimation obtenue en b) pour ε‖z‖t
2s−1,γ,T et en tenant compte

de (9.1.41) on obtient finalement :

(9.1.42)
ε‖∂nu‖t

2s−1,γ,T ≤ C(M)
{

‖u‖t
2s,γ,T + ‖Φ‖t

2s,γ,T + ‖f‖t
2s−1,γ,T

+‖∂nu‖t
2s−2,γ,T + ‖∂nΦ‖t

2s−2,γ,T + ε‖∂nΦ‖t
2s−1,γ,T

}

et la Proposition 9.1.5 est démontrée.
¤
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9.2 Estimations des dérivées normales

Proposition 9.2.1. Il existe des fonctions ε(·) > 0, C(·) et γo(·) telles que pour T ≥ 0,
ε < ε(M) et (u, Φ) ∈ Fε(s, T ) vérifiant (9.1.2), on a pour tout γ ≥ γo(M) et tout k ≤ s,

(9.2.1)
γ‖∂k

nu‖t
2s−2k,γ,T ≤ C(M)

{
γ‖u‖2s,γ,o + ‖u‖2s,γ,T + γ‖∂nu‖t

2s−2,γ,T

+γ‖Φ‖2s,γ,T + ε‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T + ‖b‖t

2s−2,γ,T + ‖f‖2s,γ,T

}
.

Preuve. Comme ∂nu = z ∂nΦ, on obtient grâce au Lemme 4.1.3

(9.2.2) ‖∂k
nu‖t

2s−2k,γ,T ≤ C(M){‖z‖2s−2,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T } .

Il suffit donc de prouver que γ‖z‖2s−2,γ,T est majoré par le membre de droite de (9.2.1).
Compte tenu de la définition (3.3.2) de la norme, il suffit de majorer, pour k ≤ s,
γ‖∂k

nz‖t
2s−2k−2,γ,T par le membre de droite de (9.2.1).

Pour k = 0, l’estimation résulte de l’inégalité

(9.2.3) γ‖z‖t
2s−2,γ,T ≤ C(M){γ‖∂nu‖t

2s−2,γ,T + γ‖Φ‖2s,γ,T } .

Pour k ≥ 1, on commute ∂k
n à l’́equation (9.1.10). On voit alors que z(k) = ∂k

nz vérifie

(9.2.4)
n−1∑

j=0

Aj(u)∂jz
(k) + M(u, ∂yΦ)

∂nz(k)

∂nΦ
= f (k)

avec

(9.2.5) f (k) =
n−1∑

j=0

[∂k
n, Aj(u)]∂jz + [∂k

n, (∂nΦ)−1M]∂nz + ∂k
n(Ez) + ∂k

n((∂nΦ)−1f) .

On introduit ζ(k) = V −1(u, ∂ ′
yΦ)∂k

nz = (ζ(k)
1 , ζ ′(k)) ∈ R × RN−1. Avec des notations

évidentes, on a alors

(9.2.6) ∂k
nz = ζ

(k)
1 V1(u, ∂ ′

yΦ) + V2(u, ∂′
yΦ)ζ ′(k)

On multiplie par W (u, ∂′
yΦ) l’équation (9.2.4) à l’ordre k−1. Les N −1 dernières lignes

donnent

(9.2.7) ζ ′(k) = ∂nΦ W ′(u, ∂′
yΦ)

{
f (k−1) −

n−1∑

j=0

Aj(u)∂jz
(k−1)

}

où f (k−1) est donné par (9.2.5).
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D’autre part, on multiplie (9.2.4) par W (u, ∂ ′
yΦ). La première ligne donne l’équation

(9.2.8) h ∂nζ
(k)
1 +

n−1∑

j=0

Xj∂jζ
(k)
1 = F =

4∑

k=1

Fk

où les Xj sont les mêmes qu’en (9.1.14) et où les Fk sont maintenant de la forme :

F1 = ∂nΦ g1(u, ∂′
yΦ) ∂yζ

′(k) , F2 = ∂nΦ g2(u, ∂′
yΦ) f (k) ,

F3 = ∂nΦ g3(u, ∂′
yΦ) × (∂yu, ∂y∂

′
yΦ) × ζ(k) , F4 = h g4(u, ∂′

yΦ) × (∂nu, ∂n∂
′
yΦ) × ζ(k) .

a) Estimation de ζ ′(k).
On majore la norme H0,2s−2k−1 du second membre de (9.2.7) en utilisant les Lemmes 4.1.3

et 4.1.4. On obtient

(9.2.9) γ‖ζ ′(k)‖t
2s−2k−2,γ,T ≤ C(M ){‖u‖2s,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T + ‖f‖2s,γ,T }

b) Estimation de ζ
(k)
1 .

Pour σ = 2s − 2k − 2 et v = (u, ∂′
yΦ, ∂nΦ, b), le Lemme 9.1.3 fournit l’estimation :

(9.2.10) γ‖ζ
(k)
1 ‖t

σ,γ,T ≤ C(M){ γ‖ζ
(k)
1 ‖t

σ,γ,o + ‖F‖t
σ,γ,T + ‖v‖t

σ,γ,T } .

En utilisant les Lemmes 4.1.3 et 4.1.4, on obtient ensuite

(9.2.11)
‖F‖t

σ,γ,T ≤ C(M )
{

‖u‖2s,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T + ε‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T

+‖f‖2s,γ,T + ‖b‖t
2s−2,γ,T

}
.

On déduit alors de (9.2.10) et (9.2.11)

(9.2.12)
γ‖ζ

(k)
1 ‖t

2s−2k−2,γ,T ≤ C(M)
{

γ‖ζ
(k)
1 ‖t

2s−2k−2,γ,0 + ‖u‖2s,γ,T

+‖Φ‖2s,γ,T + ε‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T + ‖f‖2s,γ,T + ‖b‖t

2s−2,γ,T

}
.

c) Estimation de γ‖∂k
nz‖t

2s−2k−2,γ,T .
Avec (9.2.6) et les estimations (9.2.9) (9.2.12), on obtient

(9.2.13)
γ‖∂k

nz‖t
2s−2k−2,γ,T ≤ C(M)

{
γ‖ζ

(k)
1 ‖t

2s−2k−2,γ,0 + ‖u‖2s,γ,T

+‖Φ‖2s,γ,T + ε‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T + ‖f‖2s,γ,T + ‖b‖t

2s−2,γ,T

}
.

Comme ζ(k) = V −1(u, ∂ ′
yΦ)∂k

nz, on en déduit que dans le passé

(9.2.14) γ‖ζ
(k)
1 ‖t

2s−2k−2,γ,0 ≤ C(M)
{

γ‖u‖2s,γ,0 + ‖u‖2s,γ,T + γ‖Φ‖2s,γ,T

}
.

En revenant à (9.2.12), on en déduit que γ‖∂k
nz‖t

2s−2k−2,γ,T est majoré par le membre de
droite de (9.2.1) et la proposition suit.

¤
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9.3 Estimation du saut de u

Dans l’énoncé du Théorème 3.3.2, on voit apparâıtre le terme |[u]/ε|2s−3,γ,T au sec-
ond membre de l’inégalité d’énergie (3.3.12). Le but de ce paragraphe est de donner une
estimation de ce terme afin de préparer la démonstration du Théorème 3.3.3. L’idée est
de montrer que [u] est solution d’une équation de transport le long de la surface de choc
{xn = 0}, similaire à l’́equation de transport habituelle pour les singularités faibles.

Proposition 9.3.1. Il existe des fonctions ε(·) > 0, C(·) et γo(·) telles que pour T ≥ 0,
ε < ε(M) et (u, Φ) ∈ Fε(s, T ) vérifiant (9.1.2), on a pour tout γ ≥ γo(M)

(9.3.1)
γ|[u]/ε|2s−3,γ,T ≤ C(M)

{
γ|[u]/ε|2s−3,γ,o + |[f ]/ε|2s−3,γ,T + ‖u‖2s,γ,T

+‖Φ‖2s,γ,T + ‖f‖2s−2,γ,T

}
.

On multiplie (3.2.3) par l(u, ∂′
yΦ), premier vecteur ligne de W (u, ∂′

yΦ). Avec (9.1.5), il
vient

(9.3.2)
n−1∑

j=0

[l.Aj(u)∂ju] + [h l.A0z] = [l.f ]

Lemme 9.3.2. [u1] vérifie une équation de transport de la forme :

(9.3.3)
n−1∑

j=0

Fj(v)∂j [u1] + G(w) [u1] = H(v) [f ]

où
v = (Γu′+, Γu′−, ∂′

yφ) , w = (v, ∂yv, Γz+, Γz−, Γf+, Γf−) ,

et Fj , G et H sont des fonctions C∞ de leurs arguments vérifiant G(0) = 0 et F0 ≥ δ1 > 0
sur le domaine considéré.

Preuve. D’après (2.2.6) on a [u] = [u1]R(u+, u−, ∂ ′
yφ) , d’où

(9.3.4) [l.Aj(u)∂ju] = Fj(v)∂j [u1] + [u1]Gj(v)∂yv

avec Fj(v) = l(u+, ∂′
yφ) Aj(u+) R(u+, u−, ∂ ′

yφ). En reportant dans (9.3.2), on obtient :

(9.3.5)
n−1∑

j=0

Fj(v)∂j[u1] + G(v, ∂yv) [u1] + [h l.A0z] = [l.f ]

Si [u] est suffisamment petit, il résulte alors de (9.1.5) que

(9.3.6) F0(v) = l(u+, ∂′
yφ) A0(u+) R(u+, u−, ∂′

yφ) ≥ δ1 > 0 .
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D’autre part, sur {xn = 0}, on a Γp+ = Γp− = [u] et on déduit de (7.2.6) (7.2.7) que

(9.3.7) Γh+ = [u1]g1(v) , Γh− = [u1]g2(v) ,

avec des fonctions lisses g1 et g2. Il en résulte que l’on a aussi

(9.3.8) [h l.A0z] = [u1]G1(w) .

Enfin le terme [l.f ] au second membre de (9.3.5) s’écrit sous la forme :

(9.3.9) [l.f ] = [u1]g3(v).f+ + l(u+, ∂ ′
yφ).[f ] .

En reportant dans (9.3.5), on obtient (9.3.3) et le lemme est démontré.

¤

En divisant (9.3.3) par F0(v), on voit que

(9.3.10) X [u1] := ∂t[u1] +
n−1∑

j=1

Xj(v)∂j[u1] = F ,

où

(9.3.11) Xj(v) =
Fj(v)
F0(v)

F =
H(v)
F0(v)

[f ] − G(w)
F0(v)

[u1] .

Le résultat suivant ([Mé1], Proposition 3.2.1) fournit une estimation de [u1].

Lemme 9.3.3. Il existe une fonction C(.) telle que pour (φ, v, F ) ∈ W 1,∞(ωT ) ∩ Hσ(ωT )
vérifiant X φ = F , on a pour tout γ ≥ 1, l’estimation suivante

(9.3.12) γ|φ|σ,γ,T ≤ C(M1)
{

γ|φ|σ,γ,0 + |F |σ,γ,T + |v|∗1,T |φ|σ,γ,T + |φ|∗1,T |v|σ,γ,T

}

où M1 est tel que |v|∗0,T ≤ M1.

Preuve de la Proposition 9.3.1. On déduit du lemme 9.3.3 l’estimation :

(9.3.13) γ|[u1]|2s−3,γ,T ≤ C(M )
{

γ|[u1]|2s−3,γ,0 + |F |2s−3,γ,T + |[u1]|2s−3,γ,T + ε |v|2s−3,γ,T

}
.

Par (3.1.9), on sait que [f ]/ε est uniformément borné dans L∞(ωT ), ce qui permet de
majorer F , v et w dans H2s−3. On obtient

(9.3.14)
γ|[u1]/ε|2s−3,γ,T ≤ C(M)

{
γ|[u1]/ε|2s−3,γ,0 + |[u1]/ε|2s−3,γ,T + |[f ]/ε|2s−3,γ,T

+|Γu|2s−2,γ,T + |φ|2s−1,γ,T + |Γz|2s−3,γ,T + |Γf |2s−3,γ,T

}
.
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D’après le Lemme 5.1.1, on a

(9.3.15)
|Γu|2s−2,γ,T ≤ C‖u‖2s,γ,T ,

|φ|2s−1,γ,T ≤ C‖Φ‖2s,γ,T ,

|Γz|2s−3,γ,T ≤ C(M){‖u‖2s,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T} .

En revenant à (9.3.14), on en déduit :

(9.3.16)
γ|[u1]/ε|2s−3,γ,T ≤ C(M )

{
γ|[u1]/ε|2s−3,γ,0 + |[u1]/ε|2s−3,γ,T

+|[f ]/ε|2s−3,γ,T + ‖u‖2s,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T + ‖f‖2s−2,γ,T

}
.

Pour γ assez grand, on peut absorber le terme |[u1]/ε|2s−3,γ,T du membre de droite par le
membre de gauche. Enfin, puisque [u] = [u1] R(u+, u−, ∂′

yφ) on a

(9.3.17) |[u]/ε|2s−3,γ,T ≤ C(M)
{

|[u1]/ε|2s−3,γ,T + |Γu|2s−3,γ,T + |φ|2s−2,γ,T

}
.

Avec (9.3.15) , on voit que γ|[u]/ε|2s−3,γ,T est encore majoré par le second membre de
(9.3.1) et la Proposition 9.3.1 est démontrée.

¤

9.4 Estimation de Φ

Le terme ‖Φ‖2s,γ,T apparâıt au second membre de l’inégalité d’énergie (3.3.12), tandis
que le le terme ε ‖∂nΦ‖t

2s−1,γ,T apparâıt au second membre de (9.1.1). Il est donc nécessaire
d’estimer ces deux termes.

On rappelle que tout (u, Φ) ∈ Fε(s, T ) prolonge une solution approchée (ua, Φa) ∈
Fa(2s + 3) (cf Définition 3.3.1). En outre, Φ est solution des équations (3.2.6) et (3.2.7),
avec p± = −ε eA U±(u+, ∂′

yΦ+, −ε eA) donnés par (2.3.13) et A = Wa +RT (a−wa) comme
en (2.3.8). De plus a = ln(−[u1]/ε) et Wa est associé à la solution approchée (ua, Φa) comme
indiqué en (3.1.4) (3.1.5) (3.1.6).

Proposition 9.4.1. Il existe des fonctions ε(·), C(·) et γo(·) telles que si T ≥ 0 et si
(u, Φ) ∈ Fε(s, T ) vérifie (9.1.2), alors, pour tout γ ≥ γo(M ) et tout ε < ε(M), on a

(9.4.1) γ‖Φ‖2s,γ,T ≤ C(M){ γ‖Φ‖2s,γ,0 + ε ‖Wa‖2s,γ,T1 + ‖u‖2s,γ,T } .

Preuve. Nous faisons la démonstration pour Φ+. L’équation (3.2.6) est de la forme

(9.4.2) ∂tΦ′ = µ(ε, v, ∂′
yΦ

′) avec v = (u′, ε(eA − 1))

où µ est une fonction C∞ de ses arguments telle que µ(ε, 0, 0) = 0.
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a) Estimation de ‖Φ‖t
0,γ,T .

Nous écrivons d’abord l’́equation (9.4.2) sous la forme

(9.4.3) ∂tΦ′ −
n−1∑

j=1

µj(ε, v, ∂′
yΦ

′)∂jΦ′ = µ(ε, v, 0) .

Puisque |[u′
1]/ε|∗2,T ≤ M , on a |a|∗2,T ≤ C(M ) et on déduit du Corollaire 5.3.2

(9.4.4) ‖A‖∗
1,T ≤ C(M) .

Le Lemme 9.3.3 donne alors l’estimation

(9.4.5) γ‖Φ‖t
0,γ,T ≤ C(M)

{
γ‖Φ‖t

0,γ,0 + ‖u‖t
0,γ,T + ‖Φ‖t

0,γ,T + ε ‖A‖t
0,γ,T

}
.

La Proposition 5.4.1 et le Lemme 5.1.1 donnent ensuite le majoration

(9.4.6) ε ‖A‖t
2s,γ,T ≤ C(M){ ε ‖Wa‖2s,γ,T1 + ‖u‖2s,γ,T } .

En multipliant (9.4.5) par γ2s et en tenant compte de (9.4.6) on obtient

(9.4.7)
γ2s+1‖Φ‖t

0,γ,T ≤ C(M)
{

γ‖Φ‖t
2s,γ,0 + ε ‖Wa‖2s,γ,T1

+ ‖u‖2s,γ,T + ‖Φ‖t
2s,γ,T

}
.

b) Estimation de γ‖δΦ‖t
2s−1,γ,T .

En appliquant à l’équation (9.4.3) une dérivée conormale δ, on voit que ψ = δΦ′ vérifie

(9.4.8) ∂tψ −
n−1∑

j=1

µj(v, ∂′
yΦ

′)∂jψ = F (v, ∂ ′
yΦ

′)δv

En appliquant le Lemme 9.3.3 avec σ = 2s − 1, on obtient

(9.4.9)
γ‖ψ‖t

2s−1,γ,T ≤ C(M )
{

γ‖ψ‖t
2s−1,γ,0 + ‖v‖t

2s,γ,T

+ ‖Φ‖t
2s,γ,T + ‖ψ‖t

2s−1,γ,T

}
,

car ‖v‖∗
1,T + ‖Φ′‖∗

2,T ≤ C(M). D’après (9.4.6), on obtient ensuite

(9.4.10) ‖v‖t
2s,γ,T ≤ C(M){ ε ‖Wa‖2s,γ,T1 + ‖u‖2s,γ,T } .

Compte tenu de (9.4.9) (9.4.10), il vient :

(9.4.11)
γ‖δΦ‖t

2s−1,γ,T ≤ C(M)
{

γ‖Φ‖t
2s,γ,0 + ε ‖Wa‖2s,γ,T1

+ ‖u‖2s,γ,T + ‖Φ‖t
2s,γ,T

}
.
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On déduit alors de (9.4.7) et (9.4.11) l’estimation :

(9.4.12) γ‖Φ‖t
2s,γ,T ≤ C(M)

{
γ‖Φ‖t

2s,γ,0 + ε ‖Wa‖2s,γ,T1 + ‖u‖2s,γ,T + ‖Φ‖t
2s,γ,T

}
.

c) Estimation de γ‖∂nΦ‖t
2s−2,γ,T .

En dérivant l’́equation (9.4.3) par rapport à xn on voit que ψ = ∂nΦ′ vérifie une équation
de la forme

(9.4.13) Xψ = ∂tψ −
n−1∑

j=1

µj(v, ∂′
yΦ

′)∂jψ = F (v, ∂ ′
yΦ

′)∂nv .

En posant w = (v, ∂′
yΦ′) On utilise le lemme suivant.

Lemme 9.4.2. Il existe une fonction C(.) telle que pour (ψ, F ) ∈ W 1,∞(ΩT ) ∩ W 2σ(ΩT )
et w ∈ W 2,∞(ΩT ) ∩ W 2σ(ΩT ) , vérifiant Xψ = F , on a pour tout γ ≥ 1,

(9.4.14)
γ‖ψ‖2σ,γ,T ≤ C(M1)

{
γ‖ψ‖2σ,γ,0 + ‖F‖2σ,γ,T

+‖w‖∗
2,T ‖ψ‖2σ,γ,T + ‖ψ‖∗

1,T ‖w‖2σ,γ,T

}
,

où M1 est tel que ‖w‖∗
0,T ≤ M1.

Preuve. On part de l’inégalité classique :

(9.4.15) γ‖ψ‖0,γ,T ≤ C(M1)
{

γ‖ψ‖0,γ,0 + ‖F‖0,γ,T + ‖w‖∗
1,T ‖ψ‖0,γ,T

}
.

On commute ensuite δα∂k
n au champ X

(9.4.16) X(δα∂k
nψ) = δα∂k

nF + [X, δα∂k
n]ψ .

Avec (9.4.15), on voit que l’inégalité (9.4.14) sera établie si on prouve que pour µ+|α|+2k ≤
2σ, γµ‖[X, δα∂k

n]ψ‖0,γ,T est majoré par le membre de droite de (9.4.14). Or, ce commutateur
est une somme de termes de la forme :

(9.4.17) m = γµ δα1∂k1
n (µj(w)) × δα2∂k2

n (∂ju)

où |α1| + k1 6= 0 et µ + |α1| + |α2| + 2(k1 + k2) = 2σ. Les estimations non linéaires du
Lemme 4.1.3 donnent les majorations

(9.4.18) ‖m‖0,γ,T ≤ C(M1)
{

‖w‖∗
2,T ‖ψ‖2σ,γ,T + ‖ψ‖∗

1,T‖w‖2σ,γ,T

}

et le lemme en résulte.

¤
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Revenons à la démonstration de la Proposition 9.4.1. Le Lemme 9.4.2 appliqué avec
σ = s − 1 implique que

(9.4.19)
γ‖∂nΦ′‖2s−2,γ,T ≤ C(M )

{
γ‖Φ‖2s,γ,0 + ‖F (v, ∂′

yΦ
′)∂nv‖2s−2,γ,T

+‖w‖∗
2,T ‖Φ‖2s,γ,T + ‖w‖2s−2,γ,T

}
.

On déduit du Corollaire 5.3.2 que ‖A‖∗
2,T ≤ C(M), d’où ‖w‖∗

2,T ≤ C(M ). On a alors,

(9.4.20)

‖w‖2s−2,γ,T ≤ ‖v‖2s−2,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T ,

‖F (v, ∂ ′
yΦ

′)∂nv‖2s−2,γ,T ≤ C(M){‖v‖2s,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T } ,

‖v‖2s,γ,T ≤ ‖u‖2s,γ,T + ε C(M)‖A‖2s,γ,T .

Comme a − wa = 0 pour t < 0, le Corollaire 5.4.2 et le Lemme 5.1.1 donnent l’estimation

(9.4.21) ε ‖A‖2s,γ,T ≤ C(M){ ε‖Wa‖2s,γ,T1 + ‖u‖2s,γ,T } .

En reportant les estimations (9.4.20) à (9.4.23) dans (9.4.19), on obtient finalement

(9.4.22)
γ‖∂nΦ′‖2s−2,γ,T ≤ C(M)

{
γ‖Φ‖2s,γ,0 + ε‖Wa‖2s,γ,T1

+ ‖u‖2s,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T

}
.

Avec (9.4.12), (9.4.22) et l’́egalité ‖Φ‖2s,γ,T = ‖Φ‖t
2s,γ,T + ‖∂nΦ′‖2s−2,γ,T , on voit que

γ‖Φ‖2s,γ,T est majoré par le second membre de (9.4.22). En prenant γ ≥ γo(M) assez
grand, la Proposition 9.4.1 en résulte.

¤

En introduisant la notation

(9.4.23) N3(Wa, γ) = ε {‖Wa‖2s,γ,T1 + ‖∂nWa‖t
2s−1,γ,T1

+ |wa|2s,γ,T1}

on prouve maintenant une estimation de ε‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T .

Proposition 9.4.3. Il existe une fonction C(·) telle que si T ≥ 0 et si (u, Φ) ∈ Fε(s, T )
vérifie (9.1.2), alors pour tout γ ≥ 1, on a

(9.4.24)
γε‖∂nΦ′‖t

2s−1,γ,T ≤ ε C(M)
{

γ‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,o + ε N3(Wa, γ)

+ ‖u‖t
2s−1,γ,T + ‖Φ‖t

2s,γ,T + |Γu|2s,γ,T + ‖∂nu‖t
2s−1,γ,T + ‖∂nΦ′‖t

2s−1,γ,T

}
.

Preuve. ∂nΦ′ vérifie l’équation (9.4.13) et le Lemme 9.3.3, que l’on applique avec σ = 2s−1,
donne l’estimation :

(9.4.25)
γ ε‖∂nΦ′‖t

2s−1,γ,T ≤ ε C(M)
{

γ‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,o + ‖F (v, ∂ ′

yΦ
′)∂nv‖t

2s−1,γ,T

+‖w‖∗
1,T ‖∂nΦ′‖t

2s−1,γ,T + ‖w‖t
2s−1,γ,T

}
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D’après le Corollaire 5.3.2, on a ‖w‖∗
1,T ≤ C(M). Ensuite, on a les majorations

(9.4.26) ‖w‖t
2s−1,γ,T ≤ ‖v‖t

2s−1,γ,T + ‖Φ‖t
2s,γ,T ,

(9.4.27) ‖F (v, ∂ ′
yΦ

′)∂nv‖t
2s−1,γ,T ≤ C(M){‖v‖t

2s−1,γ,T + ‖∂nv‖t
2s−1,γ,T + ‖Φ‖t

2s,γ,T }

(9.4.28)
‖v‖t

2s−1,γ,T + ‖∂nv‖t
2s−1,γ,T ≤ ‖u‖t

2s−1,γ,T + ‖∂nu‖t
2s−1,γ,T

+ε C(M ) { ‖A‖t
2s−1,γ,T + ‖∂nA‖t

2s−1,γ,T }

La Proposition 5.4.1 donne la majoration

(9.4.29) ε { ‖A‖t
2s−1,γ,T + ‖∂nA‖t

2s−1,γ,T } ≤ C(M ){ ε N3(Wa, γ) + |Γu|2s,γ,T } .

En reportant ces estimations dans (9.4.25), on obtient finalement (9.4.24).
¤

9.5 Estimation a priori principale. Preuve du théorème 3.3.3

Nous reprenons les notations N1(u,Φ, γ, T ) et N2(u,Φ, γ, T ) définies respectivement en
(3.3.11) et (3.3.13). On a

(9.5.1)
N2(u, Φ, γ, T ) = N1(u, Φ, γ, T ) + γ‖Φ‖2s,γ,T + γ‖∂nu‖2s−2,γ,T

+ γ |[u]/ε|2s−3,γ,T + ε γ ‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T .

L’estimation de N1(u,Φ, γ, T ) fait l’objet du Théorème 3.3.2. Pour γ ≥ γo(M ), on a

(9.5.2)
N1(u, Φ, γ, T ) ≤ C(M)

{
N1(u,Φ, γ, 0) + ‖u‖2s,γ,T + γ‖Φ‖2s,γ,T

+ ‖f‖t
2s,γ,T + γ1/2ε1/2 |[u]/ε|2s−3,γ,T

}
.

Le termes γ‖Φ‖2s,γ,T et ε γ ‖∂nΦ‖t
2s−1,γ,T sont estimés dans les Propositions 9.4.1 et 9.4.3.

Avec les Propositions 9.1.1 et 9.2.1, on obtient :

(9.5.3)
γ‖∂nu‖2s−2,γ,T ≤ C(M )

{
γ‖u‖2s,γ,0 + ‖u‖2s,γ,T + γ‖Φ‖2s,γ,T

+ ε‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T + ‖b‖t

2s−2,γ,T + ‖f‖2s,γ,T

}
.

Le terme γ |[u]/ε|2s−3,γ,T est à la Proposition 9.3.1. En sommant les différentes majorations,
on voit que

(9.5.4)

N2(u,Φ, γ, T ) ≤ C(M)
{

N2(u, Φ, γ, 0) + ε N3(Wa, γ) + ‖u‖2s,γ,T

+ ‖Φ‖2s,γ,T + ε‖∂nu‖t
2s−1,γ,T + ε‖∂nΦ′‖t

2s−1,γ,T + ε |Γu|2s,γ,T

+ γ1/2ε1/2 |[u]/ε|2s−3,γ,T . + ‖b′‖t
2s−2,γ,T + ‖f‖2s,γ,T + |[f ]/ε|2s−3,γ,T

}
.
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On majore ensuite les termes ε‖∂nu‖t
2s−1,γ,T et ‖b′‖t

2s−2,γ,T au second membre de (9.5.4),
en utilisant la Proposition 9.1.5 et le Lemme 7.2.2. On en déduit

(9.5.5)

N2(u, Φ, γ, T ) ≤ C(M)
{

N2(u,Φ, γ, 0) + ε N3(Wa, γ) + ‖u‖2s,γ,T

+ ‖Φ‖2s,γ,T + ε‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T + ε |Γu|2s,γ,T

+ γ1/2 |[u]/ε|2s−3,γ,T + ‖f‖2s,γ,T + |[f ]/ε|2s−3,γ,T

}
.

Enfin, en prenant γ suffisamment grand, on voit que les termes ‖u‖2s,γ,T , ‖Φ‖2s,γ,T , ε‖∂nΦ′‖t
2s−1,γ,T ,

ε |Γu|2s,γ,T , γ1/2 |[u]/ε|2s−3,γ,T situés à droite, sont absorbés par le membre de gauche et le
Théorème 3.3.3 est démontré.

¤
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10 Le théorème de prolongement à ε fixé

Comme indiqué au paragraphe 3, une fois obtenue l’estimation d’énergie uniforme, pour
terminer la démonstration du théorème principal d’existence, il nous suffit de construire
pour chaque ε une solution exacte du problème non linéaire, sur un intervalle de temps
dépendant de ε (Théorème 3.4.1). Dans ce paragraphe, on construit une solution moins
régulière dans l’avenir que dans le passé. La régularité sera regagnée par propagation au
paragraphe suivant.

10.1 Énoncé du résultat

On se donne une famille de solutions approchées F a(s) avec 2s > n
2 + 40. On se donne

Mo vérifiant (3.3.10) et H > 0. Soit T1 le temps d’existence à priori défini par (3.5.9). Dans
toute la suite de ce paragraphe, ε > 0 est fixé et, à la grande différence des paragraphes
précédents, les différentes “constantes” peuvent dépendre de ε.

Théorème 10.1.1. Soit T2 ∈ [0, T1[ et (u1, Φ1) ∈ Fε(s, T2) vérifiant

M∞(u1, Φ1, T2) ≤ Mo + H/2 .

Alors il existe T3 > T2 et une solution exacte (u, Φ) ∈ Fε(s − 12, T3), prolongeant (u1, Φ1)
et vérifiant

(10.1.1) M∞(u, Φ, T3) ≤ Mo + H .

Comme on l’a indiqué au §1.2.11, les équations linéarisées donnent lieu à une perte
de régularité et l’utilisation d’un schéma de Picard comme dans [Ma2] semble impossible.
La preuve du Théorème 10.1.1 repose sur la mise en œuvre d’un schéma itératif de type
Nash-Moser que nous construirons en nous efforçant de suivre l’esprit et les notations de
[Hö1], [Al] et [Al-Gé].

Pour des raisons pratiques, on note s1 = s − 3 et s0 = s − 19, de sorte que

(10.1.2)
{

2s0 > n/2 + 2 ,
s1 = s0 + 16 .

Ces choix sont justifiés aux Remarques 10.5.4 et 10.7.2. Le schéma itératif sera présenté
au paragraphe 10.3. Pour le moment nous introduisons quelques notations utiles et faisons
quelques remarques sur la forme des équations. On note

(10.1.3)

L(u, ∇Φ)v =
n−1∑

j=o

Aj(u)∂jv + M(u, ∂yΦ)
∂nv

∂nΦ
,

g(Γu+, Γu−, ∂yφ) =
n−1∑

j=o

[fj(u)]∂jφ − [fn(u)] ,
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de sorte que les équations (3.2.3)(3.2.4) s’écrivent L(u, ∇Φ)u = 0 et g(Γu+, Γu−, ∂yφ) = 0
avec φ = ΓΦ+ = ΓΦ−.

Cependant, les équations pour Φ± donnent lieu à la difficulté suivante. Pour les solutions
exactes, il est crucial que les restrictions à {xn = 0} des équations (3.2.6) (3.2.7) pour Φ±

donnent toutes les deux l’équation (3.2.13) qui résulte des conditions de Rankine-Hugoniot.
Autrement dit, les conditions de Rankine-Hugoniot (3.2.4) et les équations (3.2.6) et (3.2.7)
sont compatibles avec les conditions ΓΦ+ = ΓΦ− = φ. Dans le schéma itératif, les ap-
proximations (uν, φν) ne vérifient pas exactement les conditions de Rankine-Hugoniot. Il
en résulte qu’une linéarisation brutale des équations (3.2.4) (3.2.6) (3.2.7) conduit à des
équations incompatibles avec les conditions ΓΦ+

ν = ΓΦ−
ν = φν . C’est pourquoi on modifie

les équations (3.2.6) (3.2.7) en introduisant des termes de correction, C±, nuls lorsque les
conditions de Rankine-Hugoniot sont satisfaites et qui garantissent dans tous les cas que
[Φ] = 0. L’idée est de rajouter aux fonctions p± qui interviennent dans les équations (3.2.6)
(3.2.7), des fonctions C±, telles que Γ(u+ − p+ − C+) = Γu− et Γ(u− + p− + C−) = Γu+.
Rappelons que le choix (2.3.13) des fonctions p± a été fait pour que ces conditions soient
satisfaites avec C± = 0 lorsque les conditions de Rankine-Hugoniot sont vérifiées. Les con-
ditions ci-dessus déterminent les traces c± = ΓC± et on en déduit C± en appliquant un
opérateur de rel̀evement de traces. Suivant ces idées, on introduit les notations suivantes.
En posant θ = (θo, θ

′) ∈ R × Rn−1, on introduit les fonctions

(10.1.4) h(u+, u−, θ) = θo − λ(u+, u−, θ′) ,

(10.1.5)
f+

p (u+, θ′, A) = −ε eA U+(u+, θ′, −ε eA) ,

f−
p (u−, θ′, A) = −ε eA U−(u−, θ′, −ε eA) ,

(10.1.6)
f+

c (u+, u−, θ′) = [u] − [u1] U+(u+, θ′, [u1]) ,

f−
c (u+, u−, θ′) = [u] − [u1] U−(u−, θ′, [u1]) .

On introduit aussi les fonctions

(10.1.7)
h+

∗ (w+) = θo − λ(u+, u+ − f+
p (u+, θ′, A) − C+, θ′) ,

h−
∗ (w−) = θo − λ(u− + f−

p (u−, θ′, A) + C−, u−, θ′)

des variables w± = (u±, A, C±, θ). On introduit aussi la fonction

(10.1.8) fa(u+, u−) = ln(−[u1]/ε) .

Avec ces notations, l’équation (3.2.6) s’écrit

(10.1.9) h+
∗ (u+, A, 0, ∂yΦ+) = 0 ,

avec A = Wa +RT (a−wa) définie en (3.2.8) et a = fa(Γu+, Γu−). Comme les conditions de
Rankine-Hugoniot g(u+, u−, θ) = 0 impliquent que f±

c (u+, u−, θ′) = 0, pour les solutions
de (3.2.4), l’́equation (10.1.9) est équivalente à

(10.1.10) h+
∗ (u+, A, C+, ∂yΦ+) = 0 ,
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avec C+ = RT (c+) et c+ = f+
c (Γu+, Γu−, ∂′

yφ). Par ailleurs, la trace de (10.1.10) sur le
bord {xn = 0} est l’́equation (3.2.13)

(10.1.11) h(Γu+, Γu−, ∂yφ) = 0 ,

sous les seules conditions que ΓΦ+ = φ, a = fa(Γu+, Γu−).

Pour démontrer le Théorème 10.1.1 on se donne (u1, Φ1) ∈ Fε(s1 + 3, T2). On note
(u0, Φ0) un prolongement de (u1, Φ1) sur ΩT1 tel que [Φ0] = 0 et

(10.1.12) u′
0 = u0 − uε , Φ′

0 = Φ0 − Φε , ∂′
yΦ0 sont dans W 2s1+6(ΩT1) .

Pour des fonctions u± et Φ± vérifiant ΓΦ+ = ΓΦ− = φ, on note

(10.1.13)
a = fa(Γu+, Γu−) , A = Wa + RT (a − wa) ,

c± = f±
c (Γu+, Γu−, ∂′

yφ) , C± = RT (c±) , w± = (u±, A, C±, ∂yΦ±) .

En particulier, on note a0, A0, φ0, c0, C0 et w±
0 les quantités associées à (u0,Φ0). On

introduit

(10.1.14) F = f − L(u0, ∇Φ0)u0 , G = −g(Γu+
0 , Γu−

0 , ∂yΦ0) , , H± = −h±
∗ (w±

0 ) .

Puisque (u0, Φ0) est solution exacte du problème non-linéaire sur ΩT2 , c0 et donc C0 d’après
la Proposition 5.3.1, sont nuls pour t < T2. Il en résulte que

(10.1.15) F = 0 , G = 0 , H± = 0 pour t ≤ T2 .

Soit T tel que T ∈ [T2, T1]. L’analyse ci dessus montre que équations (3.2.3) ... (3.2.10)
s’écrivent

(10.1.16) L(u, ∇Φ)u − L(u0, ∇Φ0)u0 = F sur ΩT ,

(10.1.17) g(Γu+, Γu−, ∂yφ) − g(Γu+
0 , Γu−

0 , ∂yΦ0) = G sur ωT ,

(10.1.18) ΓΦ+ = ΓΦ− = φ sur ωT ,

et, avec les notations (10.1.13),

(10.1.19)
{

h+
∗ (w+) − h+

∗ (w+
o ) = H+ sur Ω+

T ,
h−

∗ (w−) − h−
∗ (w−

o ) = H− sur Ω−
T .

On demande en outre à u et Φ de vérifier les conditions dans le passé ( t < T2 ) :

(10.1.20) u± = u±
0 , Φ± = Φ±

0 pour t < T2 .

La suite du paragraphe 10 est consacré à la résolution des équations (10.1.16) à (10.1.20),
en utilisant un schéma itératif de type Nash-Moser décrit au paragraphe 10.3.
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10.2 Opérateurs de régularisation

Nous définissons maintenant les opérateurs de régularisation qui interviennent dans
le schéma itératif. Pour T ∈ [T2, T1] , W 2s

0 (ΩT ) désigne le sous-espace de W 2s(ΩT ) des
fonctions nulles pour t < T2. Ce sous-espace sera muni de la norme habituelle de W 2s(ΩT ).

Proposition 10.2.1. ( S.Alinhac [Al]) Il existe des opérateurs S1
θ définis pour tout réel

θ ≥ 1 et vérifiant pour tout a et b entiers pairs dans [0, 2s1 + 6], pour tout T ∈ [T2, T1] et
pour tout u ∈ W b

0 (ΩT ) les estimations suivantes

(10.2.1) ‖ S1
θ (u) ‖a,T ≤ C ‖ u ‖b,T pour a ≤ b ,

(10.2.2) ‖ S1
θ (u) ‖a,T ≤ C θa−b ‖ u ‖b,T pour a ≥ b ,

(10.2.3) ‖ S1
θ(u) − u ‖a,T≤ C θa−b ‖ u ‖b,T pour a ≤ b ,

(10.2.4) ‖ d

dθ
S1

θ (u) ‖a,T ≤ C θa−b−1 ‖ u ‖b,T ∀a, ∀b dans [0, 2s1 + 6] ,

(10.2.5) S1
θ (u) = 0 si t ≤ T2 ,

où C désigne une constante indépendante de a, b et T .

Les opérateurs dépendent de T , par l’intermédiaire d’opérateurs de prolongement. On
omet de l’indiquer dans la notation. L’important est que les constantes sont indépendantes
de T .

L’inconvénient de la régularisation S1
θ est qu’elle ne respecte pas les traces, ni la con-

dition de continuité sur {xn = 0}. Pour s > 0, notons W 2s
] (ΩT ) l’espace des Φ ∈ W 2s

0 (ΩT )
tel que [Φ] = 0.

Proposition 10.2.2. Il existe des opérateurs S̃1
θ de W 2

] (ΩT ) dans W 2s1+6
] (ΩT ), possédant

les propriétés (10.2.1) à (10.2.5) pour a et b dans {2, . . . , 2s1 + 6}.

Preuve. D’après le Lemme 5.1.1, le Corollaire 5.4.2 et la localisation (5.4.3), l’opérateur

(10.2.6) J : Φ 7→ (J Φ)± = Φ± ∓
1
2
RT [Φ]

est uniformément borné de W 2s
0 (ΩT ) dans W 2s

0 (ΩT ), pour tout s ≥ 1. L’opérateur S̃1
θ = J S1

θ

possède donc les propriétés (10.2.1) (10.2.2) et (10.2.4). De plus, [J Φ] = 0, et l’image de
J est contenue dans W 2s1+6

] (ΩT ). En outre, si [Φ] = 0, on a J Φ = Φ et donc Φ − S̃1
θΦ =

J (Φ − S1
θΦ) et (10.2.3) en résulte lorsque Φ ∈ W 2

] (ΩT ).
¤
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On utilisera aussi des régularisations tangentielles. En désignant par Hs
0(ωT ) le sous-

espace des fonctions u ∈ Hs(ωT ) telles que u = 0 pour t < T2, on construit des opérateurs
S2

θ opérant de Hb
0(ωT ) dans Ha

0 (ωT ), pour tous a et b entiers dans [0, 2s1 + 6], et vérifiant
les propriétés analogues à (10.2.1) ... (10.2.5).

D’autre part, on note Es(ΩT ) l’espace des fonctions u ∈ L2(ΩT ) telles que ∂α
y u ∈ L2(ΩT )

pour |α| ≤ s, où ∂α
y désigne une dérivée tangentielle. Cet espace est muni de la norme

(10.2.7) ‖ u ‖tg
s,T =

∑

|α|≤s

‖ ∂α
y u ‖L2(ΩT )

On note Es
0(ΩT ) ⊂ Es(ΩT ) le sous-espace des fonctions u ∈ Es(ΩT ) nulles pour t < T2.

Alors les opérateurs de régularisation tangentielle S3
θ = S2

θ ⊗ Idxn, opèrent de Eb
0(ΩT ) dans

Ea
0(ΩT ), pour a, b dans [0, 2s1 + 6], vérifiant les propriétés analogues à (10.2.1) ... (10.2.5)

pour les normes ‖ · ‖tg. On a de plus

(10.2.8) ΓS3
θ (u) = S2

θ (Γu) ,

(10.2.9) δnS
3
θ (u) = S3

θ (δnu) ,

(10.2.10) ∂nS
3
θ (u) = S3

θ (∂nu) .

Enfin, on note W 2s
1 (ΩT ) le sous-espace des fonctions u ∈ W 2s

0 (ΩT ) telles que ∂yu ∈
W 2s

0 (ΩT ). On note

(10.2.11) ‖ u ‖1
2s,T=‖ u ‖2s,T + ‖ ∂yu ‖2s,T

la norme de cet espace.

Lemme 10.2.3. i) Il existe une constante C telle que pour tout entier s ∈ [0, s1 + 3] et
pour tout T ∈ [T2, T1], S3

θ opère de W 2s
0 (ΩT ) dans W 2s

1 (ΩT ) et

(10.2.12) ‖ S3
θ (u) ‖1

2s,T ≤ C θ ‖ u ‖2s,T .

ii) Il existe une constante C telle que pour tout entier s ∈ [0, s1] et pour tout u ∈
W 2s1(ΩT ) on a l’estimation

(10.2.13) ‖ S3
θ (u) − u ‖2s,T ≤ C θ2s−2s1 ‖ u ‖2s1,T .

Preuve. Si u ∈ W 2s(ΩT ), ‖ ∂yS
3
θ (u) ‖2s,T est majoré par une somme de termes de la forme

A =‖ ∂y∂
α
y δp

n∂k
nS3

θ (u) ‖0,T avec |α| + p + 2k ≤ 2s .

En commutant δp
n∂

k
n à l’opérateur S3

θ et en utilisant (10.2.2) pour S3 et les normes ‖ ·‖tg,
on obtient

A ≤‖ S3
θ (δ

p
n∂

k
nu) ‖tg

|α|+1,T ≤ C θ ‖ δp
n∂k

nu ‖tg
|α|,T ≤ C θ ‖ u ‖2s,T

et (10.2.12) en résulte. De même, pour p + 2k ≤ s ≤ s1,

‖δp
n∂k

n

(
S3

θ (u) − u
)
‖tg

2s−p−2k = ‖S3
θ (δ

p
n∂k

nu) − δp
n∂k

nu
)
‖tg

2s−p−2k

≤ Cθ2s−2s1‖δp
n∂k

nu‖tg
2s1−p−2k ≤ Cθ2s−2s1‖u‖2s1−p−2k .

L’estimation (10.2.13) en découle, en sommant sur p et k.
¤
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10.3 Description du schéma itératif

Nous définissons tout d’abord les linéarisés des expressions introduites au paragraphe
10.1. Le linéarisé en (u,∇Φ) de L(u, ∇Φ)u, agissant sur (v, ψ), est noté

L2(u,∇Φ)(v, ψ) .

De même, les linéarisés en (Γu+, Γu−, ∂yφ) de g(Γu+, Γu−, ∂yφ) et h(Γu+, Γu−, ∂yφ) sont
notés respectivement

g1(Γu+, Γu−, ∂yφ)(v+, v−, ∂yψ) , h1(Γu+, Γu−, ∂yφ)(v+, v−, ∂yψ) .

Les linéarisés en w± = (u±, A, C±, θ) de h+
∗ (w+) et de h−

∗ (w−), sont notés respectivement

h+
2 (w+)(v+, ã, c̃, θ̃) , h−

2 (w−)(v−, ã, c̃, θ̃) .

On rappelle la structure des linéarisés de L et g

Proposition 10.3.1. i) Le linéarisé L2(u,∇Φ) est de la forme suivante :

(10.3.1) L2(u,∇Φ)(v, ψ) = L(u, ∇Φ)V + B(u,∇u, ∇Φ)V + ψ (∂nΦ)−1 ∂n

(
L(u,∇Φ)u

)

où B(u, ∇u, ∇Φ) est l’opérateur de multiplication par une matrice B dont les coefficients
sont des fonctions de (u, ∇u,∇Φ) et où V désigne la bonne inconnue définie par

(10.3.2) V = v − ψ
∂nu

∂nφ
.

ii) Le linéarisé en (Γu+, Γu−, ∂yφ) de g(Γu+, Γu−, ∂yφ) est l’opérateur

(10.3.3) g1(Γu+, Γu−, ∂yφ)(v+, v−, ∂yψ) = Xu(ψ) − [M(u, ∂yφ)v]

où Xu(ψ) est donné par (7.5.2).

Nous désignons par L1(u, ∇Φ)V l’opérateur

(10.3.4) L1(u, ∇Φ)V = L(u, ∇Φ)V + B(u, ∇u, ∇Φ)V .

Nous allons maintenant définir le schéma de résolution. On reprend les notations de
[H], [Al] [Al-Gé]. On se donne θ0 ≥ 1 et pour k ≥ 1, on définit θk = (θ2

0 + k)1/2. On note
∆k = θk+1 − θk. Alors,

(10.3.5) θk < θk+1 et lim
k→∞

θk = +∞ ,

(10.3.6) ∆k > ∆k+1 ,
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et il existe des constante C1 et C2 telles que

(10.3.7) 0 < C1 ≤ θk

θk+1
≤ C2 pour tout k ≥ 0 .

Le schéma itératif est initialisé par (u0, Φ0). On suppose que (u0, Φ0), ...., (uν , Φν) sont
connus et vérifient

(10.3.8) [Φk] = 0 , 0 ≤ k ≤ ν .

On peut alors définir φk = ΓΦ+
k = ΓΦ−

k . Pour 0 ≤ k ≤ ν − 1, on note

(10.3.9) u̇k =
uk+1 − uk

∆k
, Φ̇k =

Φk+1 − Φk

∆k
, φ̇k =

φk+1 − φk

∆k
= ΓΦ̇±

k .

Notant pour simplifier, S1
k au lieu de S1

θk
, on introduit ensuite les régularisés

(10.3.10) uk = u0 + S1
k(uk − u0) , Φk = Φ0 + S̃1

k(Φk − Φ0) .

Sur le bord, comme [Φk − Φ0] = 0, la Proposition 10.2.2 implique que [S̃1
k(Φk − Φ0)] = 0,

ce qui permet de définir

(10.3.11) φk = ΓΦ
+
k = ΓΦ

−
k .

On construit (uν+1, Φν+1) sous la forme

(10.3.12) uν+1 = uν + ∆νu̇ν , Φν+1 = Φν + ∆νΦ̇ν .

On procède en deux temps. La linéarisation de (10.1.16) (10.1.17) conduit à un problème
aux limites qui permet de déterminer la bonne inconnue V̇ν et φ̇ν, la trace supposée de Φ̇ν .
Ensuite, la linéarisation de (10.1.19) conduit à des équations pour Φ̇±

ν , dont on doit vérifier
la compatibilité avec les conditions au bord

(10.3.13) ΓΦ̇+
ν = ΓΦ̇−

ν = φ̇ν .

On définit alors

(10.3.14) u̇ν = V̇ν + Φ̇ν
∂xnuν

∂xnΦν

.

a) Détermination de V̇ν et φ̇ν.
Suivant [Hö1], [Al], [Al-Gé], et compte tenu de la Proposition 10.3.1, la linéarisation

de l’équation (10.1.16)(10.1.17) conduit à chercher (V̇ν , φ̇ν) comme solution du problème
mixte hyperbolique linéaire :

(10.3.15) L1(uν, ∇Φν)(V̇ν) = Ḟν ,
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(10.3.16) Xuν (φ̇ν) −
[
Mν V̇ν

]
− φ̇ν

[
Mν

∂nuν

∂nΦν

]
= Ġν ,

(10.3.17) V̇ν = 0 φ̇ν = 0 pour t < T2 ,

où Mν désigne la matrice M(Γuν , ∂yΓΦν). Les termes de sources Ḟν et Ġν s’obtiennent à
partir des termes d’erreur ε1

k et ε2
k définis pour 0 ≤ k ≤ ν − 1 par

(10.3.18) ε1
k = L(uk+1, ∇Φk+1)uk+1 − L(uk, ∇Φk)uk − ∆kL1(uk, ∇Φk)(V̇k) ,

(10.3.19)
ε2

k = g(Γu+
k+1, Γu−

k+1, ∂yφk+1) − g(Γu+
k , Γu−

k , ∂yφk)

− ∆k g1(Γu+
k , Γu−

k , ∂yφk)(Γu̇+
k , Γu̇−

k , ∂yφ̇k) .

En notant

(10.3.20) E1
k =

k−1∑

j=0

ε1
j , E2

k =
k−1∑

j=0

ε2
j .

on définit alors par récurrence, les termes Fk et Gk pour k ≤ ν,

(10.3.21) F0 = S1
0(F ) , G0 = S2

0(G) ,

(10.3.22) Fk = S1
k(F ) − S1

k(E
1
k) −

k−1∑

j=0

Fj , Gk = S2
k(G) − S2

k(E
2
k) −

k−1∑

j=0

Gj .

On pose alors

(10.3.23) Ḟν = Fν/∆ν , Ġν = Gν/∆ν .

Ayant déterminé V̇ν et φ̇ν, on peut définir sur {xn = 0} les fonctions v̇±
ν , traces supposées

de u̇±
ν , par les formules

(10.3.24) v̇±
ν = ΓV̇ ±

ν + φ̇ν Γ
(∂nu±

ν

∂nΦν

)
.

Les fonctions u̇±
ν que nous construirons vérifieront Γu̇±

ν = v̇±
ν .

b) Détermination de Φ̇ν.
Par linéarisation de la fonction h±

∗ , on détermine Φ̇±
ν comme la solution d’une équation

linéaire du premier ordre de la forme

(10.3.25) X±
2 (Φ̇±

ν ) = Ḣ±
ν sur Ω±

T , Φ̇±
ν = 0 pour t ≤ T2 ,
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où X±
2 sont des champs de vecteurs tangentiels. En outre, nous voulons que sur {xn = 0},

(10.3.13) soit vérifié, qui implique en particulier que l’on a bien Γu̇ν = v̇ν .
Le reste du paragraphe 10.3 est consacré à la définition des champs X±

2 et des sec-
onds membres Ḣ±

ν . Pour rendre compatible les équations (10.3.25) et la condition au bord
(10.3.13), il suffit que les champs X±

2 aient la même restriction ΓX+
2 = ΓX−

2 au bord et
que

(10.3.26) ΓX+
2 (φ̇ν) = ΓX−

2 (φ̇ν) = ḣν = ΓḢ+
ν = ΓḢ−

ν .

L’idée est que la trace de l’́equation (10.1.10) pour Φ+ est l’équation (10.1.11) pour φ, et
que l’on doit conserver cette propriété par linéarisation. Il est alors naturel, de définir à
partir des fonctions v̇ν et φ̇ν déterminées à l’étape a),

(10.3.27) ḣν = h1(Γu+
ν , Γu−

ν ∂yφν)(v̇
+
ν , v̇−

ν , ∂yφ̇ν) ,

où h1 est le linéarisé de h.
On poursuit la construction du côté {xn > 0}, la construction du côté {xn < 0} étant

similaire. La mise en place d’un schéma de Nash-Moser pour les équations (10.1.19) conduit
à introduire, avec les notations du paragraphe 10.1, pour 0 ≤ k ≤ ν,

(10.3.28)

{
ak = fa(Γu+

k ,Γu−
k ) , Ak = Wa + RT (ak − wa) , p+

k = f+
p (u+

k , ∂′
yΦ

+
k ,Ak) ,

c+
k = f+

c (Γu+
k , Γu−

k , ∂′
yφk) , w+

k = (u+
k , Ak, RT (c+

k ), ∂yΦ+
k ) .

Avec (10.3.10) (10.3.11), on définit les expressions régularisées

(10.3.29)

{
ak = fa(Γu+

k ,Γu−
k ) , Ak = Wa + RT (ak − wa) , p+

k = f+
p (u+

k , ∂′
yΦ

+
k ,Ak) ,

c+
k = f+

c (Γu+
k , Γu−

k , ∂′
yφk) , w+

k = (u+
k , Ak, RT (c+

k ), ∂yΦ
+
k ) .

Pour 0 ≤ k ≤ ν − 1, on introduit ensuite les accroissements

(10.3.30)

{
ȧk = f1

a (Γuk)(Γu̇k) , ṗ+
k = f 1

p (u+
k , ∂′

yΦ
+
k , Ak)(u̇+

k , ∂ ′
yΦ̇

+
k , RT (ȧk)) ,

ċ+
k = f1

c (Γuk, ∂
′
yφk)(Γu̇k, ∂

′
yφ̇k) , ẇ+

k = (u̇+
k , RT (ȧk), RT (ċ+

k ), ∂yΦ̇+
k ) .

Suivant [Hö1], [Al], [Al-Gé], le schéma itératif fait intervenir le linéarisé de h+
∗ en w+

ν ,
agissant sur ẇ+

ν = (u̇+
ν , Ȧν , Ċ

+
ν , ∂yΦ̇+

ν ). Compte tenu de (10.3.14), on a u̇+
ν = lν(Φ̇+

ν ), où

(10.3.31) lν(Ψ) := V̇ +
ν + Ψ

∂nuν

∂nΦν

,

D’autre part, la première étape a déterminé φ̇+
ν et v̇+

ν candidats pour les traces de Φ̇+
ν et

u̇+
ν . Nous pouvons donc étendre les définitions (10.3.30)

(10.3.32) ȧν = f1
a (Γuν)(Γv̇ν) , ċ+

ν = f1
c (Γuν , ∂

′
yφν)(v̇ν , ∂

′
yφ̇ν)
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et poser

(10.3.33) Ȧν = R(ȧν) , Ċ+
ν = R(ċ+

ν )

On voit alors que la seule inconnue dans ẇ+
ν est Φ̇+

ν . Cela conduit à définir sur Ω+
T l’opérateur

(10.3.34) X+
2 (Ψ) = h+

2 (w+
ν )(lν(Ψ), Ȧν, Ċ

+
ν , ∂yΨ) .

L’opérateur X+
2 est de la forme :

(10.3.35) X+
2 (Ψ) = ∂tΨ +

n−1∑

j=1

Λj(w̃ν)∂jΨ + Λn(w̃ν)Ψ + Λn+1(w̃ν)

où les Λj sont des fonctions C∞ de leurs arguments et où l’on a posé :

(10.3.36) w̃ν =
(
u+

ν , ∂yΦ
+
ν , Aν, RT (c+

ν ), ∂nu
+
ν , ∂nΦ

+
ν , V̇ +

ν , Ȧν , Ċ
+
ν

)
.

Lemme 10.3.2. En notant ΓX+
2 la restriction de X+

2 à {xn = 0}, on a

(10.3.37) ΓX+
2 (φ̇ν) = ḣν .

Preuve. Les définitions (10.1.4) à (10.1.7) montrent que

(10.3.38) h+
∗ (u+, A, C+, θ) = h(u+, u−, θ) si A = fa(u+, u−) et C+ = f+

c (u+, u−, θ′) .

Il en résulte que les linéarisés h+
2 de h+

∗ et h1 de h vérifient la relation

(10.3.39) h+
2 (w+)(v̇+, ȧ, ċ+, θ̇) = h1(u+, u−, θ)(v̇+, v̇−, θ̇)

lorsque

(10.3.40)
w+ =

(
u+, f+

a (u+, u−), f+
c (u+, u−, θ′), θ

)
,

ȧ = f1
a (u+, u−)(v̇+, v̇−) , ċ+ = f1

c (u+, u−, θ′))(v̇+, v̇−, θ̇′) .

La définition (10.3.29) implique que ΓAν = aν . Avec la condition de trace (10.3.11), on
a aussi Γw+

ν = (Γu+
ν , aν, c

+
ν , ∂yφν). Avec (10.3.29) et (10.3.32), on voit que w+

ν et (ȧν, ċ
+
ν )

vérifient (10.3.40) avec v̇± = v̇±
ν et θ̇ = ∂yφ̇ν . Il en résulte que

(10.3.41) h+
2 (Γw+

ν )(v̇+
ν , ȧν , ċ

+
ν , ∂yφ̇ν) = h1(Γuν , ∂yφν)(v̇ν , ∂yφ̇ν) .

Compte tenu des définitions (10.3.27) de ḣν et (10.3.24) de v̇+
ν , ceci n’est rien d’autre que

(10.3.37).

¤
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Nous allons maintenant définir le second membre Ḣν de (10.3.25). Nous adaptons les
formules du type (10.3.22) pour les seconds membres, afin de tenir compte de la contrainte
ΓḢ+

ν = ḣν . On cherche Ḣ+
ν sous la forme

(10.3.42) Ḣ+
ν = RT (ḣν) + β̇ν .

avec Γβ̇ν = 0. L’idée est encore de comparer les linéarisations de (10.1.10) et (10.1.11).
Pour k ≤ ν − 1, on définit

(10.3.43) ḣk = h1(Γuk, ∂yφk)(Γu̇k, ∂yφ̇k)

et on introduit les termes d’erreur ε3
k et ε4

k

(10.3.44)

{
ε3

k = h(Γuk+1, ∂yφk+1) − h(Γuk, ∂yφk) − ∆k h1(Γuk, ∂yφk)(Γu̇k, ∂yφ̇k) .

ε4
k = h+

∗ (w+
k+1) − h+

∗ (w+
k ) − ∆k h+

2 (w+
k )(ẇ+

k ) .

Avec les équations (10.3.25) pour k ≤ ν − 1, on a donc

(10.3.45)
h(Γuk+1, ∂yφk+1) − h(Γuk, ∂yφk) = ε3

k + hk

h+
∗ (w+

k+1) − h+
∗ (w+

k ) = ε4
k + βk + RT (hk)

où l’on note

(10.3.46) hk = ∆kḣk , βk = ∆kβ̇k .

Pour k ≤ ν, on introduit les erreurs cumulées

(10.3.47) E3
k =

k−1∑

j=o

ε3
j , E4

k =
k−1∑

j=o

ε4
j .

Par sommation, on déduit de (10.3.45) les égalités :

(10.3.48)

h(Γuν, ∂yΦν) − h(Γu0, ∂yφ0) = E3
ν +

ν−1∑

k=o

hk

h+
∗ (w+

ν ) − h+
∗ (w+

0 ) = E4
ν +

ν−1∑

k=o

βk + RT (
ν−1∑

k=o

hk)

Il en résulte que

(10.3.49)
ν−1∑

k=0

βk = h+
∗ (w+

ν ) − RT (h(Γuν , ∂yΦν)) + (H̃ − E4
ν + RT (E3

ν))

où

(10.3.50) H̃ = −h+
∗ (w+

0 ) + RT (h(Γu+
0 , Γu−

0 , ∂yΦ0)) .
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Afin d’assurer la convergence du schéma itératif vers la solution du problème (3.2.3) ...
(3.2.10), on doit avoir :

lim
ν→∞

h+
∗ (w+

ν ) = 0 et lim
ν→∞

h(Γuν, ∂yΦν) = 0 .

On retrouve la démarche usuelle pour les schémas de Nash-Moser, en choisissant βν de
sorte que

ν∑

k=o

βk = S3
ν(H̃ − E4

ν + RT (E3
ν)) .

Nous pouvons maintenant procéder à la définition des seconds membres Ḣν . Avec les
notations (10.3.44) (10.3.47) et (10.3.50), on définit la suite βk par récurrence en posant :

(10.3.51)





β0 = 0 ,

βk = S3
k(H̃) − S3

k(E
4
k − RT (E3

k)) −
k−1∑

j=o

βj pour 1 ≤ k ≤ ν

Enfin, en posant β̇ν = βν/∆ν on définit Ḣν par (10.3.42).

Lemme 10.3.3. i) H̃ = 0 pour t < T2 et ΓH̃ = 0 sur ωT1 .
ii) Pour tout entier k tel que 0 ≤ k ≤ ν on a

(10.3.52) βk = 0, Ḣk = 0 pour t < T2

(10.3.53) Γ(βk) = 0 sur ωT

Preuve. Comme (u0, Φ0) est solution exacte du problème sur ΩT2 on a h+
∗ (w+

0 ) = 0 sur
Ω+

T2
et h(Γu0, ∂yφ0) = 0 sur ωT2. La Proposition 5.3.1 implique alors que H̃ = 0 sur Ω+

T2
.

D’autre part, (10.3.28) et (10.3.38) impliquent que pour k ≤ ν,

(10.3.54) h+
∗ (Γw+

k ) = h(Γuk, ∂yφk) .

Pour k = 0, cela implique que ΓH̃ = 0.
Comme (uν ,Φu) = (u0, Φ0) est solution exacte du problème, on a aussi

(10.3.55) ε3
k = 0 , ε4

k = 0 pour 0 ≤ k ≤ ν − 1 et pour t < T2 ,

d’où E3
k = E4

k = 0 pour t < T2 et k ≤ ν. on a de même, hk = 0 sur ωT2 . Avec les
Propositions 5.3.1. et 10.2.1, on en déduit (10.3.52).

D’autre part, (10.3.29), (10.3.30) et (10.3.39) impliquent que pour k ≤ ν − 1,

(10.3.56) h+
2 (Γw+

k )(Γẇ+
k ) = h1(Γuk, ∂yφk)(Γu̇k, ∂yφ̇k)
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On en déduit que

(10.3.57) Γε4
k = ε3

k pour k ≤ ν − 1 et ΓE4
k = E3

k pour k ≤ ν .

Avec (10.2.8), il en résulte que Γ(E4
k − RT (E3

k)) = 0. Comme ΓH̃ = 0, on voit alors que
que

Γβk = −
k−1∑

j=0

Γβj .

Comme β0 = 0, il en résulte que Γβk = 0 pour tout k.
¤

Avec Ḣν défini par (10.3.42), on détermine Φ̇+
ν en résolvant l’́equation

(10.3.58) X+
2 Φ̇+

ν = Ḣν , Φ̇+
ν = 0 pour t < T2 .

Compte tenu des Lemmes 10.3.2 et 10.3.3, la trace ΓΦ̇+
ν et φ̇ν vérifient la même équation

de transport (ΓX+
2 )φ = ḣν et sont nulles pour t < T2. On en déduit donc que ΓΦ̇+

ν = φ̇ν .
On procède de la même façon pour construire Φ̇−

ν sur Ω−
T et on définit u̇ν par (10.3.14)

puis (uν+1, Φν+1) par les formules (10.3.12).

10.4 Estimations douces

Le but de ce paragraphe est d’obtenir des estimations pour u̇ν et Φ̇ν . La première étape
consiste à obtenir des estimations pour (V̇ν , Φ̇ν). Le système linéaire (10.3.15) ... (10.3.17)
est de la forme

(10.4.1) L1(u,∇Φ)V = F

(10.4.2) Xu(ψ) − [M(u, ∂yφ)V ] − ψ
[
M(u, ∂yφ)

∂nu

∂nΦ

]
= G

(10.4.3) V = F = 0 , ψ = G = 0 pour t < T2

En rappelant que (u0, Φ0) ∈ W 2s1+6(ΩT1), on suppose que pour un s ∈ [s0, s1] et pour un
T ∈]T2, T1],

(10.4.4)

{
(u − u0, Φ − Φ0) ∈ W 2s+4(ΩT ) , ΓΦ+ = ΓΦ− = φ ,

u = u0 , Φ = Φ0 pour t < T2 .

La seconde étape consiste à obtenir des estimations pour Φ̇ν en résolvant l’équation
(10.3.25). En introduisant les notations

(10.4.5) a = fa(Γu+, Γu−) , A = Wa + RT (a − wa) ,
c = fc(Γu+, Γu−, ∂yφ) , w = (u, A, RT (c), ∂yΦ) ,
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(10.4.6) v = ΓV + ψ Γ(∂nu/∂nΦ) , ȧ = f1
a (Γu)(v) ,

ċ = f1
c (Γu, ∂yφ)(Γv, ∂yΓΨ) ,

on voit que l’équation (10.3.25) est de la forme :

(10.4.7) ∂tΨ +
n−1∑

j=1

Λj(w)∂jΨ + Λn(w)
∂nu

∂nφ
Ψ = H = RT (H1) + H2 + H3

où H3 = β̇ν , H1 = h1(Γu, ∂yφ)(v, ∂yψ) et où le terme H2 est de la forme

(10.4.8) H2 = `1(w)V + `2(w)RT (ȧ) + `3(w)RT (ċ) ,

les `j étant des fonction régulières de leurs arguments. On note que H dépend de la solution
(V, ψ) de (10.4.1) . . . (10.4.3) par l’intermédiaire des fonctions (v, ȧ, ċ) définies en (10.4.6).
On suppose que ψ est solution de l’́equation obtenue en prenant la restriction de (10.4.7)
à {xn = 0}. On a donc

(10.4.9) ΓΨ+ = ΓΨ− = ψ .

Proposition 10.4.1. Il existe des constantes positives Co, γo, M1 et T ′
1 ∈]T2, T1] telles

que pour tout (u, Φ) vérifiant (10.4.4) avec T ∈]T2, T
′
1] ainsi que la condition

(10.4.10) ‖u − u0‖∗
4,T + ‖Φ − Φ0‖∗

4,T ≤ M1 ,

la solution (V, ψ) de (10.4.1)...(10.4.3) vérifie pour tout γ ≥ γo l’estimation

(10.4.11)
γ‖V ‖2s,γ,T + γ1/2 |ΓV |2s,γ,T + γ1/2 |ψ|2s+1,γ,T

≤ Co

{
‖F‖2s,γ,T + γ1/2 |G|2s,γ,T + K0(T ) K1(T )

}

où l’on a posé :

(10.4.12)
K0(T ) = ‖F‖∗

2,T + ‖V ‖∗
3,T + |ψ|∗1,T + |G|∗0,T ,

K1(T ) = ‖u‖2s+4,γ,T + ‖Φ‖2s+4,γ,T .

Preuve. En posant F ′ = F − BV et G′ = G + ψ[M(u, ∂yφ)(∂nu/∂nΦ)], on voit que
(V, ψ, F ′, G′) vérifie le système différentiel (8.4.9) et le Théorème 8.4.2 fournit les estima-
tions conormales. Il existe donc des constantes positives Co, γo, M1 et T ′

1 ∈]T2, T1] telles
que pour T ∈]T2, T

′
1] et γ ≥ γo on ait :

(10.4.13) N(V, ψ, γ, T ) ≤ Co

{
‖F ′‖t

2s,γ,T + ‖V ‖2s,γ,T + γ1/2 |G′|2s,γ,T + K0(T ) K ′
1(T )

}

où N (V, ψ, γ, T ), K0(T ) et K ′
1(T ) sont donnés respectivement par (8.4.11), (8.4.11) ou

(10.4.12) et par (8.4.13). D’après le Lemme 7.2.2, et sa définition (7.2.7), le terme Γb qui
entre dans K ′

1(T ) s’estime par

|Γb|2s,γ,T ≤ C1{ |Γu|2s,γ,T + |ΓΦ|2s+1,γ,T} .
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et avec le Lemme 5.1.1 on voit alors que

(10.4.14) K ′
1(T ) ≤ C2K1(T ) .

D’autre part, on a

‖F ′‖t
2s,γ,T ≤ ‖F‖t

2s,γ,T + C{‖V ‖t
2s,γ,T + ‖V |∗0,T K1(T )} ,

|G′|2s,γ,T ≤ |G|2s,γ,T + C{|ψ|2s,γ,T + |ψ|∗0,T K1(T )} .

En reportant ces estimations dans (10.4.13), il vient

(10.4.15)
N(V, ψ, γ, T ) ≤C

{
‖F‖t

2s,γ,T + ‖V ‖2s,γ,T

+ γ1/2 |G|2s,γ,T + γ1/2 |ψ|2s,γ,T + K0(T ) K1(T )
}

.

On estime ensuite les dérivées normales en revenant à l’équation (10.4.1). On rappelle que
dans ce paragraphe, ε > 0 est fixé et que les constantes peuvent dépendre de ε. Le bord
étant non caractéristique, on a

(10.4.16) γ‖∂nV ‖2s−2,γ,T ≤ C
{

‖F ′‖2s,γ,T + ‖V ‖2s,γ,T + K ′
0(T ) K ′′

1 (T )
}

où l’on a posé :

(10.4.17)
K ′

0(T ) = ‖F ′‖∗
0,T + ‖V ‖∗

1,T ,

K ′′
1 (T ) = γ

{
‖u‖2s−2,γ,T + ‖Φ‖2s,γ,T + ‖b‖2s−2,γ,T

}

En utilisant l’expression de b donnée par (7.2.7) on voit que

‖b‖2s−2,γ,T ≤ C
{

|Γu|2s−1,γ,T + ‖u‖2s,γ,T + ‖∂′
yΦ‖2s,γ,T

}
.

On en déduit que

(10.4.18) K ′
0(T ) ≤ K0(T ) K ′′

1 (T ) ≤ K1(T ) .

D’autre part, on a

(10.4.19) ‖F ′‖2s,γ,T ≤ ‖F‖2s,γ,T + C{‖V ‖2s,γ,T + ‖V ‖∗
0,T K1(T )}

En reportant ces estimations dans (10.4.16), on obtient :

(10.4.20) γ‖∂nV ‖2s−2,γ,T ≤ C
{

‖F‖2s,γ,T + ‖V ‖2s,γ,T + K0(T ) K1(T )
}

En sommant les deux estimations (10.4.15) et (10.4.20) et en prenant γ assez grand, les
termes ‖V ‖2s,γ,T et γ1/2|ΓΨ|2s,γ,T situés à droite, sont absorbés par le membre de gauche,
et la Proposition 10.4.1 en résulte.

¤
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Les constantes M1 et T ′
1 étant fixées comme indiqué dans l’énoncé de la Proposition

10.4.1, nous allons maintenant établir une estimation de Ψ dans l’espace W 2s
1 (ΩT ) défini

au paragraphe 10.2. On utilise le lemme suivant qui est une conséquence immédiate du
Lemme 9.4.2.

Lemme 10.4.2. Il existe une fonction C(.) telle que pour (Ψ, F ) ∈ W 1,∞(ΩT )∩ W 2s(ΩT )
et w ∈ W 1,∞(ΩT ) ∩ W 2s(ΩT ) vérifiant

(10.4.21) ∂tΨ +
n−1∑

j=1

Λj(w)∂jΨ + Λn(w)Ψ = F , Ψ = F = 0 pour t < T2

on a pour γ ≥ 1 l’estimation :

(10.4.22) γ‖Ψ‖2s,γ,T ≤ C(M)
{

‖F‖2s,γ,T + ‖w‖∗
2,T ‖Ψ‖2s,γ,T + ‖Ψ‖∗

2,T ‖w‖2s,γ,T

}

où M est tel que ‖w‖∗
0,T ≤ M .

Proposition 10.4.3. Il existe des constantes positives C1 et γ1 telles que pour (u, Φ)
vérifiant (10.4.4) avec T ∈]T2, T

′
1] ainsi que la condition (10.4.10), alors pour tout γ ≥ γ1

et pour toute solution Ψ solution de (10.4.7), on a l’estimation suivante :

(10.4.23)
γ‖Ψ‖1

2s,γ,T ≤C1

{
‖H3‖1

2s,γ,T + ‖V ‖2s+2,γ,T

+ |v|2s+1,γ,T + |ψ|2s+2,γ,T + K ′
0(T ) K1(T )

}

où où K1(T ) est défini en (10.4.12) et

(10.4.24) K ′
0(T ) = ‖Ψ‖∗

1,T + ‖V ‖∗
0,T + |ψ|∗1,T + |v|∗0,T .

Preuve. Étant donné que w = (u,A, RT (c), ∂yΦ) et que A = Wa +RT (a−wa), l’hypothèse
(10.4.10) entrâıne que ‖w‖∗

0,T est majoré par une constante qui ne dépend que de M1. En
appliquant le Lemme 10.4.2 à l’équation (10.4.7), on obtient tout d’abord :

(10.4.25)
γ‖Ψ‖2s,γ,T ≤C(M1)

{
‖RT (H1)‖2s,γ,T + ‖H3‖2s,γ,T + ‖V ‖2s,γ,T

+ ‖Ψ‖2s,γ,T + |v|2s−1,γ,T + |ψ|2s,γ,T + K ′
0(T ) K1(T )

}
.

En dérivant ensuite l’́equation (10.4.7), on voit que θ := ∂yΨ vérifie l’équation

(10.4.26) ∂tθ +
n−1∑

j=1

Λj(w)∂jθ + Λn(w)
∂nu

∂nφ
θ = F

avec

(10.4.27) F = ∂yRT (H1) + ∂yH2 + ∂yH3 + ∂y(`(w))∂ ′
yΨ + ∂y

(
Λn(w)

∂nu

∂nφ

)
Ψ
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où ` désigne une fonction régulière de w. Le Lemme 10.4.2 implique que

(10.4.28)
γ‖∂yΨ‖2s,γ,T ≤C(M1)

{
‖∂yRT (H1)‖2s,γ,T + ‖∂yH3‖2s,γ,T + ‖V ‖2s+2,γ,T

+ ‖Ψ‖1
2s,γ,T + |v|2s+1,γ,T + |ψ|2s+2,γ,T + K ′

0(T ) K1(T )
}

.

Comme H1 = 0 pour t < T2, le Corollaire 5.4.2 implique que

‖∂yRT (H1)‖2s,γ,T ≤ C |H1|2s,γ,T .

On en déduit :

(10.4.29) ‖RT (H1)‖1
2s,γ,T ≤ C

{
|v|2s,γ,T + |ψ|2s+1,γ,T + K ′

0(T ) K1(T )
}

.

En sommant les inégalités (10.4.25) (10.4.28) et en tenant compte de (10.4.29), on obtient
l’estimation (10.4.23).

¤

On introduit maintenant

(10.4.30) ṽ = V + Ψ
∂nu

∂nΦ

de sorte que Γṽ = v.

Proposition 10.4.4. Il existe des constantes positives Co, γo, M1 et T ′
1 ∈]T2, T1] telles

que pour tout (u, Φ) vérifiant (10.4.4) avec T ∈]T2, T
′
1] ainsi que la condition (10.4.10),

pour tout (V, ψ) solution de (10.4.1)...(10.4.3), pour tout Ψ solution de (10.4.7) vérifiant
(10.4.9), on a pour tout γ ≥ γo

(10.4.31)
γ‖ṽ‖2s,γ,T + γ‖Ψ‖1

2s,γ,T + γ1/2 |Γṽ|2s+2,γ,T + γ1/2 |ΓΨ|2s+3,γ,T

≤ Co

{
‖F‖2s+2,γ,T + γ1/2 |G|2s+2,γ,T + ‖H3‖1

2s,γ,T + K0(T ) K1(T )
}

,

où l’on a posé :

(10.4.32)
K0(T ) = ‖F‖∗

2,T + |G|∗0,T + ‖ṽ‖∗
3,T + ‖Ψ‖∗

3,T + |ΓΨ|∗1,T + |Γṽ|∗0,T ,

K1(T ) = ‖u‖2s+6,γ,T + ‖Φ‖2s+6,γ,T .

Preuve. On écrit l’inégalité (10.4.11) avec s remplacé par s+1, puis on ajoute l’estimation
(10.4.23). Pour γ assez grand, on obtient alors :

(10.4.33)
γ‖V ‖2s+2,γ,T + γ‖Ψ‖1

2s,γ,T + γ1/2 |ΓV |2s+2,γ,T + γ1/2 |ΓΨ|2s+3,γ,T ≤

C
{

‖F‖2s+2,γ,T + γ1/2 |G|2s+2,γ,T + ‖H3‖1
2s,γ,T + |Γṽ|2s+1,γ,T + K ′

0(T ) K1(T )
}
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où K1(T ) est donné par (10.4.32 ) et

(10.4.34) K ′
0(T ) = ‖F‖∗

2,T + |G|∗0,T + ‖V ‖∗
3,T + ‖Ψ‖∗

1,T + |ΓΨ|∗1,T + |Γṽ|∗0,T .

Par ailleurs, on a

(10.4.35) ‖ṽ‖2s,γ,T ≤ ‖V ‖2s,γ,T + C
{

‖Ψ‖2s,γ,T + K ′
0(T ){‖u‖2s+2,γ,T + ‖Φ‖2s+2,γ,T }

}
,

(10.4.36)
|Γṽ|2s+2,γ,T ≤ |ΓV |2s+2,γ,T + C

{
|ΓΨ|2s+2,γ,T

+ K ′
0(T ){ |Γ(∂nu)|2s+2,γ,T + |Γ(∂nΦ)|2s+2,γ,T }

}
.

On voit alors que le membre de gauche de (10.4.31) est majoré par

C
{

‖F‖2s+2,γ,T + γ1/2 |G|2s+2,γ,T + ‖H3‖1
2s,γ,T + |Γv|2s+1,γ,T + K ′

0(T ) K1(T )
}

.

Dans K ′
0(T ) on majore le terme ‖V ‖∗

3,T par :

‖V ‖∗
3,T ≤ ‖ṽ‖∗

3,T + C‖Ψ‖∗
3,T .

Alors, en prenant γ assez grand, le terme |Γṽ|2s+1,γ,T situé à droite est absorbé par le
membre de gauche et la Proposition 10.4.4 en résulte.

¤

Nous appliquons les estimations ci-dessus aux fonctions données par le schéma itératif
décrit au paragraphe 10.3. On note U̇ν = (u̇ν, Φ̇ν , Γu̇ν, φ̇ν) et

(10.4.37) ‖U̇ν‖2s,T = ‖u̇ν‖2s,T + ‖Φ̇ν‖1
2s,T + |Γu̇ν|2s+2,T + |φ̇ν |2s+3,T

Proposition 10.4.5. Il existe des constantes positives Co, M1 et T ′′
1 ∈]T2, T

′
1] telles que

si, pour un T ∈]T2, T
′′
1 ], (ūν, Φ̄ν) vérifie la condition :

(10.4.38) ‖ūν − u0‖∗
4,T + ‖Φ̄ν − Φ0‖∗

4,T ≤ M1

on a alors l’estimation :

(10.4.39) ‖U̇ν‖2s,T ≤ Co

{
‖Ḟν‖2s+2,T + |Ġν|2s+2,T + ‖β̇ν‖1

2s,T + K0(T ) K1(T )
}

,

avec

(10.4.40)

{
K0(T ) = ‖Ḟν‖∗

2,T + |Ġν |∗0,T + ‖u̇ν‖∗
3,T + ‖Φ̇ν‖∗

3,T + |Γu̇ν |∗0,T + |φ̇ν |∗1,T ,

K1(T ) = ‖ūν‖2s+6,γ,T + ‖Φ̄ν‖2s+6,γ,T .
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Preuve. La Proposition 10.4.4 implique que pour γ ≥ γo, on a

(10.4.41)
N (u̇ν, Φ̇ν , Γu̇ν , Φ̇ν , γ, T ) ≤ Co

{
‖Ḟν‖2s+2,γ,T + γ1/2 |Ġν |2s+2,γ,T

+ ‖β̇ν‖1
2s,γ,T + K0(T ) K1(T )

}
,

où K0(T ) et K1(T ) sont donnés par (10.4.40). On fixe maintenant γ = γo et T ′′
1 =

Inf (T ′
1, 1/γo). La proposition résulte alors de (10.4.41) et des estimations suivantes : il

existe des constantes positives C1 et C2 , indépendantes de γ et T telles que si γ T ≤ 1,
on a pour tout u ∈ W 2s

0 (ΩT ) et tout v ∈ Hs
0(ωT ),

C1‖u‖2s,T ≤ ‖u‖2s,γ,T ≤ C2‖u‖2s,T ,

C1|v|s,T ≤ |v|s,γ,T ≤ C2|u|s,T .

¤

10.5 Hypothèse de récurrence

On se donne maintenant un entier pair, noté α, tel que 2s0 < α < 2s1 et un paramètre
δ > 0. Pour un entier ν ≥ 1 nous noterons (Hν , T ) l’hypothèse de récurrence suivante

(10.5.1) ∀k ∈ {0, . . . , ν − 1} , ∀s ∈ {s0, . . . , s1} , ‖U̇k‖2s,T ≤ δ θ2s−α−1
k ,

(10.5.2) ∀k ∈ {0, . . . , ν−1} , ∀s ∈ {s0, . . . , s1−1} , ‖L(uk, ∇Φk)uk−f‖2s,T ≤ θ2s−α+1
k .

Rappelons que θk = (θ2
0 + k)1/2. L’hypothèse de récurrence fait intervenir quatre

paramètres : δ, θ0, α et T . Le paramètre δ sera fixé en premier et les trois autres seront
fixés au paragraphe 10.7.

Dans ce paragraphe, on compare les suites uk, Φk , à leurs régularisées ūk, Φ̄k.

Lemme 10.5.1. Pour α entier pair tel que 2s0 < α < 2s1 et sous l’hypothèse de récurrence
(Hν , T ), on a pour 0 ≤ k ≤ ν les estimations suivantes :

(10.5.3) ‖Uk − u0‖2s,T ≤ δ pour s0 ≤ s ≤ (α − 2)/2 ,

(10.5.4) ‖Uk − u0‖α+2,T ≤ δ θ2
k ,

(10.5.5) ‖Uk − u0‖2s,T ≤ δ θ
(2s−α)++1
k pour s0 ≤ s ≤ s1 ,

(10.5.6) ‖Uk − u0‖2s,T ≤ δ θ2s−α
k pour (α + 2)/2 ≤ s ≤ s1 .
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Preuve. (cf [Al]) On décompose Uk − u0 sous la forme :

(10.5.7) Uk − u0 =
k−1∑

p=0

Up+1 − Up =
k−1∑

p=0

∆pU̇p .

Avec (10.5.1), on obtient :

(10.5.8) ‖Uk − u0‖2s,T ≤ δ

k−1∑

p=o

(θp+1 − θp) θ2s−α−1
p

et le lemme en résulte.

¤

Corollaire 10.5.2. Pour α entier pair tel que 2s0 < α < 2s1 et sous l’hypothèse de
récurrence (Hν , T ), on a pour 0 ≤ k ≤ ν les estimations suivantes :

(10.5.9) ‖uk − ūk‖2s,T ≤ C δ θ2s−α
k ∀s ∈ {s0, . . . , s1} ,

(10.5.10) ‖Φk − Φ̄k‖2s,T ≤ C δ θ2s−α
k ∀s ∈ {s0, . . . , s1} ,

(10.5.11) ‖Φk − Φ̄k‖1
2s,T ≤ C δ θ2s+2−α

k ∀s ∈ {s0, . . . , s1} ,

(10.5.12) |Γuk − Γuk|2s,T ≤ C δ θ2s+2−α
k ∀s ∈ {s0, . . . , s1 + 1} ,

(10.5.13) |φk − φ̄k|2s,T ≤ C δ θ2s+2−α
k ∀s ∈ {s0, . . . , s1 + 1} ,

(10.5.14) |∂yφk − ∂yφ̄k|2s,T ≤ C δ θ2s+2−α
k ∀s ∈ {s0, . . . , s1 + 1} .

Preuve. On écrit uk − ūk sous la forme : uk − ūk = uk − u0 − S1
k(uk − u0). La Proposition

10.2.1 et (10.5.6), donnent alors l’estimation

‖uk − ūk‖2s,T ≤ C θ2s−2s1
k ‖uk − u0‖2s1,T ≤ C θ2s1−α

k ,

ce qui prouve (10.5.9). Les autres estimations se démontrent de façon analogue.

¤

Le paramètre δ est maintenant fixé par le résultat suivant, où les constantes M1 et T ′′
1

sont données par la Proposition 10.4.5.

153



Lemme 10.5.3. Il existe δ > 0 tel que si 2s0 + 10 ≤ α ≤ 2s1 − 2 et si (Hν, T ) est vérifiée
pour un T ∈]T2, T

′′
1 ], alors (ūν, Φ̄ν) vérifie la condition (10.4.38), c’est à dire :

‖ūν − u0‖∗
4,T + ‖Φ̄ν − Φ0‖∗

4,T ≤ M1 .

Preuve. En remarquant que 2s0 + 8 > n/2 + 10, on déduit du Lemme 4.2.2 appliqué avec
γ = 1 et k = 4 que

(10.5.15) ‖ūν − u0‖∗
4,T + ‖Φ̄ν − Φ0‖∗

4,T ≤ C1 T { ‖ūν − u0‖2s0+8,T + ‖Φ̄ν − Φ0‖2s0+8,T }

Ensuite, d’après (10.2.3) et (10.3.10), on a

(10.5.16) ‖ūν − u0‖2s0+8,T ≤ C ‖uν − u0‖2s0+8,T

Par hypothèse, on a 2s0 + 8 ≤ α − 2 et il résulte de (10.5.3) que

(10.5.17) ‖uν − u0‖2s0+8,T ≤ δ .

On procède de même pour Φν et on voit qu’il existe une constante C2 telle que :

(10.5.18) ‖ūν − u0‖∗
4,T + ‖Φ̄ν − Φ0‖∗

4,T ≤ C2T δ .

On choisit alors δ tel que :

(10.5.19) C2T
′′
1 δ = M1

et le lemme suit.

¤

Dans toute la suite, le paramètre δ est fixé par (10.5.19). Au paragraphe suivant nous
donnons des estimations pour les termes d’erreur et pour les termes Ḟν , Ġν et β̇ν . On déduit
alors de la Proposition 10.4.5 une nouvelle estimation de ‖U̇ν‖2s,T . Enfin, au paragraphe
10.7 nous fixerons les autres paramètres θ0, α et T de sorte que (Hν , T ) implique (Hν+1, T )
et que (H1, T ) soit vraie.

Remarque 10.5.4. Pour démontrer (Hν+1, T ) on utilise l’estimation (10.4.39) pour
tout les entiers s ∈ {s0, . . . , s1}. Cette estimation fait intervenir l’expression K1(T ) =
‖ūν‖2s+6,T + ‖Φ̄ν‖2s+6,T située dans le membre de droite. Il est donc nécessaire que les
termes régularisés ūν , Φ̄ν définis par (10.3.10) soient de régularité 2s1 + 6. C’est pourquoi
nous avons supposé au paragraphe 10.1 que u′

0 et Φ′
0 sont dans W 2s1+6(ΩT1).
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10.6 Estimations de Ḟν, Ġν et β̇ν

Dans ce paragraphe, nous supposerons que T ∈]T2, T
′′
1 ] et que (Hν , T ) est vraie.

a) Estimation de ‖Ḟν‖2s+2,T . On déduit de (10.3.21) et (10.3.22) les formules suivantes

(10.6.1) F0 = S1
0(F ) , F1 = S1

1(F ) − S1
1(ε

1
o) − S1

0(F )

et pour k ≥ 2

(10.6.2) Ḟk =
∆k−1

∆k

[ 1
∆k−1

(S1
k − S1

k−1)(F ) − 1
∆k−1

(S1
k − S1

k−1)(E
1
k−1) − S1

k(ε̇
1
k−1)

]
.

Le terme ε1
k est défini par (10.3.18). En faisant intervenir le linéarisé complet L2(u, ∇Φ)(v, ψ),

nous écrivons, comme dans [ Al], ε1
k = (ε1

k)
′ + (ε1

k)
′′, avec

{
(ε1

k)
′ = L(uk+1, ∇Φk+1)uk+1 − L(uk, ∇Φk)uk − L2(ūk, ∇Φ̄k(∆ku̇k, ∆kΦ̇k) ,

(ε1
k)

′′ = ∆kΦ̇k) (∂nΦ̄k)−1 ∂n(L(ūk, ∇Φ̄k)ūk) .

En outre, (ε1
k)

′ = ε1
k,1 + ε1

k,2 où ε1
k,1 est l’erreur de substitution et ε1

k,2 l’erreur quadratique
habituelle du schéma de Newton :





ε1
k,1 =

[
L2(uk, ∇Φk) − L2(ūk, ∇Φ̄k)

]
(∆ku̇k, ∆kΦ̇k) ,

ε1
k,1 = L(uk+1, ∇Φk+1)uk+1 − L(uk, ∇Φk)uk − L2(uk, ∇Φk)(∆ku̇k, ∆kΦ̇k) .

En procédant exactement comme dans [Al], c’est à dire en estimant successivement ε1
k,1,

ε1
k,2, (ε1

k)
′′ à l’aide de la Proposition 10.2.1, du Lemme 10.5.1 et du Corollaire 10.5.2, on

obtient l’estimation suivante.

Proposition 10.6.1. Pour α entier pair tel que 2s0 + 10 ≤ α ≤ 2s1 − 2, on a, pour tout
k ∈ {0, . . . , ν − 1} et pour tout s ∈ {s0, . . . , s1 − 1},

(10.6.3) ‖ε1
k‖2s,T ≤ C δ ∆k θ2s0+2s+5−2α

k .

Nous allons maintenant démontrer :

Proposition 10.6.2. Pour α entier pair tel que 2s0 +10 ≤ α ≤ min{2s1 − 2, s0 + s1 + 1},
on a pour tout s ∈ {s0, . . . , s1},

(10.6.4) ‖Ḟν‖2s+2,T ≤ C
{

θ2s+1−2s1
ν ‖F‖2s1,T + δ θ2s0+2s+7−2α

ν

}
.

Preuve. Pour s ∈ {s0, . . . , s1 − 1}, (10.6.3) et la Proposition 10.2.1 impliquent que

(10.6.5) ‖S1
ν(ε

1
ν)‖2s+2,T ≤ C δ ∆ν θ2s0+2s+7−2α

ν .
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En prenant α tel que α ≤ s0 + s1 + 1, on obtient ensuite

(10.6.7) ‖E1
ν−1‖2s1−2,T ≤ C δ θ2s0+2s1+4−2α

ν .

En utilisant la Proposition 10.2.1, on en déduit que pour tout s ∈ {s0, . . . , s1}

(10.6.8) ‖ 1
∆ν−1

(S1
ν − S1

ν−1)(E
1
ν−1)‖2s+2,T ≤ C δ θ2s0+2s+7−2α

ν .

Pour s ∈ {s0, . . . , s1}, on obtient de même :

(10.6.9) ‖ 1
∆ν−1

(S1
ν − S1

ν−1)(F )‖2s+2,T ≤ C ‖F‖2s1,T θ2s+1−2s1
ν .

L’estimation (10.6.4) résulte alors de (10.6.2) et des estimations ci-dessus.
¤

b) Estimation de |Ġν|2s+2,T . On procède exactement comme ci dessus et on aboutit aux
estimations suivantes.

Proposition 10.6.3. i ) Pour α entier pair tel que 2s0 + 10 ≤ α ≤ 2s1 − 2, on a pour
k ∈ {0, . . . , ν − 1} et s ∈ {s0, . . . , s1},

(10.6.10) |ε2
k|2s,T ≤ C δ ∆k θ2s0+2s+2−2α

k

ii) Pour α entier pair tel que 2s0 + 10 ≤ α ≤ min{2s1 − 2, s0 + s1 + 1}, on a pour
s ∈ {s0, . . . , s1},

(10.6.11) |Ġν|2s+2,T ≤ C
{

θ2s+1−2s1
ν |G|2s1,T + δ θ2s0+2s+4−2α

ν

}
.

c) Estimation de ‖β̇ν‖1
2s,T . On estime d’abord les erreurs ε3

k et ε4
k.

Lemme 10.6.4. Pour α entier pair tel que 2s0 + 10 ≤ α ≤ 2s1 − 2, k ∈ {0, . . . , ν − 1} et
s ∈ {s0, . . . , s1}, on a les estimations

(10.6.12) ‖ε4
k‖2s,T ≤ C δ ∆k θ2s0+2s+4−2α

k ,

(10.6.13) |ε3
k|2s,T ≤ C δ ∆k θ2s0+2s+2−2α

k .

Preuve. Le terme ε4
k est défini par (10.3.44) et s’écrit sous la forme ε4

k = ε4
k,1 + ε4

k,2 avec
{

ε4
k,1 = (h2(wk) − h2(w̄k))(∆kẇk) ,

ε4
k,2 = h∗(wk+1) − h∗(wk) − h2(wk)(∆kẇk) .

Nous remarquons ensuite que ε4
k,1 est une somme de termes de la forme :

(10.6.14) A = ∆k `(wk, wk − w̄k).(wk − w̄k).ẇk
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où
wk = (uk, Ak, RT (ck), ∂yΦk) avec Ak = Wa + RT (ak − wa)
w̄k = (ūk, Āk, RT (c̄k), ∂yΦ̄k) avec Āk = Wa + RT (āk − wa)

ẇk = (u̇k, RT (ȧk), RT (ċk), ∂yΦ̇k)

Le terme ε4
k,2 est une somme de termes de la forme :

(10.6.15) B = ∆k `(wk, wk − w̄k).(∆kẇk).ẇk

On obtient (10.6.12) en majorant les termes A et B ci-dessus en utilisant pour s ∈
{s0, . . . , s1}, les majorations suivantes qui résultent de la Proposition 10.2.1, du Lemme
10.5.1 et du Corollaire 10.5.2 :

‖wk − w̄k‖2s,T ≤ C δ θ2s+3−α
k ,

‖ẇk‖2s,T ≤ C δ θ2s−α
k ,

‖wk‖2s,T ≤ C1 + C2 δ θ
(2s−α)++1
k .

Le terme ε3
k défini par :

ε3
k = h(Γuk+1, ∂yφk+1) − h(Γuk, ∂yφk) − h1(Γuk, ∂yφk)(∆kΓu̇k, ∆k∂yφ̇k)

est de la même forme que ε2
k et (10.6.13) s’obtient de façon similaire.

¤

Nous estimons maintenant les β̇ν = βν/∆ν donnés par (10.3.51).

Proposition 10.6.5. Pour α entier pair tel que 2s0 +10 ≤ α ≤ min{2s1 − 2, s0 + s1 + 1},
pour tout s ∈ {s0, . . . , s1} et pour tout ν, on a l’estimation

(10.6.16) ‖β̇ν‖1
2s,T ≤ C

{
θ2s−2s1
ν ‖H̃‖2s1,T + δ θ2s0+2s+5−2α

ν

}
.

Preuve. On déduit de (10.3.51), les formules suivantes

(10.6.17) β0 = 0 , β1 = S3
1(H̃) − S3

1(E
4
1 − RT (E3

1)) ,

et pour k ≥ 2

(10.6.18) βk = (S3
k − S3

k−1)(H̃) − (S3
k − S3

k−1)(E
4
k−1 − RT (E3

k−1)) − S3
k(ε

4
k−1 − RT (ε3

k−1)) .

On déduit des inégalités (10.6.12) (10.6.13) et du Lemme 10.2.3 que

(10.6.19)

{
‖S3

k(ε
4
k−1)‖1

2s,T ≤ C δ ∆k θ2s0+2s+5−2α
k ,

‖S3
k(RT (ε3

k−1))‖1
2s,T ≤ C δ ∆k θ2s0+2s+3−2α

k ,

ce qui permet d’estimer le dernier terme de (10.6.18). On a de même

(10.6.20)

‖E4
k−1‖2s1,T ≤ C δ θ2s0+2s1+5−2α

k−1 ,

|E3
k−1|2s1−1,T ≤ C δ θ2s0+2s1+3−2α

k−1 ,

‖RT (E3
k−1)‖2s1,T ≤ C δ θ2s0+2s1+3−2α

k−1 .

Pour estimer (S3
k − S3

k−1)(E
4
k−1 − RT (E3

k−1)) nous utilisons le lemme suivant :
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Lemme 10.6.6. Pour tout u ∈ W 2s1
0 (ΩT ) et pour tout s ∈ {s0, . . . , s1}, on a l’estimation

(10.6.21) ‖(S3
k − S3

k−1)u‖1
2s,T ≤ C ∆k−1 θ2s−2s1

k ‖u‖2s1,T

Avec (10.6.20), ce lemme implique que

‖
1

∆k−1
(S3

k − S3
k−1)(E

4
k−1 − RT (E3

k−1))‖1
2s,T ≤ C δ θ2s0+2s+5−2α

k .

Le Lemme 10.6.6 implique aussi que

‖
1

∆k−1
(S3

k − S3
k−1)(H̃)‖1

2s,T ≤ C θ2s−2s1
k ‖H̃‖2s1,T

En reportant ces estimations dans la formule (10.6.18) on obtient l’estimation (10.6.16).

¤

Preuve du Lemme 10.6.2. On estime d’abord le terme I = ‖∂y(S3
k − S3

k−1)u‖2s,T qui est la
somme des termes

J = ‖∂y∂
α
y δp

n∂
q
n(S

3
k − S3

k−1)u‖0,T avec α + p + 2q ≤ 2s .

On a alors
J ≤ ‖(S3

k − S3
k−1)δ

p
n∂

q
nu‖tg

|α|+1,T .

D’après la Proposition 10.2.1, on a

‖
d

dθ
S3

θ(δ
p
n∂q

nu)‖tg
|α|+1,T ≤ C θ2s−2s1 ‖u‖2s1,T .

En intégrant sur l’intervalle [θk−1, θk] on obtient :

J ≤ C ∆k−1 θ2s−2s1
k ‖u‖2s1,T .

En procédant de même on voit que le terme ‖(S3
k −S3

k−1)u‖2s,T vérifie la même estimation,
et le lemme suit.

¤

10.7 Preuve du théorème 10.1.1

Nous combinons d’abord les estimations des paragraphes 10.5 et 10.6. On note

(10.7.1) A(T ) = ‖F‖2s1,T + |G|2s1,T + ‖H̃‖2s1,T .

On rappelle le choix s1 = s0 + 16 fait en (10.1.2) et on choisit maintenant

(10.7.2) α = 2s0 + 16 = s0 + s1 .
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Proposition 10.7.1. Il existe des constantes positives Co et T3 ∈]T2, T
′′
1 ] telles que, sous

l’hypothèse de récurrence (Hν , T ) avec T ∈]T2, T3], on a les estimations :

(10.7.3) ‖U̇ν‖2s,T ≤ Co θ−1
0 {A(T3) + 1} θ2s−α−1

ν , s ∈ {s0, . . . , s1} ,

(10.7.4) ‖L(uν, ∇Φν)uν −f‖2s,T ≤ Co θ−1
0 {2+‖F‖2s1,T3} θ2s−α+1

ν , s ∈ {s0, . . . , s1 +1} .

Preuve. a) On note

(10.7.5) ‖Ḟν‖2s,T = ‖Ḟν‖2s+2,T + |Ġν|2s+2,T + ‖β̇ν‖1
2s,T ,

quantité qui, d’après les estimations précédentes, est bien définie pour tout s ∈ {s0, . . . , s1}.
D’après le lemme 10.5.3, la condition (10.4.38) est réalisée et il est donc possible d’appliquer
la Proposition 10.4.5. Pour tout s ∈ {s0, . . . , s1}, on a donc

(10.7.6) ‖U̇ν‖2s,T ≤ C1

{
‖Ḟν‖2s,T + K0(T ) K1(T )

}
,

où K0(T ) est donné par (10.4.40) et

(10.7.7) K1(T ) = ‖ūν‖2s+6,T + ‖Φ̄ν‖2s+6,T .

Lemme 4.2.2 donne ensuite

(10.7.8) K0(T ) ≤ C2 T
{

‖Ḟν‖2s0+2,T + ‖U̇ν‖2s0+6,T

}
.

On évalue le terme ‖U̇ν‖2s0+6,T en utilisant à nouveau (10.7.6) :

(10.7.9) ‖U̇ν‖2s0+6,T ≤ C1

{
‖Ḟν‖2s0+6,T + K0(T ) K ′

1(T )
}

,

où l’on a posé : K ′
1(T ) = ‖ūν‖2s0+12,T + ‖Φ̄ν‖2s0+12,T . Comme 2s0 + 14 ≤ α ≤ 2s1 − 2, le

Lemme 10.5.1 implique que K ′
1(T ) ≤ C3 + C4 δ ≤ C3 + C4. On en déduit que

(10.7.10) ‖U̇ν‖2s0+6,T ≤ C ′
1

{
‖Ḟν‖2s0+6,T + K0(T )

}
.

En reportant ensuite l’estimation (10.7.8) dans (10.7.10), on obtient

‖U̇ν‖2s0+6,T ≤ C′
1

{
‖Ḟν‖2s0+6,T + C2T‖Ḟν‖2s0+6,T + C2T‖U̇ν‖2s0+6,T

}

On choisit maintenant T3 ∈]T2, T
′′
1 ] tel que :

(10.7.11) C ′
1C2T3 ≤ 1/2 .

On voit qu’il existe une constante C5 telle que si T ∈]T2, T3], on a

‖U̇ν‖2s0+6,T ≤ C5‖Ḟν‖2s0+6,T .
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En revenant à (10.7.8), on obtient :

K0(T ) ≤ C6 T‖Ḟν‖2s0+6,T ,

et en reportant cette estimation dans (10.7.10), on obtient

(10.7.12) ‖U̇ν‖2s,T ≤ Co

{
‖Ḟν‖2s,T + T K1(T ) ‖Ḟν‖2s0+6,T

}
,

b) Les Propositions 10.6.2, 10.6.3 et 10.6.5 donnent l’estimation :

(10.7.13) ‖Ḟν‖2s,T ≤ C
{

A(T ) θ2s+1−2s1
ν + δ θ2s0+2s+7−2α

ν

}
.

On majore ensuite K1(T ) donné par (10.7.7) en utilisant la Proposition 10.2.1 et le Lemme
10.5.1. Il vient

(10.7.14) K1(T ) ≤ C { 1 + δ θ(2s+6−α)++1
ν } pour s0 ≤ s ≤ s1 .

En reportant les estimations (10.7.13) (10.7.14) dans (10.7.12) on obtient

(10.7.15) ‖U̇ν‖2s,T ≤ C
{

A(T ) θ2s+8−2s1
ν + δ θ2s0+2s+14−2α

ν

}
.

Puis en remarquant que θ0 ≤ θν , on a :

(10.7.16) ‖U̇ν‖2s,T ≤ C θ−1
0

{
A(T ) θ2s+9−2s1

ν + δ θ2s0+2s+15−2α
ν

}
.

Le choix de α fait en (10.7.2), implique que

(10.7.17) 2s + 9 − 2s1 ≤ 2s − α − 1 et 2s0 + 2s + 15 − 2α ≤ 2s − α − 1 ,

et (10.7.3) en résulte.

c) En sommant les égalités (10.3.18) pour 0 ≤ k ≤ ν − 1 et en tenant compte des
équations (10.3.15), on obtient :

L(uν, ∇Φν)uν = L(u0, ∇Φ0)u0 +
ν−1∑

k=0

Fk + E1
ν

Avec (10.3.22), on en déduit que

(10.7.18) L(u1, ∇Φ1)u1 − f = S1
0(F ) − F + ε1

0 ,

et pour ν ≥ 2,

(10.7.19) L(uν , ∇Φν)uν − f = (S1
ν−1(F ) − F ) + (E1

ν−1 − S1
ν−1(E

1
ν−1)) + ε1

ν−1 .
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On majore chaque terme du second membre de (10.7.19). Pour s ∈ {s0, . . . , s1}, on a

‖S1
ν−1(F ) − F‖2s,T ≤ C θ2s−2s1

ν−1 ‖F‖2s,T .

D’après la Proposition 10.6.1 et l’estimation (10.6.7), on a pour s ∈ {s0, . . . , s1 − 1},

‖ε1
ν−1‖2s,T ≤ C δ ∆ν−1 θ2s0+2s+5−2α

ν−1 ,

‖E1
ν−1 − S1

ν−1(E
1
ν−1)‖2s,T ≤ Cδ θ2s0+2s+6−2α

ν−1 .

On en déduit que pour s ∈ {s0, . . . , s1 − 1},

‖L(uν, ∇Φν)uν − f‖2s,T ≤ Co θ−1
0 {θ2s+1−2s1

ν−1 ‖F‖2s1,T + θ2s0+2s+6−2α
ν−1 + θ2s0+2s+7−2α

ν−1 }

La condition (10.7.2) sur α implique que les trois exposants 2s + 1− 2s1, 2s0 +2s + 6− 2α
et 2s0 + 2s + 7 − 2α sont tous majorés par 2s − α + 1 et l’estimation (10.7.4) en résulte.

¤

Le paramètre δ ayant été choisi au paragraphe 10.5, α étant donné par (10.7.2), Co et
T3 étant donnés par la Proposition 10.7.1, on choisit θ0 tel que

(10.7.20) θ0 ≥ max
{
1 , δ−1Co(A(T3) + 1) , Co(2 + ‖F‖2s1,T3)

}
.

Pour ces choix, la proposition 10.7.1 dit que pour T ∈ [T2, T3], l’hypothèse de récurrence
(Hν , T ) implique (Hν+1, T ). Il reste à initialiser la récurrence. Étant donné que U̇0 et
F = L(u0, ∇Φ0)u0 − f sont nuls pour t ≤ T2, on a :

lim
T→T+

2

{‖U̇0‖2s1,T + ‖F‖2s1−2,T } = 0 .

On choisit alors T ∈]T2, T3] tel que :

(10.7.21) ‖U̇0‖2s1,T ≤ δ θ2s0−α−1
0 et ‖F‖2s1−2,T ′

3
≤ θ2s0−α+1

0 .

On voit alors que (H1, T ) est réalisée et donc (Hν , T ) est vraie pour tout ν ≥ 1. Dans la
suite de ce paragraphe, les paramètres sont fixés comme indiqué ci-dessus.

Remarque 10.7.2. Ce sont les conditions (10.7.17) qui conduisent à la condition (10.1.2)
et au choix (10.7.2) de α. On doit en effet d’abord fixer s1 suffisamment grand pour avoir :

2s0 + 16 ≤ 2s1 − 10 et 2s0 + 16 ≤ s0 + s1 + 1 .

Cela revient à supposer s1 ≥ s0 + 15 et alors on a

2s0 + 16 ≤ s0 + s1 + 1 ≤ 2s1 − 10 .

On peut donc choisir α = s0 + s1 +1 si s0 + s1 +1 est pair et α = s0 + s1 si s0 + s1 est pair.
La condition α ≥ 2s0 + 16 est réalisée si s1 ≥ s0 + 16. Ceci explique le choix s1 = s0 + 16
fait initialement, ainsi que le choix de α.
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Fin de la preuve du Théorème 10.1.1.
Avec s2 = (α − 2)/2, la condition (Hν , T ) implique que

‖Uν+1 − Uν‖2s2,T ≤ δ ∆ν θ−2
ν

et la série de terme général Uν+1 − Uν est normalement convergente au sens de la norme :

‖U‖2s2,T = ‖u‖2s2,T + ‖Φ‖1
2s2,T + |Γu|2s2+2,T + |φ|2s2+3,T .

On en déduit que les suites uν , Φν, Γuν , φν convergent respectivement vers u, Φ, Γu, φ
dans les espaces W 2s2(ΩT ), W 2s2

1 (ΩT ), H2s2+2(ωT ) et H2s2+3(ωT ). Il reste à démontrer que
(u, Φ) est bien solution du problème (10.1.16) ... (10.1.20).

Tout d’abord, il est clair que (u, Φ) prolonge (u1, Φ1). D’autre part, pour tout ν ≥ 1 et
s ≤ (α − 2)/2, on a

‖L(uν , ∇Φν)uν − f‖2s−2,T ≤ θ2s−α+1
ν .

Il en résulte immédiatement :

(10.7.22) L(u, ∇Φ)u = f sur ΩT

On a ensuite sur {xn = 0} :

g(Γuν+1, ∂yφν+1) = g(Γu0, ∂yφ0) + S2
ν(G) + (E2

ν − S2
ν(E

2
ν)) + ε2

ν .

Comme g(Γu0, ∂yφ0) + G = 0, on obtient en passant à la limite

(10.7.23) g(Γu, ∂yφ) = 0 sur ωT .

Le point délicat consiste à prouver que (u, Φ) vérifie les équations (3.2.6) (3.2.7). Nous
remarquons d’abord que d’après le lemme 10.5.3, on a pour tout ν

‖ūν − u0‖∗
4,T + ‖Φ̄ν − Φ0‖∗

4,T ≤ M1 ,

d’où

(10.7.24) ‖u − u0‖∗
4,T + ‖Φ − Φ0‖∗

4,T ≤ M1 .

Par hypothèse, on a M∞(u, Φ, T2) = M∞(u0, Φ0, T2) ≤ Mo + H/2. Il résulte alors de la
Proposition 8.4.1 que

(10.7.25) M∞(u, Φ, T3) ≤ Mo + H .

D’après le choix de Mo et H fait au paragraphe 3.4, la condition de Rankine-Hugoniot
(10.7.23) implique que

(10.7.26) h(Γu, ∂yφ) = ∂tφ − λ(Γu+, Γu−, ∂′
yφ) = 0 sur ωT .
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Les équations (10.3.25) pour Φν et (10.3.42) impliquent que

(10.7.27) h2(wν)(∆νẇν) = Hν = RT (hν) + βν .

où hν = ∆νḣν est donné par (10.3.27). D’après (10.3.44) on a d’autre part :

h∗(wk+1) − h∗(wk) = ε4
k + Hk .

En sommant ces égalités, on obtient, comme en (10.3.40),

(10.7.28) h∗(wν+1) = h∗(w0) +
ν∑

k=0

RT (hk) + E4
ν+1 +

ν∑

k=0

βk .

Le choix (10.3.51) des βν implique que :
ν∑

k=1

βk = S3
ν(H̃) − S3

ν(E
4
ν) + S3

ν(RT (E3
ν)) .

En tenant compte de (10.3.43) et (10.3.44), on a d’autre part
ν∑

k=0

hk = h(Γuν+1, ∂yφν+1) − h(Γu0, ∂yφ0) − E3
ν+1 .

En reportant dans (10.7.28), on obtient que

(10.7.29) h∗(wν+1) = h∗(w0) + S3
ν(H̃) + Aν + Bν + Cν

avec

(10.7.30)
Aν = RT (h(Γuν+1, ∂yφν+1) − h(Γu0, ∂yφ0)) ,

Bν = E4
ν+1 − S3

ν(E
4
ν) ,

Cν = S3
ν(RT (E3

ν)) − RT (E3
ν) − RT (ε3

ν) .

En utilisant le Lemme 10.2.3, on obtient pour s ≤ (α − 2)/2,

‖E4
ν − S3

ν(E
4
ν)‖2s,T ≤ C θ2s−2s1

ν ‖E4
ν‖2s1,T .

Avec (10.6.26), on en déduit l’estimation

(10.7.31) ‖E4
ν − S3

ν(E
4
ν)‖2s,T ≤ C θ2s0+2s+5−2α

ν .

L’exposant 2s0+2s+5−2α étant négatif, ceci prouve que Bν converge vers 0 dans W 2s(ΩT ).
On montre de même que ε4

ν et Cν convergent vers 0 dans W 2s(ΩT ). D’autre part, avec
(10.7.26), on voit que Aν converge vers −RT (h(Γu0, ∂yφ0)) dans W 2s(ΩT ). En passant à la
limite dans (10.7.29), on obtient donc

h∗(w) = h∗(w0) + H̃ − RT (h(Γu0, ∂yφ0)) .

Compte tenu de la définition de (10.3.50) de H̃ , on a donc h∗(w) = 0. Ainsi (u, Φ) est bien
solution des équations (10.1.16) . . . (10.1.19) sur ΩT .

Avec les notations (10.1.2), la régularité de (u1, Φ1) est s1 + 3 alors que la solution
(u, Φ) est de régularité s2 = (α − 2)/2 = s1 − 9. La perte de régularité est donc égale à
s1 + 3 − s2 = 12. Le Théorème 10.1.1 est maintenant complètement démontré.

¤
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11 Prolongement de la régularité

Dans ce paragraphe, nous de montrons que la solution (u,Φ) donnée par le Théorème
10.1.1 est en fait aussi régulìere que (u1, Φ1), ce qui termine la démonstration du Théorème 3.4.1.
Il s’agit donc de propager du passé vers l’avenir, la régularité d’une solution donnée du
problème non linéaire. La méthode est classique (voir par exemple [Ch-Pi], [Ta], [Sa] dans
le cas linéaire). On régularise (u, Φ), tangentiellement ici puisqu’il s’agit d’un problème
aux limites, et on montre des estimations uniformes pour des régularisées. Pour éviter les
pertes de régularité intempestives, on utilise à nouveau une technique de paralinéarisation,
qui permet d’estimer assez facilement les termes de commutation entre l’́equation et les
opérateurs de régularisation. Cette approche n’est rien d’autre qu’une variante du “Lemme
de Friedrichs”.

11.1 Énoncé du résultat

Comme au paragraphe 10, ε > 0 est fixé, s0 est un entier fixé strictement plus grand
que 2 + n/2. On se donne s = s0 + 19 et une solution (u1, Φ1) ∈ Fε(s, T2). On note ici
k = 12 la perte de régularité dans le Théorème 10.1.1.

Théorème 11.1.1. S’il existe une solution exacte (u, Φ) ∈ Fε(s − k, T ) qui prolonge
(u1, Φ1), alors (u,Φ) ∈ Fε(s, T ).

Pour des raisons techniques, il sera commode de prolonger (u1, Φ1) pour t ≤ To. On
note Ω1+

T et Ω1−
T les demi-espaces

(11.1.1) Ω1±
T =] − ∞, T ] × Rn

±

On note Ω1
T = Ω1+

T ∪ Ω1−
T et ω1

T =] − ∞, T ] × Rn−1. On rappelle que (u1, Φ1) cöıncide dans
la bande [To, 0] avec une solution approchée (ua, Φa). On prolonge les fonctions ua, Φa, Wa

et wa (cf Définition 3.1.1 ) pour t < To. On note ũa, Φ̃a, W̃a, w̃a les prolongements ainsi
obtenus. Avec (3.1.2), on voit que l’on peut construire les fonctions prolongées de sorte que

(11.1.2) ũa = uε , Φ̃a = Φε pour t < 2To .

On définit un prolongement de (u1, Φ1), noté (ũ1, Φ̃1) par
{

(ũ1, Φ̃1) = (u1, Φ1) pour 0 ≤ t ≤ T2

(ũ1, Φ̃1) = (ũa, Φ̃a) pour t ≤ 0

Nous somme ainsi ramenés à la situation suivante : en omettant les ∼, on dispose d’une
fonction (u, Φ) qui prolonge (u1, Φ1) sur Ω1

T et qui vérifie

(11.1.3) L(u, ∇Φ)u = f̃ =
{

f pour To ≤ t ≤ T ,
L(u1, ∇Φ1)u1 pour t < To ,
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(11.1.4)
n−1∑

j=0

[fj(u)]∂jφ−[fn(u)] = g =





0 pour To ≤ t ≤ T,
n−1∑

j=0

[fj(u1)]∂jφ1 − [fn(u1)] pour t < To ,

(11.1.5) [Φ] = 0 sur ω1
T .

On a de même

(11.1.6) ∂tΦ+ − λ(u+, u+ − p+, ∂ ′
yΦ

+) = H+

où {
H+ = 0 pour To ≤ t ≤ T ,
H+ = ∂tΦ+

1 − λ(u+
1 , u+

1 − p+
1 , ∂ ′

yΦ
+
1 ) pour t < To ,

où p et p1 sont associés à (u, Φ) et à (u1, Φ1) par les formules (2.3.13) jointes à (3.2.8)
(3.2.9). En outre, Φ− vérifie une équation analogue.

Par hypothèse, (cf (3.3.6) et Définition 3.1.1), le couple (ua − uε, Φa − Φε) est dans
l’espace p−H2s+1(Ω0). En outre, (11.1.2) implique que les seconds membres des équations
ci-dessus sont nuls pour t < 2To. On en déduit que pour tout γ ≥ 1

(11.1.7) f̃ ∈ W 2s
γ (Ω1

T ) , g ∈ H2s
γ (ω1

T ) , H+ ∈ W 2s
γ (Ω1+

T ) , H− ∈ W 2s
γ (Ω1−

T ) .

où les espaces W 2s
γ et H2s

γ sont les espaces de Sobolev à poids, correspondant aux normes
(3.3.2) (3.3.3).

Nous dirons que le couple (u,Φ) ∈ F1
ε (σ, T ) pour σ ∈ {so, . . . , s} et T > 0 si (u, Φ) est

solution des équations (11.1.3) ... (11.1.6),

(11.1.8) u = u1 = ua et Φ = Φ1 = Φa pour t < 0

et si pour tout γ ≥ 1 on a :

(11.1.9)
(u′, Φ′) ∈ W 2σ

γ (Ω1
T ) , Γu′ ∈ H2σ

γ (ω1
T ) , ΓΦ′ ∈ H2σ+1

γ (ω1
T ) ,

∂nu
′ ∈ H0,2σ−1

γ (Ω1
T ) , ∂nΦ′ ∈ H0,2σ−1

γ (Ω1
T ) .

Comme au paragraphe 3, on a noté u′ = u − uε et Φ′ = Φ − Φε.
Le Théorème 11.1.1 est une conséquence immédiate du résultat suivant.

Théorème 11.1.2. Soit s un entier tel que s ≥ so + 19. Si (u,Φ) ∈ F1
ε (s − k, T ) alors

(u, Φ) ∈ F1
ε (s, T ).
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11.2 Opérateurs de régularisation

Pour s entier, on note E0,s
γ (Ω1

T ) l’espace des fonctions u telles que e−γt∂α
y u ∈ L2(Ω1

T )
pour |α| ≤ s. Cet espace est muni de la norme à poids notée

(11.2.1) ‖u‖tg
s,γ,T =

∑

µ+|α|=s

(1 + γ)µ‖e−γt∂α
y u‖L2(Ω1

T ) .

On définit de même l’espace Hs
γ(ω1

T ) que l’on munit de la norme :

(11.2.2) |u|s,γ,T =
∑

µ+|α|=s

(1 + γ)µ |e−γt∂α
y u|L2(ω1

T ) .

Les espaces E0,s
γ (R × Rn

+), E0,s
γ (R × Rn

−), Hs
γ(R × Rn−1) sont définis de façon analogue.

Dans ce paragraphe, nous définissons des opérateurs de régularisation, notés Rδ,γ,T

[resp. Rδ,γ ], et qui agissent dans les espaces E0,s
γ (Ω1

T ) [resp. E0,s
γ (R×Rn

±)] et Hs
γ(ω1

T ) [resp.
Hs

γ(R × Rn−1) ].
On utilise les opérateurs paradifférentiels tangentiels à paramètre P I,γ

a dont la définition
a été rappelée en (7.1.20). Comme en (7.1.22), on les localise dans les demi-espaces Ω1

T en
posant :

(11.2.3) P I,γ,T
a (u) = P I,γ

a (πT (a), πγ,T (u))

où πT et πγ,T sont des opérateurs de prolongement. Dans la suite de ce paragraphe, nous
n’utilisons pas les autres opérateurs paradifférentiels introduits au paragraphe 7, et sans
craindre de confusion, nous notons maintenant P γ,T

a au lieu de P I,γ,T
a . Nous rappelons

brièvement les propriétés de ces opérateurs, dont la démonstration se trouve dans [Mé1].
Les propriétés (7.1.8) à (7.1.16), ainsi que (7.1.26), restent vraies à condition de remplacer
partout H0,s(ΩT ) par E0,s

γ (Ω1
T ). En outre, P γ,T

a commute aux dérivations normales : si
a ∈ W 2,∞(Ω1

T ) et si (u, ∂nu) ∈ E0,s
γ (Ω1

T ), alors

(11.2.4) ∂nP γ,T (a, u) = P γ,T (∂na, u) + P γ,T (a, ∂nu) .

Nous notons aussi P γ,T le paraproduit sur ωT . Alors, pour a ∈ W 2,∞(Ω1
T ) et u ∈

W 2
γ (Ω1

T ), on a

(11.2.5) ΓP γ,T (a, u) = P γ,T (Γa,Γu) .

A) Construction de Rδ,γ.
On note Hs

γ(R × Rn−1) l’espace des fonctions u telles que eγtu ∈ Hs
γ(R × Rn−1). Une

norme équivalente à la norme |eγtu|2s,γ est

(11.2.6) |u|12s,γ =
(∫

(R×Rn−1)
(γ2 + τ 2 + |ξ′|2)s |û(τ, ξ′)|2 dτ dξ′

)1/2

ou û désigne la transformée de Fourier de u.
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On introduit aussi l’espace E0,s
γ (R×Rn

+) des fonctions u telles que eγtu ∈ E0,s
γ (R×Rn

+).
Une norme équivalente à la norme ‖eγtu‖tg

2s,γ est

(11.2.7) ‖u‖tg1
2s,γ =

( ∫ ∞

o

(
|u(., xn)|12s,γ

)2
dxn

)1/2
.

On définit les opérateurs Rγ
δ sur E0,s

γ (R × Rn
+) par

(11.2.8) Rγ
δ (u)(t, x) = (2π)−n

∫

R×Rn
+

ei(t.τ+x′.ξ′) rδ,γ(τ, ξ′) û(τ, ξ′, xn) dτ dξ′ dxn

où

(11.2.9) rδ,γ(τ, ξ′) =
[
1 + δ(γ + b(ξ′) + i τ )

]−1
,

avec b(ξ′) =
√

1 + |ξ′|2.
On définit de manière analogue Rγ

δ sur Hs
γ(R × Rn−1) en posant

(11.2.10) Rγ
δ (u)(t, x′) = (2π)−n

∫

R×Rn
+

ei(t.τ+x′.ξ′) rδ,γ(τ, ξ′) û(τ, ξ′) dτ dξ′ .

On notera que b(ξ′) n’est pas un symbole pseudo-différentiel classique en (τ, ξ′). Notre
choix est fait pour qu’on ait la propriété suivante, qui résulte immédiatement du fait que
le noyau de convolution associé à Rγ

δ est supporté dans {t > 0}.

Lemme 11.2.1. Si u = 0 sur Ω1+
T alors Rδ,γ(u) = 0 sur Ω1+

T .

Les propriétés suivantes sont immédiates.

Lemme 11.2.2. Il existe une constante C telle que pour tout γ ≥ 1, tout u ∈ E0,s
γ (R×Rn

+)
et tout δ ∈]0, 1] on a

i) ‖Rγ
δ (u)‖tg1

s,γ ≤ C‖u‖tg1
s,γ ,

ii) ‖Rγ
δ (u)‖tg1

s+1,γ ≤ C

δ
‖u‖tg1

s,γ ,

iii) lim
δ→o+

‖Rγ
δ (u) − u‖tg1

s,γ = 0 .

On a des estimations similaires sur le bord {xn = 0}.
On définit ensuite les opérateurs Rδ,γ par conjugaison

(11.2.11) Rδ,γ(u) = eγtRγ
δ (e

−γtu) .

On déduit immédiatement des Lemmes 11.2.1 et 11.2.2, le corollaire suivant
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Corollaire 11.2.3. Il existe une constante C telle que pour tout γ ≥ 1, tout u ∈ E0,s
γ (R×

Rn
+) et tout et tout δ ∈]0, 1] on a les estimations suivantes :

i) ‖Rδ,γ(u)‖tg
s,γ ≤ C‖u‖tg

s,γ ,

ii) ‖Rδ,γ(u)‖tg
s+1,γ ≤ C

δ
‖u‖tg

s,γ ,

iii) lim
δ→o+

‖Rδ,γ(u) − u‖tg
s,γ = 0 .

De plus, si u = 0 sur Ω1+
T alors Rδ,γ(u) = 0 sur Ω1+

T

On a des estimations similaire pour u ∈ Hs
γ(R × Rn−1).

B) Opérateurs Aδ,γ et commutation.
Nous désignons par Aγ

δ l’opérateur de symbole

(11.2.12) aδ,γ(τ, ξ′) = 1 + δ(γ + b(ξ′) + i τ)

Cet opérateur est défini par une formule analogue à (11.2.8) et il opère de E0,s
γ (R × Rn

+)
dans E0,s−1

γ (R×Rn
+). De plus Rγ

δ = (Aγ
δ )

−1. On définit les opérateurs Aδ,γ par conjugaison :

(11.2.13) Aδ,γ(u) = eγtAγ
δ (e

−γtu) .

Proposition 11.2.4. Il existe une constante C telle que pour tout γ ≥ 1, tout u ∈
E0,s

γ (R × Rn
+), tout a ∈ W 1,∞(R × Rn

+) et tout δ ∈]0, 1], on a l’ estimation suivante

(11.2.14) ‖ [Aδ,γ, P
γ
a ]u ‖tg

s,γ ≤ C δ ‖a‖∗
1‖u‖tg

s,γ .

Preuve. Selon (7.1.20), P γ
a est défini par conjugaison à partir du paraproduit T γ

a . Il suffit
donc de démontrer une estimation de la forme

‖ [Aγ
δ , T

γ
a ]v ‖tg1

s,γ ≤ C δ ‖a‖∗
1‖v‖tg1

s,γ .

De plus, en désignant par Bγ l’opérateur de symbole b(ξ′), on a Aγ
δ = (1+δγ)Id+δBγ +δ∂t

et il suffit de montrer que

(11.2.15) ‖ [Bγ , T γ
a ]v ‖tg1

s,γ ≤ C ‖a‖∗
1‖v‖tg1

s,γ .

Comme b n’est pas un symbole en (τ, ξ′), cette estimation demande une vérification. D’après
la définition (7.1.19), on a

T γ
a v =

∞∑

i=3

ζ(2−i+3)T i
av avec T i

av = Si−3a.Siv +
∑

k>i

Sk−3a.∆kv .

Il suffit donc de démontrer (11.2.15) avec T γ
a remplacé par T i

a et pour γ ≈ 2i. On note
wi = [Bγ, Si−3a.Si]v et, pour k > i, wk = [Bγ , Sk−3a]∆kv. Alors,

[Hγ , T i
a]v =

∑

k≥i

wk
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Comme Bγ est un multiplicateur de Fourier, on voit que spectre de wi est contenu dans
une boule |η| ≤ R.2i et celui de wk dans une couronne R−1.2k|η| ≤ R.2k. D’autre part, on
a

‖wi‖L2 ≤ C‖Si−3a‖∗
1‖Siv‖L2 ,

‖wk‖L2 ≤ C‖Sk−3a‖∗
1‖∆kv‖L2 pourk ≥ i + 1 .

On voit alors que
∞∑

k=i

2−2ks‖wk‖2
L2 ≤ C

(
‖a‖∗

1

)2(‖v‖tg1
s,γ

)2

et donc que [Bγ, T i
a]v est dans E0,s

γ (R×Rn
+) et vérifie (11.2.15) (cf. Lemme 6.1.2 de [Mé1]).

¤

C) Opérateurs localisés Rδ,γ,T .
Pour u ∈ E0,s

γ (Ω1
T ), on définit Rδ,γ,T (u) comme étant la restriction à Ω1

T de Rδ,γ(πγ,T (u)).

Proposition 11.2.5. Il existe une constante C telle que pour tout γ ≥ 1, tout u ∈
E0,s

γ (Ω1
T ), tout a ∈ W 2,∞(Ω1

T ) et tout δ ∈]0, 1], on a

(11.2.16) ‖ [Rδ,γ,T , P γ,T
a ]u ‖tg

s,γ,T ≤ C ‖a‖∗
2,T

{
‖Rδ,γ,T (u)‖tg

s,γ,T + ‖u‖tg
s−1,γ,T

}
.

Nous utiliserons l’estimation suivante démontrée dans [Mé1].

Lemme 11.2.6. Il existe une constante C telle que pour T ≥ 0, γ ≥ 1, a ∈ W µ,∞(R×Rn
+)

et u ∈ E0,s
γ (R × Rn

+) vérifiant u = 0 sur Ω1+
T , on a

(11.2.17) ‖P γ,T
a u‖tg

s+µ,γ,T ≤ C ‖a‖∗
µ‖u‖tg

s,γ .

Preuve de la Proposition 11.2.5.
On note

A1 = Rδ,γ,T ◦ P γ,T
a u A2 = P γ,T

a ◦ Rδ,γ,T u v = πγ,T ◦ Rδ,γ,T (u) .

En posant a1 = πT (a) on définit ensuite :

r1 = P γ
a1

◦ πγ,T (u) − P γ
a1

◦ Aδ,γ(v) .

Comme Aδ,γ est différentiel en t, il respecte le support en t. Avec le Lemme 11.2.6, on en
déduit que

(11.2.18) ‖r1‖tg
s+1,γ,T ≤ C ‖a‖∗

2,T

{
‖Rδ,γ,T (u)‖tg

s,γ,T + ‖u‖tg
s−1,γ,T

}
.

D’après le Corollaire 11.2.3, on a Rδ,γ(r1) = Rδ,γ(πγ,T r′
1) sur Ω1

T , où r′
1 désigne la restriction

de de r1 à Ω1
T . On déduit alors de (11.2.18) et de ce corollaire les estimations

(11.2.19) ‖Rδ,γ(r1)‖tg
s+1,γ,T ≤ C ‖a‖∗

2,T

{
‖Rδ,γ,T (u)‖tg

s,γ,T + ‖u‖tg
s−1,γ,T

}
.
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En outre,

A1 = Rδ,γ ◦ P γ
a1

(πγ,T (u)) = Rδ,γ ◦ P γ
a1

(Aδ,γ(v)) + Rδ,γ(r1) sur Ω1
T .

En remarquant que A2 = P γ
a1

(v) sur Ω1
T , on en déduit que

(11.2.20) . A1 − A2 = Rδ,γ ◦ [P γ
a1

, Aδ,γ]v + Rδ,γ(r1) sur Ω1
T

Le Corollaire 11.2.3 et la Proposition 11.2.4 impliquent que

(11.2.21) ‖Rδ,γ ◦ [P γ
a1

, Aδ,γ ]v‖tg
s+1,γ ≤ C ‖a1‖∗

1‖v‖tg
s,γ .

En remarquant enfin que
‖v‖tg

s,γ ≤ C‖Rδ,γ,T (u)‖tg
s,γ,T ,

l’estimation (11.2.16) découle de (11.2.20) (11.2.21) et (11.2.19).

¤

Avec (7.1.26), on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 11.2.7. Soit ρ une fonction C∞ et bornée ainsi que toutes ses dérivées sur
R × Rn

+. Il existe une constante C, telle que pour tout γ ≥ 1, δ ∈]0, 1], et u ∈ E0,s
γ (Ω1

T ), la
différence r = ρ Rδ,γ,T (u) − Rδ,γ,T (ρ u) est dans E0,s+1

γ (Ω1
T ) et

(11.2.22) ‖r‖tg
s+1,γ,T ≤ C

{
‖Rδ,γ,T (u)‖tg

s,γ,T + ‖u‖tg
s−1,γ,T

}
.

De plus, pour tout a ∈ W 2,∞(Ω1
T ), la différence r = P γ,T

a (ρ Rδ,γ,T (u))−Rδ,γ,T ◦P γ,T
a (ρ u)

est dans E0,s+1
γ (Ω1

T ) et

(11.2.23) ‖r‖tg
s+1,γ,T ≤ C ‖a‖∗

2,T

{
‖Rδ,γ,T (u)‖tg

s,γ,T + ‖u‖tg
s−1,γ,T

}
.

Remarque 11.2.8. Les opérateurs Rδ,γ,T commutent à toutes les dérivations ∂o, ∂1, ..., ∂n.

Remarque 11.2.9. On définit de manière analogue les opérateurs de régularisation sur ω1
T

en partant de la définition (11.2.10). Ces opérateurs sont encore notés Rδ,γ,T . Ils bénéficient
des propriétés énoncées dans la Proposition 11.2.5 et le Lemme 11.2.1. Ils commutent aux
dérivations tangentielles ∂0, ∂1, ..., ∂n−1. Enfin, pour tout u ∈ W 2

γ (Ω1
T ), on a

(11.2.24) ΓRδ,γ,T (u) = Rδ,γ,T (Γu) .

11.3 Régularité tangentielle

Dans la preuve du Théorème 11.1.2, on établit d’abord la régularité tangentielle de la
solution.
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Théorème 11.3.1. Soit s un entier tel que s ≥ so + 19. Si (u,Φ) ∈ F1
ε (s − k, T ), alors :

(11.3.1)
(u′, Φ′) ∈ E0,2s

γ (Ω1
T ) , Γu′ ∈ H2s

γ (ω1
T ) , ΓΦ′ ∈ H2s+1

γ (ω1
T ) ,

∂nu′ ∈ E0,2s−1
γ (Ω1

T ) , ∂nΦ′ ∈ E0,2s−1
γ (Ω1

T ) .

Nous procédons par récurrence. Pour σ entier tel que 2s−2k ≤ σ ≤ 2s−1, l’hypothèse
de récurrence H(σ) est que

(11.3.2)
(u′, Φ′) ∈ E0,σ

γ (Ω1
T ) , Γu′ ∈ Hσ

γ (ω1
T ) , ΓΦ′ ∈ Hσ+1

γ (ω1
T ) ,

∂nu′ ∈ E0,σ−1
γ (Ω1

T ) , ∂nΦ′ ∈ E0,σ−1
γ (Ω1

T ) .

Par hypothèse, elle est satisfaite pour σ = 2(s − k). Nous montrons que H(σ) entrâıne
H(σ +1). Pour cela, on montre que les régularisées Rδ,γ,T (u,Φ) sont uniformément bornées
dans l’espace de régularité σ + 1. On note

u′
δ = Rδ,γ,T (u′) , Φ′

δ = Rδ,γ,T (Φ′) .

A) Estimation de u′
δ et ΓΦ′

δ.

Proposition 11.3.2. Il existe Co et γo telle que pour tout δ ∈]0, 1] et tout γ ≥ γo, on a

(11.3.3)
γ‖u′

δ‖
tg
σ+1,γ,T + γ1/2|Γu′

δ|σ+1,γ,T + γ1/2|ΓΦ′
δ|σ+2,γ,T

≤ Co

{
M (u1, Φ1, f̃ , g, γ) + K1(δ) + K2

}
,

avec

(11.3.4)
M(u1, Φ1, f̃ , g, γ) = ‖f̃‖tg

2s,γ,0 + γ1/2|g|2s,γ,0 + γ‖u′
1‖2s,γ,0

+ γ‖Φ′
1‖2s,γ,0 + γ‖∂nΦ′

1‖
tg
2s−1,γ,0 + γ1/2|Γu′

1|2s,γ,0 + γ1/2|ΓΦ′
1|2s+1,γ,0 ,

(11.3.5) K1(δ) = γ‖Φ′
δ‖

tg
σ+1,γ,T + ‖Rδ,γ(∂nu

′)‖tg
σ,γ,T + ‖Rδ,γ(∂nΦ′)‖tg

σ,γ,T

(11.3.6)
K2 = ‖u′‖tg

σ,γ,T + ‖Φ′‖tg
σ,γ,T + ‖∂nu′‖tg

σ−1,γ,T

+ ‖∂nΦ′‖tg
σ−1,γ,T + γ1/2 { |Γu′|σ,γ,T + |ΓΦ′|σ+1,γ,T}

On suit une démarche identique à celle employée pour démontrer le Théorème 3.3.2.
On introduit la “bonne inconnue”

v = P γ,T (V −1, χ u′) − P γ,T (ζ, χ Φ′)

où χ et ζ sont définis au paragraphe 7.2, et ses régularisées

(11.3.7) vδ = P γ,T (V −1, χ u′
δ) − P γ,T (ζ, χ Φ′

δ) .
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Comme au paragraphe 7.2, on introduit l’opérateur paradifférentiel

(11.3.8) Lγ,T (v) =
n−1∑

j=o

P γ,T (Bj, ∂jv) + J∂nv .

Lemme 11.3.3. Pour tout δ ∈]0, 1] et tout γ ≥ 1 on a l’estimation :

(11.3.9)

‖Lγ,T (vδ)‖tg
σ+1,γ,T ≤ C

{
‖f̃‖tg

σ+1,γ,T + ‖u′
δ‖

tg
σ+1,γ,T + ‖Φ′

δ‖
tg
σ+1,γ,T

+ ‖Rδ,γ(∂nu
′)‖tg

σ,γ,T + ‖Rδ,γ(∂nΦ′)‖tg
σ,γ,T + ‖u′‖tg

σ,γ,T + ‖Φ′‖tg
σ,γ,T

+ ‖∂nu
′‖tg

σ−1,γ,T + ‖∂nΦ′‖tg
σ−1,γ,T + ‖∂nu′‖tg

σ−1,γ,T + ‖∂nΦ′‖tg
σ−1,γ,T

}
.

Preuve. On note Rδ,γ au lieu de Rδ,γ,T et on dit que r est un reste si r ∈ E0,σ+1
γ (Ω1

T ) et si
‖r‖tg

σ+1,γ,T est majoré par le second membre de (11.3.9).
On suit la démonstration et les notations du Théorème 7.3.1. En utilisant les règles

(7.1.8) à (7.1.16), (11.2.4) et les propriétés des opérateurs Rδ,γ , on obtient que

Lγ,T (vδ) = P γ,T (W1, A) + r1

où r1 est un reste et où :

A =
n−1∑

j=0

P γ,T (∂nΦ.Aj , ∂j(χ Rδ,γ(u′))) + P γ,T (M, ∂n(χ Rδ,γ(u′)))

−
{n−1∑

j=0

P γ,T (Aj∂n(χ u′), ∂jRδ,γ(Φ′)) + P γ,T (w, ∂nRδ,γ(Φ′))
}

.

En suivant exactement les étapes de la preuve du Théorème 7.3.1, on montre que A est
un reste. Pour cela, en reprend chaque terme et on commute Rδ,γ avec les dérivées et les
opérateurs P γ,T

a , grâce à la Proposition 11.2.5 et au Corollaire 11.2.7.
¤

Avec les notations du paragraphe 7.5, on note

(11.3.10) Gδ = [JΓvδ] + P γ,T
E (Γv−

δ ) − Xγ,T
1 (χ ΓΦ′

δ).

Lemme 11.3.4. Il existe C tel que pour tout δ ∈]0, 1] et tout γ ≥ 1 on

(11.3.11) |Gδ|σ+1,γ,T ≤ C
{

|Γu′|σ,γ,T + |ΓΦ′|σ+1,γ,T + |g|σ+1,γ,T

}
.

Preuve. Nous dirons ici que r est un reste quand r ∈ Hσ+1
γ (ω1

T ) et |r|σ+1,γ,T est majoré par
le second membre de (11.3.11). En commutant Rδ,γ dans l’expression (11.3.10), on obtient :

Gδ = Rδ,γ(G) + r1 avec G = [JΓv] + P γ,T
E (Γv−) − Xγ,T

1 (χ ΓΦ′) ,

et r1 est un reste. En reprenant la démonstration de la Proposition 7.6.1, on montre G est
aussi un reste, ce qui prouve le lemme 11.3.4.
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Preuve de la Proposition 11.3.2.
En procédant comme au Théorème 8.2.1, on obtient l’estimation

(11.3.12) N1(vδ, ΓΦ′
δ, γ, T ) ≤ C

{
N1(vδ, ΓΦ′

δ, γ, 0) + ‖Lγ,T (vδ)‖tg
σ+1,γ,T + γ1/2|Gδ|σ+1,γ,T

}

où

(11.3.13) N1(vδ, ΓΦ′
δ, γ, T ) = γ‖vδ‖tg

σ+1,γ,T + γ1/2|Γvδ|σ+1,γ,T + γ1/2|ΓΦ′
δ|σ+2,γ,T

En utilisant les propriétés des opérateurs Rδ,γ,T et le calcul paratangentiel, on vérifie que
N1(vδ, ΓΦ′

δ , γ, 0) est majoré par le second membre de (11.3.3). Avec les Lemmes 11.3.3 et
11.3.4, on voit que les autres termes de (11.3.12) sont aussi majorés par le second membre
de (11.3.3) et on a donc

(11.3.14) N1(vδ, ΓΦ′
δ, γ, T ) ≤ C

{
M(u1, Φ1, f̃ , g, γ) + K1(δ) + K2

}
.

On décompose u′
δ et Γu′

δ sous la forme :

u′
δ = χ(t) u′

δ + (1 − χ(t))u′
δ ,

avec 1 − χ supporté dans t ≤ 0. En commutant 1 − χ et Rδ,γ,T , on voit que les normes de
(1−χ)u′ sont alors contrôlées par les données dans le passé et des termes de commutation.
Elles sont donc majorées par le membre de droite de (11.3.3). D’autre part, en notant
ṽ = P γ,T (V −1, χ, u′

δ), on a

χ u′
δ = χ u′

δ − P γ,T (V, ṽ) + P γ,T (V, vδ) + PV ◦ Pζ(χ Φ′
δ)

et on obtient les deux estimations :

γ‖χ u′
δ‖

tg
σ+1,γ,T ≤ γ C

{
‖u′

δ‖
tg
σ,γ,T + ‖vδ‖tg

σ+1,γ,T + ‖Φ′
δ‖

tg
σ+1,γ,T

}

γ1/2|χ Γu′
δ|σ+1,γ,T ≤ γ1/2 C

{
|Γu′

δ|σ,γ,T + |Γvδ|σ+1,γ,T + |ΓΦ′
δ|σ+1,γ,T

}

Avec (11.3.14), on aboutit à l’estimation :

N1(u′
δ, ΓΦ′

δ, γ, T ) ≤ C
{

M(u1, Φ1, f̃ , g, γ) + K1(δ) + K2 + γ‖u′
δ‖

tg
σ,γ,T

}

En prenant γ assez grand, le terme γ‖u′
δ‖

tg
σ,γ,T situé à droite est absorbé par le membre de

gauche, et la Proposition 11.3.2 est démontrée

¤

B) Estimation de ‖Rδ,γ,T (∂nu
′)‖tg

σ,γ,T .
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Lemme 11.3.5. Il existe C tel que pour tout δ ∈]0, 1] et tout γ ≥ 1, on a

(11.3.15)
‖Rδ,γ,T (∂nu

′)‖tg
σ,γ,T ≤ C

{
M(u1, Φ1, f̃ , g, γ) + ‖u′

δ‖
tg
σ+1,γ,T

+ ‖Φ′
δ‖

tg
σ+1,γ,T + ‖Rδ,γ,T (∂nΦ′)‖tg

σ,γ,T + K2

}
.

Preuve. Ici, on dit que r est contrôlé, si r ∈ E0,σ
γ (Ω1

T ) et si ‖r‖tg
σ,γ,T est majoré par le

second membre de (11.3.15). Dans les calculs qui suivent r1, r2, . . . désignent différents
termes contrôlés. On note w = (u′, ∂yΦ′, ∂nΦ′). Avec l’équation (11.1.3), on écrit

(11.3.16) ∂nu
′ = A(w)f̃ +

n−1∑

j=o

Aj(w)∂ju
′ .

D’après le Lemme 7.3.5, et en posant Ã(w) = A(w) − A(0), on a

A(w)f̃ = P γ,T (A(w), f̃ ) + tP γ,T (tf̃ , tÃ(w)) + r1 .

On écrit ensuite A(w) = χ A(w) + (1 − χ)A(w). On remarque que P γ,T (A(w), f̃) et
tP γ,T (tf̃ , (1 − χ)tÃ(w) sont contrôlés, au sens indiqué plus haut. On a donc

Rδ,γ,T (A(w)f̃) = Rδ,γ,T (tP γ,T (tf̃ , χ tÃ(w))) + r2

En utilisant la règle (7.1.15) et en commutant Rδ,γ,T on montre que Rδ,γ,T (A(w)f̃) est
contrôlé.

Il reste à montrer que Rδ,γ,T (Aj(w)∂ju
′) est contrôlé. Pour cela, on écrit

Aj(w)∂ju
′ = P γ,T (Aj(w), ∂ju

′) + tP γ,T (t∂ju
′, tÃj(w)) + r3 .

On montre comme précédemment que Rδ,γ,T (tP γ,T (t∂ju
′, tÃj(w))) est contrôlé. On a ensuite

Rδ,γ,T ◦ P γ,T (Aj(w), ∂ju
′) = P γ,T (Aj(w), Rδ,γ,T (∂ju

′)) + r4 .

Le terme P γ,T (Aj(w), Rδ,γ,T (∂ju
′)) étant contrôlé, il en est de même de Rδ,γ,T (Aj(w)∂ju

′)
et le lemme suit.

¤

C) Estimations de Rδ,γ,T (Φ′) et Rδ,γ,T (∂nΦ′).
Pour simplifier l’énoncé de ces estimations, nous introduisons l’expression suivante

(11.3.17) K3 = ‖H‖tg
2s,γ,0 + ‖∂nH‖tg

2s−1,γ,0 + ‖Wa‖2s,γ,T + ‖∂nWa‖tg
2s−1,γ,T + |wa|2s,γ,T .

Proposition 11.3.6. Il existe une constante Co telle que pour tout δ ∈]0, 1] et tout γ ≥ 1
on a

(11.3.18)
γ‖Φ′

δ‖
tg
σ+1,γ,T ≤ Co

{
γ‖Φ′

1‖
tg
2s,γ,o + K2 + K3

+‖Φ′
δ‖

tg
σ+1,γ,T + ‖u′

δ‖
tg
σ+1,γ,T + ‖Φ′‖tg

σ,γ,T

}
,
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(11.3.19)
γ‖Rδ,γ(∂nΦ′)‖tg

σ,γ,T ≤ Co

{
γ‖Rδ,γ(∂nΦ′

1)‖
tg
2s−1,γ,0 + K2 + K3 + ‖Rδ,γ(∂nΦ′)‖tg

σ,γ,T

+‖Φ′
δ‖

tg
σ+1,γ,T + ‖Rδ,γ(∂nu

′)‖tg
σ,γ,T + |Rδ,γ(Γu′)|σ+1,γ,T

}
.

où les expressions K2 et K3 sont définies respectivement par (11.3.6) et (11.3.17).

Preuve. a) Les équations (11.1.6) peuvent s’écrire sous la forme :

(11.3.20) ∂tΦ′ − µ(v, ∂′
yΦ

′) = H ,

où l’on a posé v = (u′, Wa + RT (a − wa)) et a = ln(−[u1]/ε) et où µ est une fonction C∞

de ses arguments telle que µ(0, 0) = 0. En multipliant (11.3.20) par χ(t) on obtient :

(11.3.21) ∂t(χ Φ′) − χ µ(v, ∂′
yΦ

′) = χ H + (∂tχ)Φ′ .

En utilisant (7.1.15), on écrit ensuite

(11.3.22) χ µ(v, ∂′
yΦ

′) = P γ,T (µ1(v, ∂ ′
yΦ

′), χ ∂′
yΦ

′) + P γ,T (µ2(v, ∂ ′
yΦ

′), χ v) + r1 ,

où r1 vérifie l’estimation

(11.3.23) ‖r1‖tg
σ+1,γ,T ≤ C{ ‖v‖tg

σ−1,γ,T + ‖Φ′‖tg
σ,γ,T } .

Nous pouvons alors réécrire (11.3.21) sous la forme d’une équation paradifférentielle :

(11.3.24) ∂t(χ Φ′) − P γ,T (µ1(v, ∂′
yΦ

′), χ ∂ ′
yΦ

′) = H1 ,

avec

(11.3.25) H1 = χ H + (∂tχ)Φ′ + r1 + P γ,T (µ2(v, ∂′
yΦ

′), χ v) .

En appliquant ensuite à (11.3.24) l’opérateur Rδ,γ,T et en utilisant le Corollaire 11.2.7, on
obtient

(11.3.26) ∂t(χ Φ′
δ) − P γ,T (µ1(v, ∂ ′

yΦ
′), χ ∂′

yΦ
′
δ) = Rδ,γ(H1) + r2 ,

où r2 vérifie l’estimation :

(11.3.27) ‖r2‖tg
σ+1,γ,T ≤ C{ ‖Φ′

δ‖
tg
σ+1,γ,T + ‖Φ′‖tg

σ,γ,T } .

Pour obtenir une estimation de χ Φ′
δ, on utilise le lemme suivant qui estime la solution

d’une équation de transport paradifférentielle. La preuve est laissée au lecteur.
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Lemme 11.3.7. Il existe C tel que pour tout γ ≥ 1 et tout Ψ ∈ E0,σ+1
γ (Ω1

T ) vérifiant

(11.3.28) ∂t(χ Ψ) − P γ,T (µ1(v, ∂′
yΦ

′), χ ∂ ′
yΨ) = H̃ ∈ E0,σ+1

γ (Ω1
T ) ,

on a l’estimation :

(11.3.29) γ‖χ Ψ‖tg
σ+1,γ,T ≤ C{ ‖H̃‖tg

σ+1,γ,T + ‖χ Ψ‖tg
σ+1,γ,T } .

En appliquant ce lemme à l’équation (11.3.26) et en tenant compte de (11.3.27) et des
propriétés de Rδ,γ,T , on obtient que

(11.3.30)
γ‖χ Φ′

δ‖
tg
σ+1,γ,T ≤ C

{
‖H‖tg

2s,γ,o + ‖Φ′
δ‖

tg
σ+1,γ,T

+‖Φ′‖tg
σ,γ,T + ‖Rδ,γ(v)‖tg

σ+1,γ,T + ‖v‖tg
σ−1,γ,T

}
.

La Proposition 5.4.1 implique que

(11.3.31) ‖Rδ,γ(v)‖tg
σ+1,γ,T + ‖v‖tg

σ−1,γ,T ≤ C{K2 + K3 + ‖u′
δ‖

tg
σ+1,γ,T} .

En écrivant Φ′
δ = χ Φ′

δ+(1−χ) Φ′
δ, l’estimation (11.3.18) résulte alors de (11.3.30) (11.3.31)

et du Corollaire 11.2.7.

b) Pour prouver (11.3.19), on dérive l’équation (11.3.21) par rapport à xn. Alors, θn =
∂nΦ′ vérifie

(11.3.32) ∂t(χ θn) −
n−1∑

k=1

µk(v, ∂ ′
yΦ

′)∂k(χ θn) = H2

où H2 est de la forme :

(11.3.33) H2 = (∂tχ)θn + χ F (v, ∂′
yΦ

′)∂nv + χ ∂nH .

On écrit ensuite chaque terme µk(v, ∂′
yΦ′)∂k(χ θn) sous la forme

(11.3.34) P γ,T (µk(v, ∂ ′
yΦ

′), ∂k(χ θn) + P γ,T (∂k(χ θn), µ′
k(v, ∂′

yΦ
′)) + r3

où µ′
k est une fonction telle que µ′

k(0, 0) = 0 et où r3 vérifie l’estimation :

(11.3.35) ‖r3‖tg
σ,γ,T ≤ C

{
‖θn‖tg

σ−1,γ,T + ‖Φ′‖tg
σ,γ,T + ‖v‖tg

σ−1,γ,T

}
.

En utilisant (7.1.15), on voit que

(11.3.36) P γ,T (∂k(χ θn), µ′
k(v, ∂′

yΦ
′)) = P γ,T (∂kθn µ1

k, χ v) + P γ,T (∂kθn µ2
k, χ ∂ ′

yΦ
′) + r4

où r4 vérifie l’estimation :

(11.3.37) ‖r4‖tg
σ,γ,T ≤ C{‖Φ′‖tg

σ,γ,T + ‖v‖tg
σ−1,γ,T} .
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En reportant ensuite (11.3.34) dans (11.3.32), on voit que χ θn vérifie

(11.3.38) ∂t(χ θn) −
n−1∑

k=1

P γ,T (µk(v, ∂′
yΦ

′), ∂k(χ θn)) = H2 + H3 + H4 + r5 ,

avec

(11.3.39) H3 =
n−1∑

k=1

P γ,T (∂kθn µ2
k(v, ∂′

yΦ
′), χ ∂′

yΦ
′) , H4 =

n−1∑

k=1

P γ,T (∂kθnµ1
k, χ v)

et où r5 vérifie une estimation identique à (11.3.35). En appliquant, puis en commutant
Rδ,γ,T à l’équation (11.3.38), on voit que θ̃n = χ Rδ,γ,T (θn) vérifie l’́equation :

(11.3.40) ∂tθ̃n −
n−1∑

k=1

P γ,T (µk(v, ∂ ′
yΦ

′), ∂kθ̃n) = Rδ,γ(H2 + H3 + H4 + r5) + r6 ,

où r6 vérifie

(11.3.14) ‖r6‖tg
σ,γ,T ≤ C{ ‖Rδ,γ(θn)‖tg

σ,γ,T + ‖θn‖tg
σ−1,γ,T } .

Avec le Lemme 11.3.7, on en déduit que

(11.3.42)
γ‖χ Rδ,γ(θn)‖tg

σ,γ,T ≤ C
{

‖Rδ,γ(θn)‖tg
σ,γ,T + ‖Φ′

δ‖
tg
σ+1,γ,T + ‖Rδ,γ(v)‖tg

σ,γ,T

+‖Rδ,γ(∂nv)‖tg
σ,γ,T + ‖v‖tg

σ−1,γ,T + ‖∂nv‖tg
σ−1,γ,T

}
.

En utilisant la Proposition 5.4.1 pour estimer les rel̀evements de traces, on voit que

(11.3.43) ‖Rδ,γ(v)‖tg
σ,γ,T + ‖v‖tg

σ1,γ,T + ‖∂nv‖tg
σ1,γ,T ≤ C{K2 + K3} .

Comme les opérateurs Rδ,γ,T et les opérateurs de relèvement RT commutent, on a aussi

(11.3.44)
‖Rδ,γ(∂nv)‖tg

σ,γ,T ≤ C{‖Rδ,γ(∂nu′)‖tg
σ,γ,T

+ |Rδ,γ(a − wa)|σ+1,γ,T + ‖∂nWa‖tg
2s−1,γ,T1

} .

En remarquant ensuite que a − wa = χ (a − wa) et en appliquant (7.1.15), on obtient :

|Rδ,γ(a − wa)|σ+1,γ,T ≤ C
{

|Rδ,γ(Γu′)|σ+1,γ,T + |Γu′|σ,γ,T + |wa|2s,γ,T1

}
.

Avec (11.3.44), on en déduit que

(11.3.45) ‖Rδ,γ(∂nv)‖tg
σ,γ,T ≤ C

{
‖Rδ,γ(∂nu

′)‖tg
σ,γ,T + |Rδ,γ(Γu′)|σ+1,γ,T + K2 + K3

}
.

Enfin, en écrivant Rδ,γ(θn) = χ Rδ,γ(θn) + (1 − χ)Rδ,γ(θn), l’estimation (11.3.19) résulte
alors de (11.3.42) (11.3.43) (11.3.45) et du Corollaire 11.2.7.
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D) Preuve du Théorème 11.3.1. En rappelant que M (u1, Φ1, f̃ , g, γ) est défini par
(11.3.5), on introduit les expressions :

(11.3.46) M1(u1, Φ1, f̃ , g, H, γ) = M(u1, Φ1, f̃ , g, γ) + γ‖Φ′
1‖

tg
2s,γ,0 + γ‖∂nΦ′

1‖
tg
2s−1,γ,0 ,

(11.3.47)
N (u′

δ , Φ
′
δ ,Rδ,γ(∂nΦ′), γ, T ) = γ‖u′

δ‖
tg
σ+1,γ,T + γ‖Φ′

δ‖
tg
σ+1,γ,T

+ γ‖Rδ,γ(∂nΦ′)‖tg
σ,γ,T + γ1/2|Γu′

δ|σ+1,γ,T + γ1/2|ΓΦ′
δ|σ+2,γ,T .

On déduit alors des Propositions 11.3.2, 11.3.6 et du Lemme 11.3.5, l’inégalité

N(u′
δ, Φ

′
δ, Rδ,γ(∂nΦ′), γ, T ) ≤ C

{
M1(u1, Φ1, f̃ , g, H, γ) + K2 + K3 + ‖u′

δ‖
tg
σ+1,γ,T

+ ‖Φ′
δ‖

tg
σ+1,γ,T + ‖Rδ,γ(∂nΦ′)‖tg

σ,γ,T + |Γu′
δ|σ+1,γ,T

}
.

Pour γ assez grand, les termes ‖u′
δ‖

tg
σ,γ,T , ‖Φ′

δ‖
tg
σ,γ,T , ‖Rδ,γ(∂nΦ′)‖tg

σ,γ,T et |Γu′
δ|σ+1,γ,T situés

à droite sont absorbés par le membre de gauche et on a l’estimation :

(11.3.48) N (u′
δ, Φ

′
δ, Rδ,γ(∂nΦ′), γ, T ) ≤ C

{
M1(u1, Φ1, f̃ , g, H, γ) + K2 + K3

}
.

Le membre de gauche est donc borné indépendamment de δ ∈]0, 1] et le Théorème 11.3.1
en résulte.

¤

11.4 Régularité conormale

Rappelons que H0,σ
γ (Ω1

T ) désigne l’espace des fonctions u telles que : e−γtδαu ∈ L2(Ω1
T )

pour |α| ≤ σ. Cet espace est muni de la norme

(11.4.1) ‖u‖t
σ,γ,T =

∑

µ+|α|=k

(1 + γ)µ‖e−γtδαu‖L2(Ω1
T )

Proposition 11.4.1. Soit s un entier tel que s ≥ so + 19. Si (u′, Φ) ∈ F1
ε (s − k, T ), alors

u′ et Φ′ sont dans H0,2s
γ (Ω1

T ).

On procède par récurrence. Pour σ entier tel que 0 ≤ σ ≤ 2s, l’hypothèse de récurrence
H(σ) est que

(11.4.2) (∂α
y u′, ∂α

y Φ′) ∈ H0,σ
γ (Ω1

T ) , pour|α| ≤ 2s − σ .

L’hypothèse H(0) est satisfaite d’après le Théorème 11.3.1. D’autre part, on sait par hy-
pothèse que (u′, Φ′) ∈ W 2(s−k). On suppose maintenant que H(σ) est satisfaite pour un
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σ ≤ 2s − 1 et on montre que H(σ + 1) est vérifiée. Pour cela on utilise remarque suivante :
v ∈ H0,σ+1

γ si et seulement si v ∈ E0,σ+1
γ et δnv ∈ H0,σ

γ . En outre

(11.4.3)) ‖v‖t
σ+1,γ,T = ‖v‖tg

σ+1,γ,T + ‖δnv‖t
σ,γ,T .

Compte tenu du Théorème 11.3.1, il nous suffit donc de montrer que

(11.4.4) ∂α
y δn(u′, Φ′) ∈ H0,σ

γ (Ω1
T ) , pour |α| ≤ 2s − σ − 1 .

On montre d’abord la régularité de Φ, puis celle de u.

A) Régularité de δnΦ′.

Lemme 11.4.2. δnΦ′ ∈ H0,σ
γ (Ω1

T ).

Preuve. Dans l’́equation (11.1.3), le bord est non caractéristique, et on peut écrire

(11.4.5) δnu = δnΦ
{

gn(u, ∂yΦ)f̃ +
n−1∑

j=0

gj(u, ∂yΦ)∂ju
}

,

avec des fonctions gj régulières. En appliquant δn à l’équation (11.3.20) vérifiée par Φ′ et
en tenant compte de (11.4.5), on obtient que θn = δnΦ′ vérifie

(11.4.6) ∂tθn −
n−1∑

k=1

µk(v, ∂′
yΦ)∂kθn − E θn = H1 ,

où v = (u′, Wa, RT (a − wa)), a = ln(−[u1]/ε), E et H1 sont des fonctions de la forme :

E = E(v, ∂yu, ∂yΦ, f̃) .

H1 = ρ(xn)F1(v, ∂yu, ∂yΦ, f̃) + F (v, ∂′
yΦ){δnWa + δnRT (a − wa)} + δnH .

En tenant compte de l’hypothèse de récurrence, on voit que H1 ainsi que les argument
des fonctions µk et E sont dans H0,σ

γ (Ω1
T ) ∩ W 1,∞(Ω1

T ). On conclut en utilisant le résultat
suivant (cf proposition 3.2.1 de [Mé1]).

¤

Lemme 11.4.3. Si v est solution d’une équation scalaire de la forme :

(11.4.7) ∂tv +
n−1∑

k=1

Φk(a)∂kv + Φn(a)v = g

où les Φk sont des fonctions C∞ de leur argument, (a, g) ∈ H0,σ
γ (Ω1

T ) ∩ W 1,∞(Ω1
T ) et

v|{t<0} ∈ H0,σ
γ (Ω1

0) ∩ W 1,∞(Ω1
0), alors v ∈ H0,σ

γ (Ω1
T ) ∩ W 1,∞(Ω1

T ). De plus, il existe une
fonction C(·), telle que, si ‖a‖∗

0,T ≤ M , on a pour tout γ ≥ 1

γ‖v‖t
σ,γ,T ≤ C(M)

{
γ‖v‖t

σ,γ,0 + ‖g‖t
σ,γ,T + ‖a‖∗

1,T ‖v‖t
σ,γ,T + ‖v‖∗

1,T ‖a‖t
σ,γ,T

}
.

B) Régularité de ∂α
y δnΦ′.

Lemme 11.4.4. Pour tout α tel que |α| ≤ 2s − σ − 1, ∂α
y δnΦ′ ∈ H0,σ

γ (Ω1
T ).
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Preuve. Par récurrence sur |α| = p. La propriété est vraie pour p = 0 d’après le Lemme
11.4.2. On suppose maintenant que pour un entier p ∈ {0, . . . , 2s − σ − 2} on a

(11.4.10) ∂α
y δnΦ′ ∈ H0,σ

γ (Ω1
T ) , pour |α| ≤ p .

Pour α de longueur |α| = p + 1, on applique ∂α
y à l’équation (11.4.6). On obtient alors que

Θ =
{
∂β

y θn

}
|β|=p+1 est solution d’un système de la forme :

(11.4.11) ∂tΘ −
n−1∑

k=1

µk(v, ∂ ′
yΦ)∂kΘ − E Θ − B Θ = H2 .

Les coefficients µk et E sont ceux de l’équation (11.4.6), B est une matrice dont les coeffi-
cients sont de la forme

Bα,β = bα,β(v, ∂yΦ, ∂yv, ∂2
yΦ) ,

et H2 est un vecteur dont les composantes sont des fonctions de la forme

H2,α = ∂α
y H1 + [∂α

y , E]θn + H3,α

où H3,α désigne une somme de termes de la forme :

h3 = ∂γ
y (h(v, ∂′

yΦ)) ∂β
y θn avec |β| ≤ p et |γ| + |β| = p + 2 .

En tenant compte des hypothèses de récurrence (11.4.2) et (11.4.10), on montre que H2

ainsi que les arguments des fonctions µk, E et B sont dans H0,σ
γ (Ω1

T ) ∩ W 1,∞(Ω1
T ). Le

Lemme 11.4.3, ou plutôt son extension aux systèmes de la forme (11.4.11), implique alors
que Θ ∈ H0,σ

γ (Ω1
T ) ce qui prouve (11.4.10) pour |α| = p + 1.

¤

C) Régularité de ∂α
y δnu

′.

Lemme 11.4.5. Pour tout α tel que |α| ≤ 2s − σ − 1, ∂α
y δnu ∈ H0,σ

γ (Ω1
T ).

Preuve. Compte tenu de (11.4.5), on voit que ∂α
y δnu est une somme de termes de la forme :

A = ∂α1
y (g1(u, ∂yΦ′, δnΦ′)).∂α2

y f̃ avec |α1| + |α2| = |α| ,
B = ∂α1

y (g2(u, ∂yΦ′, δnΦ′)).∂α2
y δju avec |α1| + |α2| = |α| .

D’ après le Lemme 11.4.4, ∂α
y δnΦ′ ∈ H0,σ

γ (Ω1
T ) car |α1| ≤ 2s−σ −1. D’après l’hypothèse de

récurrence (11.4.2), les termes ∂α1
y u, ∂α2

y ∂ju, ∂α1
y ∂yΦ′ sont dans H0,σ

γ (Ω1
T ) car |α1|+1 ≤ 2s−σ

et |α2| + 1 ≤ 2s − σ. Il en résulte que A et B sont dans H0,σ
γ (Ω1

T ), ce qui prouve le lemme
et achève la preuve de la Proposition 11.4.1.

¤
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11.5 Preuve du Théorème 11.1.2

Compte tenu du Théorème 11.3.1 le Théorème 11.1.2 résulte de la proposition suivante.

Proposition 11.5.1. Soit s un entier tel que s ≥ so + 19. Si pour (u,Φ) ∈ F1
ε (s − k, T ),

alors u′ et Φ′ sont dans W 2s
γ (Ω1

T ).

Preuve. Comme précédemment, nous procéderons par récurrence. Pour σ ∈ {0, . . . , s},
l’hypothèse de récurrence est que

(11.5.1) δα(u′, Φ′) ∈ W 2σ
γ (Ω1

T ) pour |α| ≤ 2(s − σ) .

Cette propriété est vérifiée pour σ = 0 d’après la Proposition 11.4.1. De plus, on sait que
(u′, Φ′) ∈ W 2(s−k). On note que v ∈ W 2σ+2 si et seulement si v ∈ H0,2σ+2

γ et ∂nv ∈ W 2σ et
que

(11.5.2)) ‖v‖2σ+2,γ,T = ‖v‖t
2σ+2,γ,T + ‖∂nv‖t

2σ,γ,T .

Il nous suffit donc de montrer que, sous l’hypothèse (11.5.1) avec σ < s, on a

(11.5.3) ∂α
y ∂n(u′, Φ′) ∈ W 2σ(Ω1

T ) , pour |α| ≤ 2s − 2σ − 2 .

On procède comme au paragraphe 11.4.

a) On a

(11.5.4) ∂nu = ∂nΦ
{

gn(u, ∂yΦ)f̃ +
n−1∑

j=0

gj(u, ∂yΦ)∂ju
}

,

et θn = ∂nΦ′ vérifie

(11.5.5) ∂tθn −
n−1∑

k=1

µk(v, ∂′
yΦ)∂kθn − E θn = H ′

1 ,

où v et E sont comme en (11.4.6) et H ′
1 est de la forme

H ′
1 = F1(v, ∂yu, ∂yΦ, f̃) + F (v, ∂ ′

yΦ){∂nWa + ∂nRT (a − wa)} + ∂nH .

L’hypothèse de récurrence implique que H ′
1 et les argument des fonctions µk et E sont dans

W 2σ(Ω1
T ) ∩ W 1,∞(Ω1

T ). On utilise alors le résultat suivant, dont la preuve est similaire à
celle de la Proposition 3.2.1 de [Mé1], pour conclure que

(11.5.6) ∂nΦ ∈ W 2σ
γ (Ω1

T ) .

Lemme 11.5.2. Si v est solution d’une équation scalaire de la forme (11.4.7) avec (a, g) ∈
W 2σ

γ (Ω1
T )∩ W 1,∞(Ω1

T ) et si v|{t<0} ∈ W 2σ
γ (Ω1

0) ∩ W 1,∞(Ω1
0), alors v ∈ W 2σ

γ (Ω1
T )∩ W 1,∞(Ω1

T )
et on a les estimations

γ‖v‖2σ,γ,T ≤ C(M)
{

γ‖vo‖2σ,γ,0 + ‖g‖2σ,γ,T + ‖a‖∗
1,T ‖v‖2σ,γ,T + ‖v‖∗

1,T ‖a‖2σ,γ,T

}

où M est tel que ‖a‖∗
0,T ≤ M .
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b) On montre par récurrence sur p ∈ {0, . . . , 2s − 2σ − 2} que

(11.5.7) ∂α
y ∂nΦ′ ∈ W 2σ(Ω1

T ) , pour |α| ≤ p .

D’après (11.5.6), cette propriété est vraie pour p = 0. Supposons la vérifiée pour un p <
2s − 2σ − 2. Alors, Θ =

{
∂β

y ∂nΦ′}
|β|=p+1 est solution d’un système de la forme :

(11.5.8) ∂tΘ −
n−1∑

k=1

µk(v, ∂ ′
yΦ)∂kΘ − E Θ − B Θ = H ′

2 .

Les coefficients µk, E et B sont ceux de l’équation (11.4.11) et les composantes de H ′
2 sont

de la forme
H ′

2,α = ∂α
y H ′

1 + [∂α
y , E]θn + H3,α

où H ′
3,α désigne une somme de termes de la forme :

∂γ
y (h(v, ∂ ′

yΦ)) ∂β
y θn avec |β| ≤ p et |γ| + |β| = p + 2 .

En tenant compte des hypothèses de récurrence (11.5.3) et (11.5.7), on montre que H ′
2 ainsi

que les arguments des fonctions µk, E et B sont dans W 2σ(Ω1
T ) ∩ W 1,∞(Ω1

T ). Le Lemme
11.5.2, montre que (11.5.7) est vérifiée à l’ordre p + 1.

c) On utilise (11.5.4) et (11.5.7) pour montrer que ∂α
y δnu ∈ W 2σ

γ (Ω1
T ) quand |α| ≤ 2s −

2σ − 2.
Cela termine la démonstration de la Proposition 11.5.1. Le Théorème 11.1.1 est main-

tenant entièrement démontré.

¤
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12 Application au système d’Euler. Comparaison des
solutions.

12.1 Le système d’Euler de la dynamique des gaz

En dimension trois d’espace, le système s’écrit

(12.1.1)





∂tρ + divx(ρv) = 0 ,
∂t(ρvi) + divx(ρviv) + ∂iP = 0 pour 1 ≤ i ≤ 3 ,
∂t(ρE) + divx(ρEv + Pv) = 0 .

Dans (12.1.1) x = (x1, x2, x3) ∈ R3, ρ désigne la densité, P la pression, v = (v1, v2, v3) la
vitesse et E = e + |v|2/2 est l’énergie totale par unité de volume et par unité de masse.

En désignant par S l’entropie, on peut choisir comme fonction inconnue u = (ρ, v, S) ∈
R5. La pression P , l’́energie interne spécifique e ainsi que la température T sont des fonc-
tions P, E et T du couple (ρ, S), reliées par la deuxième loi de la thermodynamique

(12.1.2) dE = T dS +
P
ρ2 dρ .

En posant ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) = (−θ1, −θ2, 1), la matrice G(u, θ) introduite en (2.1.2) est

(12.1.3) G1(u, θ) =




v.ξ ρξ1 ρξ2 ρξ3 0
(c2/ρ)ξ1 v.ξ 0 0 (1/ρ)∂SP ξ1

(c2/ρ)ξ2 0 v.ξ 0 (1/ρ)∂SP ξ2

(c2/ρ)ξ3 0 0 v.ξ (1/ρ)∂SP ξ3

0 0 0 0 v.ξ




où c désigne la vitesse locale du son définie par

(12.1.4) c2 =
∂P

∂ρ
.

L’Hypothèse 1 d’hyperbolicité (cf §2.1), est satisfaite dès que ∂P/∂ρ > 0. Les valeurs
propres de G1(u, θ) sont

(12.1.5)





λ1(u, θ) = v.ξ − c|ξ|
λ2(u, θ) = v.ξ
λ3(u, θ) = v.ξ + c|ξ|

Les Hypothèses 2 et 3 sont satisfaites pour les valeurs propres extrêmes λ1 et λ3, qui sont
simples et vraiment non linéaires. Les vecteurs propres associés sont

(12.1.6) r1(u, θ) =




−ρ|ξ|
cξ1

cξ2

cξ3

0




, r3(u, θ) =




ρ|ξ|
cξ1

cξ2

cξ3

0




.
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La valeur propre λ2 est de multiplicité 3 et le sous-espace propre associé est de dimension
3. Dans toute la suite, nous étudions les 1-chocs faibles, associés à la valeur propre λ1,
qu’on notera simplement λ. L’étude des chocs faibles associés à λ3 se ramène à celle des
1-chocs, en changeant x3 en −x3 et u3 en −u3, ce qui laisse l’́equation invariante.

Après le changement de variables du §2.3, on considère comme en (2.4.1) la famille de
chocs plan (u1(ε), Φ1(ε))

(12.1.7)





u−
1 (ε) = uo = (ρo, vo, So) ,

u+
1 (ε) = (ρo − ε, v+

o,1(ε), S+
o (ε)) = uo − ε U−

1 (uo, 0, −ε) ,
Φ1(ε) = xn + σ1(ε)t avec σ1(ε) = λ(u+

1 (ε), uo, 0) .

où l’état de gauche uo = (ρo, vo, So) est fixé. On paramètre ici le saut de u par le saut de ρ
et U−

1 reprend la notation (2.4.6).
On sait que λ(u, θ) se prolonge en la valeur propre λ(u+, u−, θ) de G1(u+, u−, θ) et on

note R1(u+, u−, θ) le vecteur propre associé dont la première composante est égale à 1.
Nous désignons par L(u, ∇Φ)v l’opérateur défini par (10.1.7) et par g(Γu+, Γu−, ∂yφ)

la fonction

(12.1.8) g(Γu+, Γu−, ∂yφ) =
2∑

j=0

[fj(u)]∂jφ − [f3(u)] .

Comme au paragraphe 3, on considère une famille de données de Cauchy compatibles
Fo(2s + 3). On note F1a

ε (2s + 1) une famille de solutions approchées construites par le
Théorème 3.1.2. Pour un couple (u1a, Φ1a) ∈ F1a

ε (2s + 1), le problème (3.2.3) ... (3.2.10)
s’écrit

(S.I)





L(u1, ∇Φ1)u1 = F1 dans ΩT ,
g(Γu+

1 , Γu−
1 , ∂yφ1) = 0 sur ωT ,

[Φ1] = 0 sur ωT ,
∂tΦ+

1 = λ1(u+
1 , u+

1 − p+
1 , ∂′

yΦ
+
1 ) dans Ω+

T ,
∂tΦ−

1 = λ1(u−
1 + p−

1 , u−
1 , ∂′

yΦ
−
1 ) dans Ω−

T ,
u1 = u1a Φ1 = Φ1a pour t < 0

où

(12.1.9)
{

p+
1 = −ε eA1 U+

1 (u+
1 , ∂′

yΦ1, −ε eA1) ,
p−

1 = −ε eA1 U−
2 (u−

1 , ∂′
yΦ1, −ε eA1) ,

et A1 = W1,a + RT (a1 − w1,a), a1 = ln(−[ρ1]/ε).
D’après le Théorème 3.5.3, il existe T > 0 indépendant de ε et une unique solution

(u1, Φ1) ∈ F1
ε (s, T ) du problème (S.I).

12.2 Le système d’Euler isentropique

Le système (12.1.1) admet des solutions régulières à entropie constante So. On vérifie
classiquement, que u = (ρ, v, So) est solution de classe C1 de (12.1.1) si et seulement si

184



ũ = (ρ, v) ∈ R4 vérifie

(12.2.1)
{

∂tρ + divx(ρv) = 0 ,
∂t(ρvi) + divx(ρviv) + ∂iP = 0 pour 1 ≤ i ≤ 3 .

Ce système est complété de la loi d’état P = P(ρ, So). La matrice (2.1.2) qui correspond à
ce système vaut

(12.2.2) G2(ũ, θ) =




v.ξ ρξ1 ρξ2 ρξ3

(c2/ρ)ξ1 v.ξ 0 0
(c2/ρ)ξ2 0 v.ξ 0
(c2/ρ)ξ3 0 0 v.ξ




Les valeurs propres de G2((ρ, v), θ) sont celles de G1((ρ, v, So), θ). La plus petite, notée λ̃,
vérifie donc

(12.2.3) λ̃(ũ, θ) = λ(u, θ) lorsque u = (ũ, So) .

On sait que λ̃ se prolonge en valeur propre λ̃2(ũ+, ũ−, θ) de G2(ũ+, ũ−, θ) et on note
R2(ũ+, ũ−, θ) le vecteur propre associé de première composante égale à 1. On a

(12.2.4) R1(u, θ) =
(

R2(ũ, θ)
0

)
lorsque u = (ρ, v, So) .

On note

(12.2.5) g2(ũ+, ũ−, θ) =
2∑

j=0

[f̃j(ũ)]θj − [f̃3(ũ)] .

Les fonctions f̃j(ũ) à valeur dans R4 sont obtenues en supprimant la dernière composante
de fj((ũ, So)) ∈ R5. On rappelle (§2.2) que si g2(ũ+, ũ−, θ) = 0, on a des relations de la
forme

(12.2.6)
ũ+ = ũ− + [ρ] Ũ+

2 (ũ−, θ, [ρ]) ,

ũ− = ũ+ − [ρ] Ũ−
2 (ũ+, θ, [ρ]) .

Pour comparer ces formules à (12.1.7), on introduit les notations
(12.2.7)

U−
2 ((ρ, v, S), θ, ε) =

(
Ũ−

2 ((ρ, v), θ, ε)
0

)
, U+

2 ((ρ, v, S), θ, ε) =
(

Ũ+
2 ((ρ, v), θ, ε)

0

)
.

Comme précédemment, nous définissons une famille de chocs plans du système (12.2.1).
Ils sont associés au même état gauche constant, mais l’état de droite est différent de (12.2.7).

(12.2.8)





u−
2 (ε) = uo = (ρo, vo, So) ,

u+
2 (ε) = (ρo − ε, v2(ε), So) = uo − ε U−

2 (uo, 0, −ε) ,

Φ2(ε) = xn + σ2(ε)t avec σ2(ε) = λ̃(ũ+
2 (ε), ũo, 0) .
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On désigne par L2(ũ, ∇Φ)ũ l’opérateur qui se déduit de (12.2.1) par le changement
de variable (2.3.1). On considère une famille F2a

ε de solutions approchées construites à
partir d’une famille de données de Cauchy compatibles F2o

ε pour le système (12.2.1). Pour
(u2a, Φ2a) ∈ F2a

ε avec u2a = (ũ2a, So) on considère le problème (3.2.3) ... (3.2.10), où les
inconnues sont ũ ∈ R4 et φ

(S ′.II)





L2(ũ2, ∇Φ2)ũ2 = F̃2 dans ΩT ,
g2(Γũ+

2 ,Γũ−
2 , ∂yφ2) = 0 sur ωT ,

[Φ2] = 0 sur ωT ,

∂tΦ+
2 = λ̃(ũ+

2 , ũ+
2 − p̃+

2 , ∂′
yΦ+) dans Ω+

T

∂tΦ−
2 = λ̃(ũ−

2 + p̃−
2 , u−

2 , ∂′
yΦ

−
2 ) dans Ω−

T ,
ũ2 = ũ2,a Φ2 = Φ2,a pour t < 0 .

Dans (S ′.II), p̃+
2 et p̃−

2 désignent les fonctions :

(12.2.9)

{
p̃+

2 = −ε eA2 Ũ+
2 (ũ+

2 , ∂′
yΦ2, −ε eA2) ,

p̃−
2 = −ε eA2 Ũ−

2 (ũ−
2 , ∂′

yΦ2, −ε eA2) ,

où A2 = W2a + RT (a2 − w2a) et a2 = ln(−[ρ2]/ε).
D’après le théorème 3.5.3, il existe T > 0 indépendant de ε et une solution (u2, Φ2) ∈

F2
ε (s, T ). On définit u2 = (ũ2, So) qui vérifie

(S.II)





L(u2, ∇Φ2)u2 = F2 =
(

F̃2

0

)
,

g(Γu+
2 , Γu−

2 , ∂yφ2) = G2 =
(

0
h5

)
.

Que F2 soit de la forme indiquée, traduit le fait que les solutions régulières du système
isentropique sont solutions à entropie constante du système complet. Par contre, la cin-
quième composante h5 n’est pas nulle, traduisant le fait que le résultat ci-dessus n’est pas
vrai pour les solutions faibles. De manière équivalente, si (ũ, ∂yφ) vérifie les conditions de
Rankine Hugoniot g̃2 = 0, cela n’implique pas que ((ũ, So), ∂yφ) vérifie la condition de
Rankine-Hugoniot g = 0. De façon précise, on a le résultat suivant.

Proposition 12.2.1. Si (ũ2, ∂yΦ2) vérifient g̃2(Γũ+
2 , Γũ−

2 , ∂yΦ2) = 0, la fonction h5 est de
la forme

(12.2.10) h5 = [ρ2]3g3(Γũ+
2 , Γũ−

2 , ∂yφ2) ,

où g3 est une fonction C∞ de ses arguments.

Preuve. Ce résultat est classique. On en rappelle brièvement la preuve. Par rotation, on
peut supposer que la normale au choc est (−σ, 0, 0, 1). Oubliant les indices 2, on écrit

186



u2 = (ρ, v, So) ∈ R5 et v = (v1, v2, v3) ∈ R3. Les conditions de Rankine-Hugoniot s’écrivent

(12.2.11)





[v1] = [v2] = 0 ,

[ρ(v3 − σ)] = 0 ,

ρ(v3 − σ)[v3] = −[P ] .

On pose alors m = ρ+(v+
3 − σ) = ρ−(v−

3 − σ). On a

(12.2.12) h5 = σ[ρ E] − [ρ E v3 + P v3]

et tous calculs faits, en utilisant (12.2.11), on obtient

(12.2.13) h5 = −m
(
[e] + [τ ]

P + + P −

2

)

avec τ = 1/ρ et e = E(ρ, So), P = P(ρ, So). D’après (12.1.2), on a ∂ρE = P/ρ2 et
∂E/∂τ = −P . La formule de Taylor implique alors que

(12.2.14) [e] + [τ ]
P + + P−

2
= [τ ]3g3(ρ+, ρ−, So)

et la proposition suit. On notera que g3(ρ, ρ, So) 6= 0 quand ∂2P/∂2τ 6= 0.

¤

Corollaire 12.2.2. Si (ũ2, ∂yΦ2) ∈ F 2(s, T ), la fonction

(12.2.15) G′
2 = g(Γu+

2 , Γu−
2 , ∂yφ2) − g(u+

2 (ε), u−
2 (ε), σ2(ε))

s’écrit

(12.2.16) G′
2 = ε3 g(ε, Γ(u+

2 )′, Γ(u−
2 )′, ∂yφ

′
2)

où u′
2 = u2 − u2(ε), Φ′

2 = Φ′ − Φ2(ε) et g est une fonction C∞ de ses arguments telle que
g(ε, 0, 0, 0) = 0.

12.3 Le théorème de comparaison

Dans ce paragraphe, nous comparons les solutions de (S.I) et de (S.II). La première
étape est de comparer les chocs plans (12.1.7) et (12.2.8).

Lemme 12.3.1. Le vecteur uo = (ρo, vo, So) étant fixé, il existe une constante C > 0 telle
que pour tout ε ∈]0, εo] on a :

(12.3.1)

{
|u+

1 (ε) − u+
2 (ε)| ≤ C ε3 ,

|σ1(ε) − σ2(ε)| ≤ C ε2 .
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Preuve. On a u+
1 (ε) = uo − ε R1(u+

1 (ε), uo, 0) et

(12.3.2) u+
1 (ε) = uo − ε R1(uo, 0) +

ε2

2
duR1(uo, 0) · R1(uo, 0) + ε3 g1(uo, ε) .

On a de même :

(12.3.3) ũ+
2 (ε) = ũo − ε R2(ũo, 0) +

ε2

2
duR2(ũo, 0) · R2(ũo, 0) + ε3 g2(ũo, ε) .

Comme R1(u, θ) = (R2(ũ, θ), 0), on en déduit que u1(ε) − u2(ε) = O(ε3).
On a de même,

(12.3.4) σ1(ε) = λ1(uo, 0) −
ε

2
duλ1(uo, 0).R1(uo, 0) + ε2 g1(uo, ε) ,

(12.3.5) σ2(ε) = λ2(ũo, 0) − ε

2
duλ2(ũo, 0).R2(ũo, 0) + ε2 g2(ũo, ε) .

Il en résulte que |σ1(ε) − σ2(ε)| ≤ C ε2

¤

Remarque 12.3.2. Pour So fixé, les fonctions (ũ+, ũ−) −→ λ(u+, u−, θ) et (ũ+, ũ−) −→
λ̃(ũ+, ũ−, θ) sont différentes et ne cöıncident que si ũ+ = ũ−. Il en résulte que σ1 − σ2 est
seulement en ε2.

Comme au paragraphe 2.6, on se donne un entier 2s > 3/2 + 40. On se donne deux
familles de valeurs initiales compatibles globales au sens de la Définition 6.2.1, respective-
ment pour les systèmes (SI) et (SII). On les note F1,o(2s + 3) et F̃2,o(2s + 3). On note
alors F2,o(2s + 3) l’ensemble des ((ũo, So), Φo) avec (ũo, , Φo) ∈ F̃2,o(2s + 3). Pour i = 1, 2
et (ui,o, Φi,o) ∈ F i,o(2s + 3), on note Aε

i la fonction associée comme indiqué en (6.2.1). On
suppose que les données initiales des deux systèmes sont proches au sens suivant.

Hypothèse 12.3.3. Il existe T1 > 0, εo et une constante K > 0 tels que pour tout
ε ∈]0, εo] et tout (u2,o, Φ2,o) ∈ F2,o

ε (2s + 3), il existe (u1,o, Φ1,o) ∈ F1,o
ε (2s + 3) tel que

(12.3.6) ‖ u′
1,o − u′

2,o ‖(p,2s+3) + ‖ Φε
1,o − Φε

2,o ‖(p,2s+4) +ε ‖ Aε
1 − Aε

2 ‖(2s+3,T ′
1)≤ K ε2 .

Dans (12.3.6), on a noté ‖ · ‖(p,s) la norme de l’espace p-Hs(R3) et ‖ · ‖(s,T ) la norme
de Hs(] − T, T [×R3). En outre, u′

i,o = ui,o − ui(ε).
Nous donnerons ci-dessous un exemple de données compatibles vérifiant (12.3.6). Le

Théorème 3.1.2 fournit alors deux familles de solutions approchées globales, que nous
notons F1,a(2s+1) et F2,a(2s+1). Le Théorème 2.6.1 fournit un temps T > 0 et ε1 > 0 tels
que pour tout ε ∈]0, ε1], tout (u1,o, Φ1,o) ∈ F1,o

ε [resp. (u1,o, Φ1,o) ∈ F1,o
ε ], le problème (SI)

[resp. (SII) ] admet une unique solution (u1, Φ1) [resp. (u2, Φ2)]. En outre, ces solutions sont
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uniformément bornées dans W 2s(ΩT ), donc dans W 5,∞(ΩT ). Il existe donc une constante
M telle que

(12.3.7)
2∑

i=1

‖ ui − ui(ε) ‖∗
5,T + ‖ Φi − Φi(ε) ‖∗

5,T +|[ai]|∗5,T ≤ M

Comme auparavant, ai est líe au saut de la première composante de u. Ici, on peut prendre
ai = ln(−[ρi]/ε).

Pour comparer les solutions, on introduit les notations

(12.3.8) u′
i = ui − ui(ε) , Φ′

i = Φi − Φi ,
v = u′

2 − u′
1 , Ψ = Φ′

2 − Φ′
1 ,

(12.3.9)
N (v, Ψ, T ) =‖ v ‖4,T + ‖ Ψ ‖4,T +ε1/2|Γv|4,T + ε1/2|ΓΨ|4,T

+ε|ΓΨ|5,T + ε1/2|[v]/ε|o,T

Théorème 12.3.4. Il existe une constante C telle que pour ε ∈]0, ε1] et (ui,o, Φi,o) ∈
F i,o

ε (2s + 3) vérifiant (12.3.6), on a l’estimation :

(12.3.10) N (v, Ψ, T ) ≤ C(M, K) ε3/2 .

La première étape de la preuve consiste à montrer que les solutions approchées vérifient
une estimation analogue à (12.3.6). On montre ensuite que la bonne inconnue V = v −
Ψ(∂nu1/∂nφ1) est solution d’un problème mixte linéaire. On en déduit une estimation
d’énergie pour (V, ΓΨ) et ensuite pour (v, ΓΨ). Cette estimation (Théorème 12.6.1) fait
apparâıtre au second membre les termes γ ‖ Ψ ‖4,γ,T et γ1/2 ε1/2 |[v]/ε|o,γ,T qu’on majore
aux paragraphes 12.7 et 12.8. La preuve du Théorème 12.3.4 est faite au paragraphe 12.9.

Exemple 12.3.5. Nous terminons ce paragraphe en donnant un exemple de deux familles
de données initiales compatibles vérifiant l’Hypothèse 12.3.3. On se donne un vecteur fixe
uo = (ρo, vo, So) et on considère les deux chocs plans (u1(ε), Φ1(ε)), (u2(ε), Φ2(ε)) définis
par (12.1.7) et (12.2.8). D’autre part, on considère des fonctions ũo et ho définies sur R3 à
valeurs respectivement dans R4 et R5 , C∞ et à support compact dans {xn ≥ 0}. On pose

u2,o(x) =
(

ũo(x)
So

)
, u1,o(x) = u2,o(x) + ε2ho(x) .

Comme au paragraphe 2.5, on définit les deux familles de données initiales

(12.3.11)





uε−
1,o(x) = uo ,

uε+
1,o(x) = u+

1 (ε) + u1,o(x) ,

Φε
1,o(x) = xn ,





uε−
2,o(x) = uo ,

uε+
2,o(x) = u+

2 (ε) + u2,o(x) ,

Φε
2,o(x) = xn .

Comme au paragraphe 2.5, la platitude de v1 et v2 sur {xn = 0} implique que ces familles
sont compatibles pour le système d’Euler (S.I) et (S.II) respectivement. De plus ces deux
familles vérifient bien la condition (12.3.6).
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12.4 Comparaison des solutions approchées

Nous considérons les deux familles F 1,a et F2,a de solutions approchées données par le
Théorème 3.1.2 (voir §6.4). On peut supposer qu’elles sont définies sur le même ensemble
ΩT1 =]To, T1[×Rn avec To < 0 < T1.

Proposition 12.4.1. Il existe εo et C > 0 tels que pour tout ε ∈]0, εo] et tout (u2,a, Φ2,a) ∈
F2,a

ε (2s + 3), il existe (u1,a, Φ1,a) ∈ F1,a
ε (2s + 3) tel que

(12.4.1) ‖ u′
1,a − u′

2a ‖(p,2s+1,T1) + ‖ Φ′
1a − Φ′

2a ‖(p,2s+1,T1) ≤ C ε2 .

Pour i = 1, 2, on a noté

u′
i,a = ui,a − ui(ε) , Φ′

i,a = Φi,a − Φi(ε) .

En outre, ‖ u ‖(p,s,T ) désigne la norme de p-Hs(ΩT ).

Preuve. On suit les étapes du paragraphe 6.4. On construit par récurrence sur j ∈
{1, . . . , 2s−1} des fonctions u±

1,j, Φ
,±
1,j, z

±
1,j−1 et u±

2,j, Φ
±
2,j, z

±
2,j−1 à l’aide des fonctions Aj , Bj , Zj , Fj , Uj

(voir les formules (6.1.6) à (6.1.10)). Les fonctions Aj, Bj , Zj sont identiques pour les deux
systèmes, mais les fonctions Fj , Uj sont différentes. En effet, les fonctions F1,j et F2,j sont
obtenues en dérivant par rapport à t et à l’ordre j les équations :

{
∂tΦ+ = λ(u+, u+ − p+, ∂′

yΦ
+) = F+

1 (u+, ∂′
yΦ

+, ρ) .

∂tΦ+ = λ̃(u+, u+ − p+, ∂′
yΦ+) = F+

2 (u+, ∂′
yΦ+, ρ) .

avec p+ donné par (12.3.13) et ρ = −εeA. Cependant, en comparant les développements
de Taylor de λ et λ̃ et en utilisant les relations (12.2.3) (12.2.4), on voit qu’il existe une
fonction g, C∞ de ses arguments telle que

(12.4.2) F+
1 (u+, ∂′

yΦ
+, ρ) = F+

2 (u+, ∂ ′
yΦ

+, ρ) + ε2g(ε, u+, ∂′
yΦ

+, A) .

On a un résultat analogue pour les fonctions F−
1 et F−

2 . De même, les fonctions Ui,j sont
construites en dérivant les relations de saut

[ui] = Ui(u−, ∂′
yφ, ρ) = ρU−(u−, ∂′

yφ, ρ)

et on a

(12.4.3) U1(u−, ∂ ′
yφ, ρ) = U2(u−, ∂′

yφ, ρ) + ε2g1(ε, u+, ∂′
yφ

+, A) .

Les formules (6.1.6) à (6.1.9) et la propriété (6.2.1) montrent alors que

(12.4.4)
‖ u1,j − u2,j ‖(p,2s+3−j)+ ‖ Φ1j − Φ2j ‖(p,2s+3−j)

+ ‖ z1,j−1 − z2,j−1 ‖(p,2s+3−j) ≤ C ε2 .
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On construit u−
1,a et u−

2,a sur Ω−
T1

par relèvement des fonctions u−
1,j, u−

2,j. Il en résulte que

(12.4.5) ‖ u−
1a − u−

2a ‖H2s+3(Ω−
T1

) ≤ C ε2

En reprenant ensuite toute les étapes du paragraphe 6.4, on construit successivement les
fonctions Φ−

1 , Φ−
2 , z−

1 , z−
2 , u+

1 (t, x′, 0), u+
2 (t, x′, 0), etc. À chaque étape, on obtient alors

pour les différences Φ−
1 − Φ−

2 , z−
1 − z−

2 , u+
1 − u+

2 , ... des estimations de la forme (12.4.4) et
la proposition 12.4.1 en résulte.

¤

12.5 Le problème linéaire pour (V,ΓΨ)

Comme dans les paragraphes précédent, on introduit, avec les notations (12.3.8),

(12.5.1) V = v − Ψ
∂nu1

∂nφ1

On désigne par L l’opérateur (10.1.7) et par B la matrice qui apparâıt dans (10.3.1).

Proposition 12.5.1. V et ΓΨ = ψ vérifient

(12.5.2) L(u1, ∇Φ1)V + B(u1, ∇u1, ∇Φ1)V = F = (F2 − F1) + r1 + r2 + r3 ,

(12.5.3) Xu1(ψ) − [M V ] − ψ
∂nu1

∂nφ1
= G = G = G′

2 + r4 + r5 ,

où G′
2 est défini par (12.2.15), et
a) r1 est une somme de termes de la forme

g(u1, u2, ∇Φ1, ∇Φ2) vα1 (∇v)α2 (∇Ψ)α3 avec |α1| + |α2| + |α3| = 2 ,

b) r2 = −Ψ∂nF1/∂nφ1 ,
c) r3 = ε2 g1(ε, w1) où w1 = {(∂αu′

i, ∂
βΦ′

i, ∂nF1)}{i∈{1,2},|α|≤2,|β|≤2} ,
d) r4 est une fonction de la forme

r4 = [u1] h1(u1, u2)Γv × ∂yψ + [u1] h2(u1, u2, ∂yφ1)Γv × Γv

+ [v] h3(u1, u2) ∂yψ + [v] h4(u1, u2, ∂yφ1) Γv ,

e) r5 = ε3 g2(ε, w2) où w2 = (Γu′
1, Γu′

2, ∂yφ
′
1, ∂yφ

′
2).

Les fonctions g1 et g2 sont des fonctions régulières de leurs arguments telles que g1(ε, 0) =
g2(ε, 0) = 0.
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Preuve. En notant v1 = u2 − u1, Ψ1 = Φ2 − Φ1 et L2 le linéarisé de L, on a

(12.5.4) L(u2, ∇Φ2)u2 = L(u1, ∇Φ1)u1 + L2(u1, ∇Φ1)(v1, Ψ1) + r′
1

où r′
1 est un reste quadratique s’exprimant comme une somme de termes de la forme :

(12.5.5) r′
1 = g(u1, u2, ∇Φ1, ∇Φ2) vα1

1 (∇v1)α2 (∇Ψ1)α3 avec |α1| + |α2| + |α3| = 2 .

Ensuite, d’après le Lemme 10.3.1,

V1 = v1 − Ψ1
∂nu1

∂nφ1

et ψ1 = ΓΨ1 vérifient

(12.5.5)
{

L(u1, ∇Φ1)V1 + B(u1, ∇u1, ∇Φ1)V1 = F ′ ,
Xu1(ψ1) − [M V1] − ψ1 (∂nu1/∂nΦ1) = G′ ,

où F ′ = (F2 − F1) + r′
1 − Ψ1 (∂nF1/∂nΦ1), G′ = G2 + r′

4 où r′
4 est un reste de la forme :

r′
4 = [u1] h1(u1, u2)Γv1 × ∂yψ1 + [u1] h2(u1, u2, ∂yφ1)Γv1 × Γv1

+ [v1] h3(u1, u2) ∂yψ1 + [v1] h4(u1, u2, ∂yφ1) Γv1 .

En substituant v1 = v + u2(ε) − u1(ε) et Ψ1 = Ψ + Φ2(ε) − Φ1(ε) et en tenant compte du
Lemme 12.3.1, on voit que (V, ψ) vérifie le système (12.5.2) (12.5.3) avec, aux membres de
droite, les fonctions F et G de la forme indiquée.

¤

12.6 Inégalités d’énergie pour (v,ΓΨ)

Avec les notations précédentes, on note

(12.6.1)
N(v, ψ, s, γ, T ) = γ ‖ v ‖2s,γ,T + γ1/2ε1/2 |Γv|2s,γ,T

+ γ3/2ε1/2 |ψ|2s,γ,T + γ1/2ε |ψ|2s+1,γ,T

Proposition 12.6.1. Sous les hypothèses (12.3.6) (12.3.7), il existe des constantes C et
et γo telles que pour tout γ ≥ γo on a

(12.6.2)
N(v, ψ, 2, γ, T ) ≤ C

{
N(v, ψ, 2, γ, 0) + γ ‖ Ψ ‖4,γ,T

+ ‖ F ‖4,γ,T +γ1/2ε1/2 |G/ε|4,γ,T

}
.
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Preuve. On montre d’abord l’estimation (12.6.2) pour N(V, ψ, 2, γ, T ) à partir de l’esti-
mation L2 du paragraphe 8.1.

a) Comme au paragraphe 8, il est commode de changer de variable et de rendre
constant le coefficient de ∂n dans les équations. On rappelle (voir (7.2.5)) qu’il existe des
matrices W1(u1, b1, ∂

′
yΦ1) et V1(u1, ∂

′
yΦ1) telles que W1MV1 = J et on définit Ṽ par :

(12.6.3) V = V1(u1, ∂
′
yΦ1)Ṽ .

Alors (Ṽ , ψ) vérifie

(12.6.4)





n−1∑

j=0

Bj ∂j Ṽ + J ∂nṼ = F1

Xu1(ψ) −
[
MV1 Ṽ

]
= G′

où Bj = (∂nΦ1)W1AjV1 et F1 = ∂nΦ1 W1 F + B V .
L’estimation L2 du Théorème 8.1.1 implique que qu’il existe C et γo(.) tels que pour

tout γ ≥ γo on a

(12.6.5) N(v, ψ, 0, γ, T ) ≤
{

N(v, ψ, 0, γ, 0)+ ‖ F ′ ‖o,γ,T +γ1/2ε1/2 |G′/ε|o,γ,T

}
.

En commutant (12.6. 4) aux dérivations conormales δα de longueur |α| ≤ 4, on voit que
(δαṼ , δαΨ) est solution d’un problème (12.6.4) avec des second membres Fα, Gα. L’estima-
tion (12.6.5) appliquée aux dérivées conormales implique alors que pour γ ≥ γ1(M ) assez
grand, on a une estimation

(12.6.6) N1(Ṽ , ψ, 2, γ, T ) ≤
{

N1(Ṽ , ψ, 2, γ, 0)+ ‖ F ′ ‖t
o,γ,T +γ1/2ε1/2 |G′/ε|o,γ,T

}

où

(12.6.7)
N1(v, ψ, s, γ, T ) = γ ‖ v ‖t

2s,γ,T + γ1/2ε1/2 |Γv|2s,γ,T

+ γ3/2ε1/2 |ψ|2s,γ,T + γ1/2ε |ψ|2s+1,γ,T .

b) La seconde étape consiste à estimer ∂nṼ dans W 2(ΩT ) en procédant comme au
paragraphe 9.1. On pose ∂nṼ = (ζ1, ζ

′). D’après (12.6.4), on a

(12.6.8) J∂nṼ = F ′ −
n−1∑

j=0

Bj∂jṼ .

On note ζ = (ζ1, ζ
′) et on tire de (12.6.8) que

(12.6.9) ‖ ∂yζ
′ ‖2,γ,T +γ ‖ ζ ′ ‖2,γ,T≤‖ F ′ ‖4,γ,T +C ‖ Ṽ ‖4,γ,T . .
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D’autre part, on tire de la première équation de (12.6.8) que ζ1 est solution d’une équation
de transport de la forme

(12.6.10) h ∂nζ1 +
n−1∑

j=0

Xj ∂jζ1 = H ,

où

(12.6.11) H = W (W1)−1
{

∂nF ′ −
n−1∑

j=0

∂nBj∂jṼ
}

+ g(u1, ∂yΦ1, ∂nΦ1)∂y .ζ ′

On utilise l’estimation d’́energie (9.1.23) pour l’́equation (12.6.10) et à ses dérivées δα∂k
n

avec |α| + 2k ≤ 2. On obtient

(12.6.12) γ ‖ ζ1 ‖2,γ,T ≤ C
{

γ ‖ ζ1 ‖2,γ,0 + ‖ ζ1 ‖2,γ,T + ‖ H ‖2,γ,T

}
.

D’autre part, on a

(12.6.13) ‖ H ‖2,γ,T ≤ C
{

‖ F ′ ‖4,γ,T + ‖ ∂yṼ ‖2,γ,T + ‖ ∂yζ
′ ‖2,γ,T

}
.

En regroupant ces estimations, on obtient finalement

(12.6.14) γ ‖ ∂nṼ ‖2,γ,T ≤ C
{

γ ‖ ∂nṼ ‖2,γ,0 + ‖ F ′ ‖4,γ,T + ‖ Ṽ ‖4,γ,T

}
.

Par suite, pour γ assez grand, on a

(12.6.15) N (Ṽ , ψ, , 2, γ, T ) ≤ C
{

N(Ṽ , ψ, 2, γ, 0)+ ‖ F ′ ‖4,γ,T +γ1/2ε1/2 |G′/ε|4,γ,T

}
.

Par ailleurs,
‖ V ‖4,γ,T ≤ C1 ‖ Ṽ ‖4,γ,T ≤ C2 ‖ V ‖4,γ,T .

En tenant compte des expressions de F ′ et de G′, on obtient, à partir de (12.6.15) et pour
γ assez grand, l’estimation

(12.6.16) N (V, ψ, , 2, γ, T ) ≤ C(M)
{
N (V, ψ, 2, γ, 0)+ ‖ F ‖4,γ,T +γ1/2ε1/2 |G/ε|4,γ,T

}
.

L’estimation (12.6.2) résulte de (12.6.16) et de l’égalité v = V + Ψ(∂nu1/∂nφ1).

¤

Remarque 12.6.3. G contient le terme r′
4 = [v] h3(u1, u2) ∂yψ de r4 (cf (12.5.3) et la

Proposition 12.5.1). La présence de ce terme rend nécessaire l’estimation de |[v]/ε|0,γ,T .
Pour s ≤ 2, on dispose des deux estimations pour

(12.6.17) γ1/2ε1/2 |r′
4/ε|2s,γ,T ≤ C(M)γ1/2ε1/2 |ψ|2s+1,γ,T ,

194



(12.6.18) γ1/2ε1/2 |r′
4/ε|2s,γ,T ≤ C(M )γ1/2ε1/2

{
|[v]/ε|0,γ,T + |ψ|2s,γ,T

}
.

La première estimation, qui a l’avantage de ne pas faire apparâıtre le saut de v, est inutil-
isable car le terme γ1/2ε1/2 |ψ|2s+1,γ,T n’est pas absorbable par N (v, ψ, 2s, γ, T ) au premier
membre. Pour cette raison nous devons utiliser (12.6.18) dans laquelle figure le terme
|[v]/ε|0,γ,T .

Au paragraphe (12.8) nous donnerons une estimation de ce terme et nous verrons
apparâıtre au second membre les termes ‖ v ‖4,γ,T et ‖ Ψ ‖4,γ,T . C’est pourquoi l’estimation
du Théorème 12.3.3 contrôle les normes ‖ v ‖4,γ,T et |Ψ|4,γ,T .

12.7 Estimation de Ψ

Le but de ce paragraphe est d’obtenir une estimation pour le terme γ ‖ Ψ ‖4,γ,T qui
figure au second membre de (12.6.2). Pour i = 1, 2, nous notons dans ce paragraphe
ρi,a = −ε eWi les fonctions associées aux deux solutions approchées (ui,a, Φi,a). On rappelle
que les fonctions Φi sont solutions des équations (3.2.6) (3.2.7) et on note Ai les fonctions
définies par (3.2.8)

Ai = Wi + RT (ai − wi) .

Proposition 12.7.1. Sous les hypothèses (12.3.6) (12.3.7), il existe des constantes C et
γo telles que pour tout γ ≥ γo, on a

(12.7.1)
γ ‖ Ψ ‖4,γ,T≤ C(M)

{
γ ‖ Ψ ‖4,γ,o +ε ‖ W1 − W2 ‖4,γ,T1 + ‖ v ‖4,γ,T

+ε2 ‖ g3(ε, w3) ‖4,γ,T

}
,

où w3 = (u′
1, u

′
2, ∂

′
yΦ′

1, ∂
′
yΦ′

2, ε (eA1 − 1), ε (eA2 − 1)) et où g3(ε, w3) est une fonction telle
que g3(ε, 0) = 0.

Preuve. Nous écrivons la démonstration pour Ψ+ en omettant le signe +.
a) Φ1 vérifie

∂tΦ1 = λ(u1, u1 − p1, ∂
′
yΦ1) .

Par développement de Taylor, on obtient, en posant w = (u1, u2, ∂
′
yΦ1, ∂

′
yΦ2, ε eA1 , ε eA2),

(12.7.2)
∂tΦ1 = (u1 − u2)g1(w) + (∂′

yΦ1 − ∂ ′
yΦ2)g2(w) + ε(eA1 − eA2)g3(w)

+λ1(u2, u2 − p2, ∂
′
yΦ2) .

On évalue ensuite le terme A = λ1(u2, u2 − p2, ∂
′
yΦ2). On a

(12.7.3) A = λ1(u2, ∂
′
yΦ2) +

ε

2
eA2R1(u2, ∂

′
yΦ2).duλ1(u2, ∂

′
yΦ2) + ε2 g4(ε, u2, ∂

′
yΦ2, ε eA2) .

En partant de l’́equation pour Φ2, on obtient de même

(12.7.4)
∂tΦ2 = λ2(ũ2, ∂

′
yΦ2) +

ε

2
eA2R2(ũ2, ∂

′
yΦ2)·duλ2(ũ2, ∂

′
yΦ2)

+ ε2 g5(ε, u2, ∂
′
yΦ2, ε eA2) .
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Comme u2 = (ũ2, So), avec (12.2.3) (12.2.4), on obtient par soustraction des égalités
(12.7.4) et (12.7.2) que Ψ1 = Φ1 − Φ2 vérifie

(12.7.5) ∂tΨ1 +
n−1∑

j=1

µj(w)∂jΨ1 = H1 ,

où

(12.7.6) H1 = (u2 − u1)h1(w) + ε(eA1 − eA2)h2(w) + ε2 h3(ε, u2, ∂
′
yΦ2, ε eA2) .

On en déduit immédiatement que Ψ = Φ′
2 − Φ′

1 vérifie

(12.7.7) ∂tΨ +
n−1∑

j=1

µj(w)∂jΨ = H

où

(12.7.8) H = (u′
2 − u′

1)h1(w) + ε(eA1 − eA2)h2(w) + ε2 h4(ε, w̃) .

Dans (12.7.8) on a posé w̃ = (u′
1, u

′
2, ∂

′
yΦ′

1, ∂
′
yΦ′

2, ε (eA1 − 1), ε (eA2 − 1)) et h4 désigne une
fonction telle que h4(ε, 0) = 0.

b) Le Lemme 9.4.2 appliqué à l’équation (12.7.7) implique que

(12.7.9) γ ‖ Ψ ‖4,γ,T ≤ C
{

γ ‖ Ψ ‖4,γ,o + ‖ Ψ ‖4,γ,T + ‖ H ‖4,γ,T

}
.

Par ailleurs, le Corollaire 5.4.2 et le Lemme 5.1.1 impliquent que

(12.7.10) ε ‖ A1 −A2 ‖4,γ,T ≤ ε C(M)
{

‖ W1 −W2 ‖4,γ,T1 +|w1 −w2|3,γ,T1 + |a1 −a2|3,γ,T

}
,

(12.7.11) ε |a1 − a2|3,γ,T ≤ C(M)|Γv|3,γ,T ≤ C(M) ‖ v ‖4,γ,T ,

(12.7.12) |w1 − w2|3,γ,T1 ≤ C ‖ W1 − W2 ‖4,γ,T1 .

On en déduit que

(12.7.13) ‖ v h1(w) ‖4,γ,T ≤ C(M) ‖ v ‖4,γ,T ,

(12.7.14) ‖ ε(eA1 − eA2)h2(w) ‖4,γ,T ≤ C(M )
{

ε ‖ W1 − W2 ‖4,γ,T1 + ‖ v ‖4,γ,T

}
,

et donc

(12.7.15) ‖ H ‖4,γ,T ≤ C(M)
{

ε ‖ W1 − W2 ‖4,γ,T1 + ‖ v ‖4,γ,T +ε2 ‖ h4(ε, w̃) ‖4,γ,T

}

En reportant dans (12.7.9) et en prenant γ assez grand, on obtient l’estimation (12.7.1).
¤
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12.8 Estimation du saut de v

Comme nous l’avons indiqué au paragraphe 12.6 nous devons majorer γ |[v]/ε|o,γ,T .

Proposition 12.8.1. Sous les hypothèses (12.3.6) (12.3.7), il existe des constantes C et
γo telles que pour tout γ ≥ γo, on a

(12.8.1)
γ|[v]/ε|0,γ,T ≤ C

{
γ|[v]/ε|0,γ,0+ ‖ v ‖4,γ,T + ‖ Ψ ‖4,γ,T

+ ‖ (F2 − F1)/ε ‖2,γ,T +γ ε |g4(ε, w4)|0,γ,T

}
.

où w4 = (Γu′
1, Γu′

2, [u′
1]/ε, [u′

2]/ε, ∂′
yφ

′
1, ∂

′
yφ

′
2) et où g4 est une fonction telle que g4(ε, 0) = 0.

Preuve. a) On rappelle (voir (9.3.10) (9.3.11) et (9.3.12)) que les premières composantes
de [u′

1] et [u′
2], notées [u′

11] et [u′
21], vérifient

(12.8.2) ∂t[u′
i1] +

n−1∑

j=1

Xj(wi)∂j[u′
i1] = H(wi)[Fi] + G(w̃i)[ui1] ,

où G(w̃) désigne une fonction telle que G(0) = 0 et où l’on a posé :

(12.8.3)
wi = (Γ(u′

i)
+, Γ(u′

i)
−, ∂ ′

yφ
′
i) ,

w̃i = (wi, ∂ywi, Γz+
i , Γz−

i , ΓF+
i , ΓF+

i ) .

En écrivant [u′
21] = [u′

11 + v1] on obtient que la première composante de [v] vérifie une
équation de transport de la forme :

(12.8.4) ∂t[v1] +
n−1∑

j=1

Xj(w1)∂j[v1] = H = H1 + H2 + H3

avec :

(12.8.5) H1 = H(w2)[F2] − H(w1)[F1] , H2 = G(w̃2)[u21] − G(w̃1)[u11]

et H3 désigne une somme de termes de la forme

(12.8.6) g1(w1, w2)(w2 − w1)∂′
y[u

′
11] + g2(w1, w2)(w2 − w1)∂′

y[v1] .

On déduit alors du Lemme 9.3.3 l’estimation

(12.8.7) γ|[v1]|0,γ,T ≤ C(M )
{

γ|[v1]|0,γ,0 + |H|0,γ,T + |w1|∗1,T |[v1]|0,γ,T

}

On a

(12.8.8) |w1|∗1,T ≤ |Γu′
1|∗1,T + |φ′

1|∗2,T ≤ C .
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En écrivant H1 et H2 sous la forme

H1 = (H(w2) − H(w1))[F2] + H(w1)([F2] − [F1]) ,

H2 = (G(w̃2) − G(w̃1))[u21] + G(w̃1)([u21] − [u11]) ,

et en remarquant que u21 − u11 = u′
21 − u′

11, on obtient

(12.8.9) |H1|o,γ,T ≤ ε C(M)
{
|Γv1|o,γ,T + |ψ|1,γ,T + ‖ (F2 − F1)/ε ‖2,γ,T

}
,

(12.8.10) |H2|o,γ,T ≤ C(M)ε
{

|Γv|1,γ,T + |ψ|2,γ,T+ ‖ v ‖4,γ,T + ‖ Ψ ‖4,γ,T +|[v1]/ε|o,γ,T

}
,

(12.8.11) |H3|o,γ,T ≤ C(M)ε
{

|Γv|o,γ,T + |ψ|1,γ,T

}
.

En reportant ces estimations dans (12.8.7), on obtient pour γ assez grand, l’estimation

(12.8.12)
γ|[v1]/ε|0,γ,T ≤ C

{
γ|[v1]/ε|0,γ,0+ ‖ v ‖4,γ,T + ‖ Ψ ‖4,γ,T

+ ‖ (F2 − F1)/ε ‖2,γ,T

}
.

b) On rappelle maintenant les égalités

(12.8.13)
[u1] = [u11] U−

1 (u−
1 , ∂′

yφ1, [u11]) ,

[u2] = [u21] U−
2 (u−

2 , ∂′
yφ2, [u21]) .

En outre, d’après (12.2.7), on a U−
2 (u−

2 , ∂′
yφ2, [u21]) = (Ũ−

2 (ũ−
2 , ∂ ′

yφ2, [u21]), 0). On en déduit
que

(12.8.14) [u2 − u1] = [u21 − u11] U−
1 + [u21](U−

2 − U−
1 ) .

En effectuant un développement de Taylor et en utilisant (12.2.4), on obtient

(12.8.15)
U−

1 (u−
1 , ∂′

yφ1, [u11]) = R1(u−
1 , ∂ ′

yφ1) + [u11] g1(u−
1 , ∂′

yφ1, [u11]) ,

U−
2 (u−

2 , ∂′
yφ2, [u21]) = R1(u−

2 , ∂ ′
yφ2) + [u21] g2(u−

2 , ∂′
yφ2, [u21]) .

En posant w = (Γu′
1, Γu′

2, [u′
1]/ε, [u′

2]/ε, ∂′
yφ

′
1, ∂

′
yφ

′
2) et en reportant dans (12.8.14), on en

déduit qu’il existe une fonction g3(ε, w) vérifiant g3(ε, 0) = 0, telle que l’on ait

(12.8.16)
[v] = [u′

2 − u′
1] = [v1] U−

1 (u−
1 , ∂′

yφ1, [u11])

+ [u21](R1(u−
2 , ∂′

yφ2) − R1(u−
1 , ∂ ′

yφ1)) + ε2 g3(ε, w)

En remarquant que u−
2 − u−

1 = (u−
2 )′ − (u−

1 )′, on obtient alors l’estimation

(12.8.17) |[v]/ε|0,γ,T ≤ C(M)
{

|[v1]/ε|0,γ,T + |Γv|o,γ,T + |ψ|1,γ,T + ε2 |g3(ε, w)|0,γ,T

}
.

En multipliant (12.8.17) par γ et en majorant γ |[v1]/ε|0,γ,T grâce à (12.8.12), on obtient
(12.8.1) et la proposition est démontrée.

¤
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12.9 Preuve du Théorème 12.3.4

On désigne par N1(v, Ψ, γ, T ) l’expression :

(12.9.1) N1(v, Ψ, γ, T ) = N (v, ψ, 2, γ, T ) + γ ‖ Ψ ‖4,γ,T +γ ε1/2 |[v]/ε|o,γ,T .

En sommant les estimations (12.6.2) (12.7.1) et (12.8.1), on obtient :

(12.9.2)

N1(v, Ψ, γ, T ) ≤ C
{

N1(v, Ψ, γ, 0) + ε ‖ W1 − W2 ‖4,γ,T1 + ‖ v ‖4,γ,T

+ ‖ Ψ ‖4,γ,T + ‖ F ‖4,γ,T +γ1/2 ε1/2|G/ε|4,γ,T + ε−1/2 ‖ F2 − F1 ‖2,γ,T

+ε2 ‖ g3(ε, w3) ‖4,γ,T +γ ε3/2|g4(ε, w4)|0,γ,T

}
.

La forme de F et G donnée à la Proposition 12.5.1, conduit aux majorations

(12.9.3)
‖ F ‖4,γ,T ≤‖ F2 − F1 ‖4,γ,T + ε2 ‖ g1(ε, w1) ‖4,γ,T

+ C
{
‖ Ψ ‖4,γ,T + ‖ v ‖4,γ,T

}
,

(12.9.4)
|G/ε|4,γ,T ≤ |G′

2/ε|4,γ,T + ε2|g2(ε, w2)|4,γ,T

+ C(M )
{

|ψ|4,γ,T + |Γv|3,γ,T + |[v]/ε|o,γ,T

}
.

En reportant ces estimations dans (12.9.2) et en prenant γ assez grand, les termes

‖ v ‖4,γ,T , ‖ Ψ ‖4,γ,T , γ1/2 ε1/2 |ψ|4,γ,T , γ1/2 ε1/2 |Γv|3,γ,T , γ1/2 ε1/2|[v]/ε|o,γ,T

sont absorbés par le membre de gauche. On déduit alors de (12.9.2) l’estimation :

(12.9.5)

N1(v, Ψ, γ, T ) ≤ C
{

N1(v, Ψ, γ, 0) + ε ‖ W1 − W2 ‖4,γ,T1 + ‖ F2 − F1 ‖4,γ,T

+ε−1/2 ‖ F2 − F1 ‖2,γ,T +ε2 ‖ g1(ε, w1) ‖4,γ,T +γ1/2 ε1/2|G′
2/ε|4,γ,T

+γ1/2 ε5/2|g2(ε, w2)|4,γ,T + ε2 ‖ g3(ε, w3) ‖4,γ,T +γ ε3/2|g4(ε, w4)|0,γ,T

}
.

En tenant compte des inégalités :

‖ u ‖2s,T ≤ eγT ‖ u ‖2s,γ,T ≤ (1 + γ)2s eγ(T−To) ‖ u ‖2s,T

|u|s,γ,T ≤ eγT |u|s,γ,T ≤ (1 + γ)s eγ(T−To)|u|s,γ,T

et en fixant γ dans (12.9.5), on en déduit qu’il existe une constante C telle que :

(12.9.6)

N (v, Ψ, T ) ≤ C
{

N(v, Ψ, 0) + ε ‖ W1 − W2 ‖4,γ,T1 + ‖ F2 − F1 ‖4,T

+ε−1/2 ‖ F2 − F1 ‖2,T +ε2 ‖ g1(ε, w1) ‖4,T +ε1/2|G′
2/ε|4,T

+ε5/2|g2(ε, w2)|4,T + ε2 ‖ g3(ε,w3) ‖4,T +ε3/2|g4(ε, w4)|0,T

}
.
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D’après l’hypothèse (12.3.6) on a

(12.9.7) ε ‖ W1 − W2 ‖4,T1≤ K ε2 .

Avec la Proposition 12.4.1, on obtient

(12.9.8) ε1/2 |[v]/ε|o,o ≤ Cε−1/2 ‖ v ‖2,o≤ Cε3/2 ,

(12.9.9) N (v, Ψ, 0) ≤ Cε3/2 ,

(12.9.10) ‖ F2 − F1 ‖4,T≤ Cε2 .

Enfin, d’après le Corollaire 12.2.2 on a :

(12.9.11) |G′
2/ε|4,T ≤ C3(M )ε2 .

L’estimation (12.3.10) découle alors des inégalités (12.9.6) à (12.9.11) et le Théorème 12.3.4
est démontré.

¤
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strictement hyperboliques, dans Les EDP, Colloques Internationaux du CNRS, vol
117, (1963), pp 33-40.

[Gl] J.Glimm, Solutions in the large, for nonlinear systems of conservation laws, Comm.
Pure Appl. Math., 18 (1965), pp 685-715.

[Go-Ra] E.Godlewski, P.A.Raviart, Hyperbolic systems of conservation laws vol 3-4,
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[Hö2] L.Hörmander, Lectures on nonlinear hyperbolic differential equations, Springer
Verlag, 1996.

[Kr] H.O.Kreiss, Initial boundary value pProblem for hyperbolic systems, Comm. on
Pure and Appl. Math., 23 (1970), pp 277-298.

[La] P.Lax, Hyperbolic systems of conservation laws, Comm. Pure Appl. Math., 10
(1957), pp 537-566.

[La-Ph] P.Lax- R.S.Phillips, Local Boundary conditions for dissipative symmetric linear
differential operators, Comm. on Pure and Appl. Math., 13 (1960), pp 427-455.

[Li] Li Ta Tsien, Boundary value problems for quasilinear hyperbolic systems, Math.
Series V., Duke Univ., Durham ,1985.
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