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1. Introduction

Soit (cf [JV1] et ses réeféerences)

(1) F (m,h) :=
γ

1 + α2

(
h ∧m+

α

|m| (m ∧ (h ∧m))
)

, h,m ∈ R3,

oùu γ et α sont deux constantes positives. Il s’agit de montrer que le systèeme

(2)


∂tE − curlH = 0
∂tH + curlE = −∂tM

∂tM = F (M,H)

possèede des solutions d’éenergie finie globales en temps et propage certaines réegu-
laritées.
On dira que U = (E,H,M) est une solution d’éenergie finie dans la bande [0, T ]
si chaque composante E,H,M appartient àa C0

(
[0, T ];L2(R3)

)
, si M est dans

L∞([0, T ]× R3) et si U satisfait (2) au sens des distributions avec

divE = div(H +M) = 0.

Pour de telles solutions le théeorèeme linaéeire sur les systèemes syméetriques assure
que l’éenergie ∫

R3
(|E(t, x)|2 + |H(t, x)|2) dx , 0 ≤ t ≤ T
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est soit constante en fonction du temps, si α = 0 dans (1), soit déecroissante si
α > 0. De plus, pour presque tout x ∈ R3, la quantitée

(3) |M(t, x)| , 0 ≤ t ≤ T

est invariant au cours du temps.

Déefinition. On note U l’espace vectoriel formée par les distributions sur R3

U0 = (E0, H0,M0) qui appartiennent àa L2×L2×(L2∩L∞) et qui satisfont divE0 =
div(H0 +M0) = 0. L’espace U est normée par

‖U0‖U = ‖E0‖2 + ‖H0‖2 + ‖M0‖L2∩L∞ .

Si U est une solution d’éenergie finie, la quantitée ‖U(t)‖U déecrôııt au sens large avec
le temps.

2. Réesultats sur le problèeme de Cauchy

On fait les hypothèeses suivantes sur l’interaction. La fonction (m,h) 7→ F (m,h)
appartient àa C∞(R3 × R3;R3), est linéeaire par rapport àa h, s’annule pour m = 0
et satisfait

F (m,h) ·m = 0 , m, h ∈ R3

F (m,h) · h ≤ 0 , m, h ∈ R3

On notera C(R) une constante telle que pour tout |m| , |m′| ≤ R

|F (m′, h)− F (m,h)| ≤ C(R) |m′ −m| |h|

La fonction donnéee par

F (m,h) :=
γ

1 + α2

(
h ∧m+

α√
δ2 + |m|2 − δ

(m ∧ (h ∧m))
)
, h,m ∈ R3, δ > 0

satisfait toutes les propriéetées. La fonction donnéee par (1) qui est homogèene de
degrée 1 par rapport àa chaque variable est seulement localement lipschitzienne mais
satisfait toutes les autres propriéetées. Nous indiquerons plus loin les modifications
que ceci entraine dans les réesultats que nous préesentons maintenant.

On note U0 un sous-ensemble non vide de U tel que M0 = {M0; (E0, H0,M0) ∈ U}
soit dominée dans L2(R3) ∩ L∞(R3).
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Théeorèeme 0. L’ensemble U des solutions U d’éenergie finie déefinies sur [0,∞[×R3,
telles que U|t=0 ∈ U0, est non vide. Si de plus U0 est compact dans (L2)3, pour
tout T > 0, UT = U|[0,T×R3 est compact dans (C0([0, T ];L2))3.

Théeorèeme 1. Soit U0 ∈ U tel que de plus rotE0 et rotH0 appartiennent àa L2(R3).
Alors il existe une unique solution d’éenergie finie déefinie sur [0,∞[×R3 telle que
U|t=0 = U0. De plus rotE et rotH appartiennent àa C0([0,∞[;L2).

Théeorèeme 2. Soit U0 ∈ H2(R3). Alors il existe une unique solution globale
d’éenergie finie U ∈ C0([0,∞[;H2) telle que U|t=0 = U0.

Le premier réesultat éetablit l’existence de solution d’éenergie finie globale et prouve
leur stabilitée. Pour tout T > 0, l’application qui, àa des donnéees initiales associe la
solution du problèeme de Cauchy est continue de U0 muni de la topologie de L2

dans C0([0, T [;L2). Le second réesultat concerne l’unicitée du problèeme de Cauchy
sous l’hypothèese que les donnéees sont plus réegulièeres ; en outre cette réegularitée
suppléementaire se propage. Le dernier réesultat montre que les solutions locales du
problèeme de Cauchy dans l’algèebre H2(R3) sont en fait globales.

Les preuves des théeorèemes 1 et 2 utilisent une inéegalitée de Strichartz limite pour
laquelle la dimension d’espace d = 3 apparait comme critique. Les théeorèemes 1 et
2 sont vrais pour d ≤ 3. En revanche le théeorèeme 0 ne néecessite aucune restriction
sur la dimension d’espace.

Les théeorèemes 0 et 1 restent vrais pour une fonction F qui est seulement localement
lipschitzienne comme celle qui est donnéee par (1). Le théeorèeme 2 peut êetre remplacée
par un réesultat d’approximation de type Galerkine.

Le modèele (1), (2) est discutée dans [JV1]. Le problèeme de Cauchy en dimension
d’espace d = 1 ainsi que d’autres propriéetées (comportement asymptotique, ap-
proximation numéerique . . . ) du modèele sont éetudiées dans [JV1], [JV2].

3. Une estimation a priori sur les rotationnels de E et H

On introduit la déecomposition orthogonale habituelle de L2

L2 = L2
‖ ⊕ L2

⊥,

l’opéerateur de projection P‖ donnant la composante de rotationnel nul et P⊥ celle
dont la divergence est nulle. On utilisera la mêeme notation pour les homologues
de ces opéerateurs agissant dans les espace Lp, 1 < p < ∞. Si U est une solution
d’éenergie finie, sa composante H n’est pas en géenéeral àa divergence nulle. On a
H = H⊥ + H‖ avec la relation H‖ + M‖ = 0 : l’onde H est donc, compte tenu de
(3), la superposition de deux ondes non nulles se propageant aux vitesses 1 et 0
respectivement dans la partie de l’espace oùu M0(x) 6= 0.
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Proposition 3. Soit U une solution d’éenergie finie suffisamment réegulièere sur
l’intervalle [0, T ]. Il existe alors une constante C déependant de T , de la norme
‖U(0)‖U et des normes de rotE(0) et rotH(0) dans L2 telle que

sup
0≤t≤T

(
‖rotE(t)‖2 + ‖rotH(t)‖2

)
≤ C.

On commence par remarquer que les normes L2 des rotationnels de E(t) et H(t)
sont contrôoléees par celle du gradient complet de H⊥(t) avec des constantes ne
déependant que de la norme ‖U(0)‖U . On constate ensuite que H⊥, dont la norme
dans C0

(
[0, T ];L2)

)
est contrôoléee par ‖U(0)‖U , satisfait une éequation des ondes

semi-linéeaire dont le terme de source g véerifie essentiellement

‖g(t)‖2 = O(‖ |H⊥(t)|2‖2),

avec des constantes ne déependant que de la norme ‖U(0)‖U .
L’objectif est donc d’obtenir une estimation a priori sur l’éenergie àa l’instant 0 ≤
t ≤ T

n(t) =

√
1
2
‖∂xu(t)‖2

2 +
1
2
‖∂tu(t)‖2

2.

d’une fonction scalaire u réegulièere qui satisfait

(4) u = g , ‖g(t)‖2 = O(‖u(t)2‖2)

en fonction de son éenergie àa t = 0 et avec des constantes ne déependant que de
la norme de u dans C0

(
[0, T ];L2)

)
. Lorsque d = 2, l’inéegalitée de Sobolev ‖v‖2 ≤

C‖∂v‖1 appliquéee àa v = u2 permet de linéeariser le carrée dans (4) et d’obtenir
imméediatement le réesultat.
Pour d = 3 il est naturel de penser utiliser les estimations Lq(Lp). Si p et q sont
des réeels tels que

1
q

+
3
p

=
1
2
, q > 2,

alors toute fonction réegulièere véerifie l’inéegalitée de Strichartz géenéeraliséee (cf. [GV]
par exemple)

‖u‖Lq([0,T ];Lp(R3)) ≤ Cq,p,T
(
n(0) + ‖ u‖L1([0,T ]; (L2(R3))

)
,

Cependant le cas qui nous intéeresse : q = 2, p = ∞ est exclu. La constante Cq,p,T
explose comme p lorsque p→ +∞ ; des contrexemples de Lindblad [L] et Klainer-
man et Machedon [KM] indiquent qu’il est impossible d’espéerer l’estimation pour

4



q = 2 et p = +∞. Cependant la stratèegie consiste àa suivre cette idéee en s’appuyant
sur le réesultat suivant qui est une inéegalitée de Strichartz préeciséee en fréequence dans
le cas limite q = 2 et p = +∞.
Déefinissons pour λ > 1 la famille de troncatures en fréequences Sλ = ϕ(λ−1Dx) oùu
ϕ ∈ C∞0 vaut 1 sur |ξ| = 1 et a son support dans |ξ| ≤ 2.

Lemme 4. Il existe une constante c telle que pour tout λ > 0, tout T > 0 et toute
fonction u ∈ C0

(
[0,∞[;H2(R3)

)
,

(5) ‖Sλ(u)‖L2([0,T ];L∞(R3)) ≤ c
√

log(1 + λT )
(
n(0) + ‖ u‖L1([0,T ]; (L2(R3))

)
.

Soit u ∈ C0
(
[0, T ];H2(R3)

)
solution de (4). Posons αλ(s) = ‖Sλ(u)(s)‖∞. Soit

(tp)p une suite finie strictement croissante de réeels commençcant avec t0 = 0 et qui
est bornéee supéerieurement par T . Introduisons les quantitées

(6) m(tp, tp+1) = sup
tp≤s≤tp+1

n(s) + sup
λ≥0, tp≤t≤tp+1

√∫ t
tp
αλ(s)2ds

c
√

log(1 + λ(t− tp)
, p ≥ 0.

De l’estimation d’éenergie pour ,

n(tp+1) ≤ n(tp) +
∫ tp+1

tp

‖ u(s)‖2ds,

du Lemme 4, appliquée entre tp et tp+1 et de (6) réesulte que

(7) m(tp, tp+1) ≤ 2 (n(tp) +
∫ tp+1

tp

‖ u(s)‖2ds).

D’aprèes (4) il existe une constante C qui ne déepend que de ‖u‖
C0
(

[0,T ];L2(R3)
) telle

que ‖ u(s)‖2 ≤ C‖u(s)2‖2. On éecrit u2 = uSλ(u) + u(I − Sλ)(u) de sorte que
‖u(s)2‖2 ≤ C(αλ(s) + n(s)2

√
λ

) oùu C ne déepend que de ‖u‖
C0
(

[0,T ];L2(R3)
). Reportant

cette inéegalitée dans (7), on obtient, en utilisant l’inéegalitée de Cauchy-Schwarz et
la déefinition de m(s, t), que pour tout λ > 0,

(8) m(tp, tp+1) ≤ 2n(tp)+

C
√

(tp+1 − tp) log(1 + λ(tp+1 − tp))m(tp, tp+1) + C

∫ tp+1

tp

m(tp, s)2
√
λ

ds,

oùu C ne déepend que de ‖u‖
C0
(

[0,T ];L2(R3)
). Làa on majore n(tp) par m(tp−1, tp), on

choisit λ = m(tp, tp+1)2 et on majore l’intéegrale dans (8) grâace àa la croissance de
m. Pour simplifier, posons

m0 = n(0), mp = m(tp−1, tp), δp = tp − tp−1, p ≥ 1.
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L’inéegalitée (8) devient

(9)
mp+1 −mp

mp
≤ 1 + C

√
δp+1 log(1 + δp+1m2

p+1)
mp+1

mp
+ C δp+1

mp+1

mp
, p ≥ 1.

Le choix

(10) δp = inf(
1

4C
,

1

16C2 log(1 +
4m2

p−1
C )

), p ≥ 1

assure que les deux derniers termes àa droite de (9) sont inféerieurs àa 1 si l’on y
remplace mp+1 par 4mp. Ceci implique que pour tout tp ≤ s < tp+1, m(tp,s)−mp

mp
< 3

donc que mp+1−mp

mp
≤ 3. Par réecurrence, il en réesulte que

(11) mp ≤ 4pn(0), p ≥ 1.

Comme δp donnée par (10) véerifie, àa cause de (11),

δp ≥
1

32C2 log(1 + 2 4p−1n(0)√
C

)
,

le réeel tp est minorée par C1 log p, donc supéerieur àa T pour p supéerieur àa eT/C1 , ce
qui achèeve la preuve de la Proposition 3.

4. Estimation H2(R3)

Proposition 5. Soit T > 0 et U une solution d’éenergie finie sur [0, T ] suffisam-
ment réegulièere. Alors il existe une constante C ne déependant que de ‖U(0)‖H2

telle que

sup
0≤t≤T

‖U(t)‖H2 ≤ C.

On éecrit les éequations pour les déerivéees de U . Notant L l’opéerateur difféerentiel
intervenant dans (2), on obtient

LU = O(H), L(∂xU) = O(|H||∂xM |),
L(∂2

xU) = O(|∂2
xM |, |∂xH||∂xM |, |H||∂2

xM |, |H||∂xM |2)

oùu les constantes dans les O ne déependent que de la norme ‖M0‖∞.
Examinons l’éequation pour ∂2

xU , l’éequation pour ∂xU se traitant de façcon analogue.
On a ‖|H(t)||∂xM(t)|2‖2 = O(‖|H(t)||∂2

xM(t)|‖2) la constante ne déependant que
de ‖M0‖∞. Posons

n2(t) = sup
0≤t≤T

‖∂2
xU(t)‖2.
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On montre que

(12) ‖ |∂xH(t)| |∂xM(t)| ‖2 ≤ C(n2(t) + αλ(t)n2(t) +
n2(t)2
√
λ

)

et, en utilisant l’inéegalitée suivante du type Judovic,

‖M‖(t)‖∞ ≤ C(‖M0‖L2∩L∞) log(
‖∂2

xM(t)‖2

‖M0‖∞
)

que

(13) ‖ |H(t)| |∂2
xM(t)| ‖2 ≤ C(n2(t) logn2(t) + αλ(t)n2(t) +

n2(t)2
√
λ

),

oùu, dans (12) et (13) la constante C ne déependent que de ‖M0‖L2∩L∞ . L’estimation
d’éenergie pour le systèeme syméetrique L donne

n2(t) ≤ n2(0) + C

∫ t

0

(
(1 + αλ(s))n2(s) + n2(s) logn2(s) +

n2(s)2
√
λ

)
ds, 0 ≤ t ≤ T.

Choisissons
√
λ = n2(T ). L’inéegalitée préecéedente donne

n2(t) ≤ n2(0) + C

∫ t

0

(
(2 + αλ(s))n2(s) + n2(s) logn2(s)

)
ds, 0 ≤ t ≤ T.

Soit n]2(t) la solution de

d

dt
n]2(t) = C

(
(2 + αλ(s))n

]
2(s) + n]2(s) logn]2(s)

)
, 0 ≤ t ≤ T, n]2(0) = n(0).

La fonction n]2(t) majore n2(t) pour 0 ≤ t ≤ T et satisfait

(14) log n]2(t) ≤ eCt
(

log n2(0) + C
√
t

√∫ t

0
αλ(s)2ds+ 2Ct

)
, 0 ≤ t ≤ T.

En utilisant (6) et la fin de la déemonstration de la Proposition 3, on majore√∫ t
0 αλ(s)

2ds =
√∑

tp+1≤T
∫ tp+1

tp
αλ(s)2ds par C(T, n(0))

√
log(1 + n2(T )T ).

On déeduit alors de (14) avec t = T une majoration de n2(T ) en fonction de T ,
n(0) et n2(0).

La preuve du Théeorèeme 2 est claire. Soit U(0) ∈ H2(R3). Supposons que le temps
de vie T de la solution U du problèeme de Cauchy semi-linéeaire (2) de donnéees U(0)
soit fini. On sait qu’alors limt→T ‖U(t)‖∞ = +∞ ce qui contredit la Proposition 4
qui affirme que limt→T ‖U(t)‖H2 ≤ +∞. La solution locale U est donc globale.
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4. Le Théeorèeme 0 et la stabilitée L2

Soient (Un)n une suite de solutions d’éenergie finie dans la bande [0, T ] telle que
la suite (Un(0))n converge dans L2 vers un éeléement qu’on peut noter U∞(0). A
cause de l’estimation dans l’espace U on peut supposer que la suite (Un)n converge
faiblement dans L∞

(
[0, T ];L2(R3)

)
vers un éeléement qu’on note U∞. L’objectif est

de montrer que la convergence de Un vers U∞ a lieu dans C0
(
[0, T ];L2(R3)

)
. La clée

est une estimation L2 sur la difféerence Mp(t)−Mq(t) en fonction de Mp(0)−Mq(0).
En éecrivant

F (Mp,Hp)− F (Mq,Hq) = F (Mp,H∞)− F (Mq,H∞)
+F (Mp,Hp −H∞)− F (Mq,Hq −H∞),

on constate que, si |Mn
0 (x)| ≤ R, on a, pour presque tout (t, x),

1
2
∂t|Mp −Mq|2 ≤ C(R)|H∞||Mp −Mq|2

+
(
F (Mp,Hp −H∞)− F (Mq,Hq −H∞)

)
· (Mp −Mq).

Le poids ponctuel e−2a(t,x) absorbe le premier terme du membre de droite si a est
une primitive en t de C(R)|H∞(t, x)|. Le choix préecis

(15) a(t, x) = |x|2 +
∫ t

0
C(R)|H∞(s, x)|ds

fournit une fonction positive, déefinie et finie pour presque tout x et tout t et telle
que, de plus, e−2a(t,x) appartient àa tous les Lp, 1 ≤ p ≤ ∞. On a alors

(16)
1
2
∂t(e−2a|Mp −Mq|2) ≤

e−2a(F (Mp,Hp −H∞)− F (Mq,Hq −H∞)
)
· (Mp −Mq).

Proposition 5 Il existe une constante C(R, T ) telle que pour tout δ > 0 il existe
N(δ) tel que pour tout p ≥ N(δ) et q ≥ N(δ),

(17) ‖e−2a(t)(Mp(t)−Mq(t))‖2 ≤ C
(
δ +

∫ t

0
‖e−2a(s)(Mp(s)−M∞(s))‖2ds

)

Passant àa la limite q →∞ dans le membre de gauche de (17), on en déeduit que la
suite Mp(t)−M∞(t) tend vers 0 dans l’espace L2(e−2a(t,x)dx) puis le réesultat final
avec des arguments classiques.
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La preuve de la Proposition 5 passe par l’examen du terme F (Mp,Hp−H∞) dans
(16), qu’on déecompose en la somme

(18) F (Mp,Hp −H∞) = F (Mp, P⊥(Hp −H∞)) + F (Mp, P‖(Hp −H∞)).

L’intéegrale en t, x du premier terme àa droite de (18) donne une contribution δ,
grâace àa un argument de front d’onde une fois qu’on a remarquée qu’il s’agit du
produit d’un terme en M qui possèede une déerivéee par rapport àa t bornéee dans L2

et d’un terme P⊥(Hp −H∞) qui est bornée dans L2 avec (P⊥(Hp −H∞)) bornée
dans H−1.
L’autre terme e−2a(t)F (Mp(t), P‖(Hp(t) −H∞(t))) = e−2a(t)F (Mp(t), P‖(M∞(t) −
Mp(t))) s’éecrit, aprèes multiplication par (Mp(t)−Mq(t)), comme la somme dans
L1

(19) F (Mp(t), P‖e−a(t)(M∞(t)−Mp(t))) · e−a(t)(Mp(t)−Mq(t))

+F (Mp(t), [e−a(t), P‖](M∞(t)−Mp(t)) · e−a(t)(Mp(t)−Mq(t)).

La norme dans L1 du premier terme se majore par une somme de carrées de normes
L2

‖F (Mp(t), P‖e−a(t)(M∞(t)−Mp(t))) · e−a(t)(Mp(t)−Mq(t))‖1

≤ 1
2
R2C(R)2‖e−a(t)(M∞(t)−Mp(t))‖2

2 +
1
2
‖e−a(t)(Mp(t)−Mq(t))‖2

2,

le deuxièeme terme de (19) donne une contribution δ car le commutateur [e−a(t), P‖]
est un opéerateur compact sur les parties de L2 dominéees dans L2 ∩ L∞ (on utilise
(15)).

La partie concernant l’existence de solutions globales L2 du Théeorèeme 0 peut
maintenant se déemontrer de la façcon suivante. On approche les donnéees initiales
par réegularisation par des unitées approchéees. Ces approximations forment un sous-
ensemble U0 satisfaisant les propriéetées donnéees àa la section 2. Le théeorèeme 2
associe aux donnéees réegulièeres des solutions globales du problèeme de Cauchy. La
condition de stabilitée L2 du Théeorèeme 0 achèeve la preuve.
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