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e propriété des solutions optimales extrémes
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e Algorithme exacte (glouton)
3. Probleme de localisation des dépots
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Planification de la production pour un systeme dynamique
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Modele de base: un produit, sans limite de capacite

e Probléme: déterminer un planning de production
sur un horizon de temps discret: t = 1,...T,
qui satisfasse aux demandes dq, ds, . . . , dr,
et en minimisant les colts qui incluent
des codts de production unitaire, p1, P2y« « « 5 P,
des couts de production fixes si on produit: fq, fa, ..., fr,
des codts unitaires de stockage, h1, hay ..., hr.

e Variables:
Soit x; la quantité produite en période ¢
Soit y; = 1 si on produit en période ¢, 0 sinon
Soit s; le niveau de stock disponible en fin de période ¢ qui est
reporté en période ¢t + 1.

e Formulation 1:

T
min ) (Pt @ + frys + by 51)

t=1

Si¢_1+x¢ = di + s pourt =1,...,T
0<ax; < My, pourt =1,...,T
Ty, 8¢ > 0 pourt =1,...,T

y: € {0,1} pourt =1,...,T

oupe M =dyr = Y r_, d, dans I’équation ¢.
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e Nouvelles variables:
w; + la fraction de la demande ¢ produite en pér. ¢ < ¢
y; = 1 si on produit en période ¢, 0 sinon.

e Formulation 2: (cas St = 0)

T T
min E Cit W;t + E Ity
t—1

it=1
T
E Wi, ¢
i=1

0 <w;: < Yt pourz,t=1,...,T
€ {0,1} pourt =1,...,T

1 pourt=1,...,T

Yt
oucit = (pi+hi+hiy1+...,ht_1) dy.

e Equivalence:

T
T; = Zdth’,t pouri =1,...,T
t=1

S; :Zwt—Zdt pouri =1,...,T
t=1 t=1

e Comparaison: la formulation 2 donne I’enveloppe convexe
des solutions entiéres (est ideale).



PROBLEME DE PRODUCTION PAR LOT:
Propriétés des solutions optimales extrémes:

(’L) St—1 Tt = 0
(ZZ) x>0 > wtzdtlpourth
(222) Si_1 >0 > 841 =dypourl >t

dl d2 d3 d4 dT

Programme Dynamique (WAGNER-WITHIN, 1959): O(T?)

C' represente le co(t minimum d’un plan de production cou-
vrant les demandes 1 a ¢.

Cc’®=0
C' = 1121]22&{0’“_1 + fe+poedies+hedis1 s+ ...+ he1d:}
pourt =1,...,T

La solution optimale est donnée par CT.



Probleme d’arbre de recouvrement de poids minimum

Applications:

e construire un réseau ferroviaire de colt minimum;

e installer un “pipeline” pour connecter des stations de forage et
raffineries;

e dessiner un réseau télécom élémentaire;
e établir les connections electriques sur un panneau.

Probleme: Etant donné un graphe avec des codts sur les arétes,
trouver un arbre de recouvrement de co(t total minimum.

Algorithme de Kruskal (GLOUTON)

e trier les arétes par ordre non-décroissant des codts:
Ce, L Cep, X ... < Ce,, -
e Considérer les arétes dans cet ordre et les ajouter a I’arbre en
construction si elles ne créent pas de cycle
e stopper quand tous les noeuds sont connectes.

Algorithme de Prim (GLOUTON)

e Initialiser I’arbre en choisissant un noeud.

e Ajouter, de maniere itérative, I’aréte de colt minimum inci-
dente a I’arbre courant.

e stopper quand tous les noeuds sont connectes.



ALGORITHME de Kruskal

pas0: T'= 0,k = 1,classer ce; < Ce, < ... < Ce,,
pas1: siT U {er} Fcycle, T =T U {e}.

pas 2: si |T'| = n — 1, STOP avec T* = T optimal.
pas 3: si k = m, STOP sans solution réalisable.

pas4. k = k + 1, retourner au Pas 1.

Exemple:
5 4
1 10 6
9 8

Preuve qu’on obtient un 7" optimal: Supposons par I’absurde

= TO — (fla.f2a°°°7fn—1) 75 T* — (glag2a°°°9gn—1)

tel que ¢(T°) < ¢(T™). Soit f; = g; pouri = 1,...,1 mais
Jiv1 7# g1 Alors, eg < ey, et g1 € T puisque ey, <
Cfp < --- < c5,,. Donc, T° U {gi1+1} > cycle avec cycle
C (gi+1s fir1y -+ -5 fno1). Soit fo # giy1 une arete du cycle,
I’enlever redonne un arbre dont le codt est < ¢(7°°). Itérer ainsi
redonne T™ tel que ¢(T™) < ¢(7'°). Contradiction.




Probleme de localisation des dépots

Choisir des sites pour localiser des installations (entrepo6ts, maga-
sins, boites postales, bouches d’incendie) et decider de I”affectation
des clients aux sites (clients desservis par chaque site).

Données:

N = {1,...n} ensemble de sites potentiels;
I = {1,...m} ensemble de clients;

Cj colt de I’ouverture d’une installation au site j;
d; colt pour servir le client 3 a partir de 3.
Variables:
1 Si on fait une installation au site 7;
r; = ]
! 0 sinon;

yi; = fraction de la demande du client 2
déservie a partir du site 3;
Formulation 1:

min ch a:j —|— Zdzj yij (1)
2]

JEN

Zyij

jJEN
D Vi

i
Yij

Lj

1 pourtoutz

m x; pourtout j

O pourtoutz, 3
{0,1} pour tout 5

m 1V A
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Formulation 2:

min E C; T4

JEN

Zyij

JEN

_|_

> dijyij (2)
Y]

1 pourtoutz

Yij x; pourtoutz, g
Yij

Lj

0 pourtoutz, 3
{0,1} pour tout j

m 1V INA

Comparaison des formulations 1 et 2:
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Heuristique glouton pour le probleme de
localisation de dépots

n m n
min » fiz; + ) Y dij i (3)
n
Zyii — 1 pour tout 2
j=1
Yij; < x; pourtouts, 3
yi; > 0 pourtoutz, g
x; € {0,1} pourtoutj
ou
1 Sion fait une installation au site j;
r; = .
! 0 sinon;

y;; = fraction de la demande ¢ servie par le site j

Glouton:

S = ensemble de dép6bts choisis.

c(S) = X jes fi + 2 minjesd; ;.

Initialement, S = 0.

Itérativement ajouter a S le 3 qui minimise I’augmentation du colt
tant que S non réalisable ou que le colt diminue.

S est realisable si | S| > 1.
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Problemes d’ordonnancement
Exemple: L’artisan gérant son carnet de commande

Sur le carnet de commande d’un artisan, figurent 5 taches dont
les durées exprimées en jours de travail sont données ci-dessous:

taches

ABCDE

durées
dates de livraison prévue

1 53 8 9
2 7 8 11 13

Sachant que I’artisan ne peut travailler qu’a la réalisation d’une
tache a la fois et qu’il doit terminer la tache en cours avant de
pouvoir commencer la suivante, comment doit-il programmer ces

taches si son but est

de finir au plus vite;

~ W e

de minimiser le temps d’attente de ses clients (en moyenne);
de commencer ces projets au plus vite (en moyenne);

de terminer les projets en moyenne le plus tot possible par

rapport a leur date de livraison

o1

de minimiser le retard maximum

6. de minimiser le nombre de projets en retard

7. de minimiser la perte d’intérét bancaire si le client paye a la
date = max { date de réception, date prévue pour la livraison}.
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EXEMPLE minimiser le temps de complétion: 1/ /> . C;

e Ressource rare = machine unique

e Activités = n jobs a réaliser sur cette machine.
Temps d’exécution: p; pouryj = 1,...,7n

e But =minimiser les temps d’attente temps de completion moyen =
~ __ 1
C = n 2?21 C;
du temps d’attente moyen
mesure < du nombre moyen de jobs dans le systéeme

du niveau de stock moyen

e Exemple numérique: 4 jobs:

joo |ABCD
duréep;|8 4 3 5

1. Séquence < A, B,C, D >

A8 B4 C3 D5 temps
| | | »
Ca Cb Cc Cd
2. Séquence< C,B, D, A >
C3 B4 D5 A8 temps
Cc Cb Cd Ca

e Séquence optimale: effectuer les taches dans I’ordre non
croissant des durées (Shortest Processing Time rule).
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Equivalence entre minimiser C, I, W, et L sur 1 machine

e temps de complétion total:

C=) C;=A
J

A
4
C3
3
C3 B4
2
C3 B4 D5
1
C3 B4 D5 A8 temps
| | | »
Cc Cb Cd Ca

e Stock (inventory) total:
I={npy+m—-1)pg+-:-+pm}=A4
e Temps d’attente total:

W=A-)> p,

J

e Avance/retard total sur les dates de livraison:
L=> Lj=) (Ci—dj) =(D_Cj)—(D_dj) = A=) d;
J J J J J

Minimisé par une séquence S PT (Shortest Processing Time)
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L’argument d’échange 2 a 2

Théoreme:

Dans un probléme a une seule machine, la somme
des temps de complétion (Zj Cj)
est minimisée par le sequencement SPT
(Weighted Shortest Processing Time):
Pu; S P S -0 S Py

Preuve: (par contradiction)
Considérons une séquence S qui ne satisfasse pas I’ordre S PT,
alors 3 2 taches adjacentes z et 5 telles que ¢ précede 5 bien que

Pi > Dj

\ | | J | | temps

|
t Ci Cj

Cette séquence ne peut étre optimale car la séquence S’ obtenue
en échangeant la position de ¢z et 5 donne un co(t plus petit:

\ J | | | | temps
f

|
Cj Ci

Z=) Ci+(t+p)+(t+pi+p))
k1,5
Z'= ) Cip+(t+p;)+ (t+pi+p;
k#i,j
Z—-Z=pi—p; >0
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Heuristiques glouton pour le probleme de voyageur de commerce

1. Nearest Neighbor: itérativement aller vers la ville nonencore
visitée qui est la plus proche:

2. Cheapest arc: choisir itérativement I’arc le moins cher qui ne
crée pas de cycle

3. Cheapest insertion: insertion la moins cher dans le sous-tour
construit:

k = argming jctour {Cik + ckj — Cij} -

(— 30 26 50 50\
— 24 40 40
24 26

O I N Sl
|
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HEURISTIQUE D’ECHANGE pour le TSP

e 2-0pt:
— N(x) = { tours qu’on peut obtenir en échangeant 2
arétes }.

— Quand on enleve 2 arétes d’un tour, il n’y a qu’une maniere
de reconstruire un tour.

— Complexité: (%) = O(n?) voisins et O(1) opérations
pour calculer ¢ x’

e 3-0pt:
— N(x) = { tours qu’on peut obtenir en echangeant 3
arétes }.

— Quand on enleve 3 arétes d’un tour, il y a plusieurs manieres
de reconstruire un tour.

— Complexité: () = O(n?) voisins

3
n

e k-opt: ...
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Inconvénient de la méthode de recherche locale
rester coincer dans un optimum local

f
%

min. global min local

e / X
- - \?—>




