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Introduction

On dispose d’une série de n mesures {(x;, yi),1 <i < n}
obtenue en observant une variable y en fonction d’une variable
X.
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Introduction

On dispose d’une série de n mesures {(x;, y;), 1 <i < n}
obtenue en observant une variable y en fonction d’une variable
x. On dispose aussi d’'un modele de relation entre x et y
suggéré par les données ou établi a partir de considérations
théoriques.

Ce modele dépend de parametres aq, ap, - - - , @p. Le probleme
consiste a déterminer des valeurs des paramétres

ai, ao, - ,dp a partir des données expérimentales telles que le
graphe de la fonction f(x, a1, @, - - - , @) approche “au mieux”
les points (x;, y;) correspondants aux données.
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Introduction

Exemple

Lorsqu’on étudie une enzyme, on dispose d’un ensemble de
mesures (s;, v;) pour i = 1..n et d’'un modéle théorique par
Vs
Ky +s ] . )
chercher les parameétres V), et Ky, qui représentent au mieux

les données expérimentales (s;, v;).

exemple v(s) = . A partir de ces mesures, on peut
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Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

e Critere des moindres carrés : cas linéaire
@ Cas de la droite
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

On suppose que la liaison entre y et x est une droite
Yy =ai + axXx.
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

On suppose que la liaison entre y et x est une droite
y = a; + aox. On cherche donc I'’équation de la droite qui
passe “au mieux” entre les points expérimentaux.
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

On suppose que la liaison entre y et x est une droite

y = a; + aox. On cherche donc I'’équation de la droite qui
passe “au mieux” entre les points expérimentaux. Un critére
pour approcher "au mieux" les points (x;, y;) est le critére des
moindres carrés.
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

On suppose que la liaison entre y et x est une droite

y = a; + aox. On cherche donc I'’équation de la droite qui
passe “au mieux” entre les points expérimentaux. Un critére
pour approcher "au mieux" les points (x;, y;) est le critére des
moindres carrés. Il consiste a minimiser la distance entre le
point expérimental (x;, ;) et le point (x;, y/") obtenu & partir de
X; et de I'équation y,-”’ = a4 + a»x;. On calcule 'écart entre
valeur expérimentale et valeur théorique y; — ,.”' au carré pour
chaque point i = 1..n.
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

On suppose que la liaison entre y et x est une droite

y = a; + aox. On cherche donc I'’équation de la droite qui
passe “au mieux” entre les points expérimentaux. Un critére
pour approcher "au mieux" les points (x;, y;) est le critére des
moindres carrés. Il consiste a minimiser la distance entre le
point expérimental (x;, ;) et le point (x;, y/") obtenu & partir de
X; et de I'équation y,-”’ = a4 + a»x;. On calcule 'écart entre
valeur expérimentale et valeur théorique y; — ,.”' au carré pour
chaque point i = 1..n.

Puis on fait varier (a1, a2) jusqu’a trouver (aj, a;) tels que
S=37",(yi— y}”’)2 soit le plus petit possible.
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

On cherche donc le minimum de la fonction

n

S(ay, a) = Z (vi — (a1 + axx;))?

i=1
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

On cherche donc le minimum de la fonction

n

S(ay, a) = Z (vi — (a1 + axx;))?

i=1

Pour cela on cherche les points critiques de cette fonction
c’est-a-dire les points ou les dérivées partielles par rapport a a;
avec i = 1,2 s’annulent simultanément:
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

On cherche donc le minimum de la fonction

n

S(ay, a) = Z (vi — (a1 + axx;))?

i=1

Pour cela on cherche les points critiques de cette fonction
c’est-a-dire les points ou les dérivées partielles par rapport a a;
avec i = 1,2 s’annulent simultanément: (aj, a;) verifient

0S 0S

6731(611’%) =0et 8732(31732) =0,
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

Les dérivées partielles de S sont

88

oa, (a1,a) = -2 E (a1 + axx;))
88
EEN (a1,a2) = -2 E X (i — (a1 + azx)) -
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

Les dérivées partielles de S sont

88

oa, (a1,@) = -2 E (a1 + axx;))
88
92 (a1,a2) = -2 E X (vi — (a1 + axxp)) .

donc le minimum de S est en (aj, a3) qui vérifient

Sy (vi—(ay+a3x)) =0
Sihixi(vi—(aj + a3x)) =0

C. Nazaret Curve fitting



Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

donc (aj, &) vérifient

na; +ay 3y g Xi =31 i
n n n
a5 Yy X+ a Yy XP = 2y XiYi
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

donc (aj, &) vérifient

na; +ay 3y g Xi =31 i
n n n
a5 Yy X+ a Yy XP = 2y XiYi

soit encore
. _ cov(x,y)
27 var(x)
aj=y—ax
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

donc (aj, &) vérifient

na; +ay 3y g Xi =31 i
n n n
a5 Yy X+ a Yy XP = 2y XiYi

soit encore
. cov(x,y)
27 var(x)
aj=y—ax

De plus S(ay, a») étant strictement convexe, ce point critique
(a7, a3) est bien un minimum pour S.
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

Reprenons le systéme

e+ a3 Sy xi = S i
n n n
ay > isq Xi+a iy Xi2 =D i1 XiYi
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire . .
Généralisation

Cas de la droite

Reprenons le systéme

e+ a3 Sy xi = S i
n n n
ay > isq Xi+a iy Xi2 =D i1 XiYi

et écrivons-le sous forme matricielle

n SO Xi aj _ Sl Yi
SaXx Y xF a Sorg XiYi
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

Remarquons que si 'on pose

T x 2
1 Xo Yo
X = Y =
1 Xn yn
n . n ]
alors 'XX = ¢ 2t X ) gptxy — [ 21V

S X Sy X >l XiYi
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Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

Notre systéme

n n
n doin1 Xi a; . Yo Vi
n n 2 - n
Doimt Xi Dz X a D it XiYi
s’écrit alors
a*
1564 1 =t Xy.
a
>
A a tyyy—1 t
Par conséquent 2 | = ("XX)~1IXY.
>
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Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

e Critere des moindres carrés : cas linéaire

@ Généralisation
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire P
Généralisation

Généralisation

Le critere des moindres carrés ne s’applique pas uniquement
au cas d’'une droite.
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire P
Généralisation

Généralisation

Le critere des moindres carrés ne s’applique pas uniquement
au cas d’'une droite. Maintenant on cherche un vecteur dep

p
parameétres (aj, a,--- ,ap) tels que y = > _ a’fi(x) ou les f;
=1
sont des fonctions données de x, seuls les parametres a; sont
a estimer a partir des données expérimentales.
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire P
Généralisation

Généralisation

Le critere des moindres carrés ne s’applique pas uniquement
au cas d’'une droite. Maintenant on cherche un vecteur dep

p
parameétres (aj, a,--- ,ap) tels que y = > _ a’fi(x) ou les f;
=1
sont des fonctions données de x, seuls les parametres a; sont
a estimer a partir des données expérimentales. Dans ce cas,
on parle de cas linéaire par rapport aux parametres et on
trouve une solution explicite.
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

@ cas linéaires :
y=ai+ aX,y =a;+ ax + asx?,
y = aj sin(x) + ax cos(2x), y = aj exp(x) + ag exp(2x)
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Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

@ cas linéaires :
y=ai+ aX,y =a;+ ax + asx?,
y = aj sin(x) + ax cos(2x), y = aj exp(x) + ag exp(2x)
@ cas non linéaires :

a a
y = aj exp(—anX), y 9 L

“1r a; exp(—aox) Y= a + X
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

Selon le critere des moindres carrés, on cherche
(a7, a3, -, a) qui minimisent

2

p
S(ar,a,--,ap) =Y _ | yi— Y afi(x)
j=1

i=1
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Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

Selon le critere des moindres carrés, on cherche
(a7, a3, -, a) qui minimisent

2

S(ar,a,--,ap) =Y _ | yi— Y afi(x)

Ce minimum est a rechercher parmi les points critiques de S
c’est-a-dire les points qui annulent les dérivées partielles
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Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

Selon le critere des moindres carrés, on cherche
(a7, a3, -, a) qui minimisent

2

S(ar,a,--,ap) =Y _ | yi— Y afi(x)

Ce minimum est a rechercher parmi les points critiques de S
c’est-a-dire les points qui annulent les dérivées partielles

68 * * *
Tak(ahaz,"‘ ,ap)ZO k:1, ,p.
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

0S n p
D, (@ a2 @) = =23 | Yi= D afx) | fk(a) k=1.---.p,
=1 j=1
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

Comme

0S n

a(a1)a2)"',ap):—22 Za/ X’ fk X’) k:1)"'7p7
=1

on obtient

n

n p
Syt =SS @t (k) k=1,---,p.
i=1 i=1 j=1

C. Nazaret Curve fitting



. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

En posant
filx1) B(x1) - f(x) Y1
fi(x2) f(xe) --- fo(Xe) Yo
X = y — :
An) ) - fox) o
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

En posant
filx1) B(x1) - f(x) Y1
fi(xe) f(x) - fo(x) ¥o
X — Y — 7
fi(xn) fo(Xn) - fo(Xn) Yn
sous forme matricielle, le systeme s’écrit
a
a
IxXx || .- | =t Xy.
ap

C. Nazaret Curve fitting



Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

On suppose que I'on dispose de n mesures (x;, y;). On cherche
un vecteur a* de paramétres a* = (a;, a,, a;) tels que la
parabole y = a; + a;x + a;x2 passe au mieux parmi les n
mesures (X;, yi)-
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Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

On suppose que I'on dispose de n mesures (x;, y;). On cherche
un vecteur a* de paramétres a* = (a;, a,, a;) tels que la
parabole y = a; + a;x + a;x2 passe au mieux parmi les n
mesures (X;, yi)-

On veut donc (aj, a, a3) tels que y = ZL a;fi(x) avec
fi(x) =1, fa(x) = x et f3(x) = x2.
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Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

On suppose que I'on dispose de n mesures (x;, y;). On cherche
un vecteur a* de paramétres a* = (a;, a,, a;) tels que la
parabole y = a; + a;x + a;x2 passe au mieux parmi les n
mesures (X;, yi)-

On veut donc (aj, a, a3) tels que y = ZL a;fi(x) avec
fi(x) = 1, fa(x) = x et f3(x) = x2. Ecrivons le probléme sous
forme matricielle
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

t n il X iy X
n n n

XX=| YTLix SiixF XX

n 2 n 3 n 4

Dot X§ i XD Doim X
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire y -

Généralisation

n 2
t n Y X Y X,
_ no . no,2 3
XX =| XX e X > Xj
n 2 no .3 4
it Xi o Dim X 21_1)‘
Sous forme matricielle, on a donc
X
a
XX | a | =tXv.
k
as
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Cas de la droite
Généralisation

Critere des moindres carrés : cas linéaire

Exemple
y = ajexp(x) + azexp (2x) + az exp (3x)

Yoriexp(2x) YLiexp(3x) YL exp(4x)
XX = Yoriexp(3x) YLiexp(4x) DI exp(5x)
Sirexp(4x) XoLiexp(5x) 3oL exp(6x))
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire P
Généralisation

Exemple
On dispose du tableau de mesures (x;, y;) suivant :

x| 051,16 2 (25| 3 |35 4 | 456 | 5
yi|23|0|-15|-06|1.7|31|1.7|-1.6| 42| -4

Un modéle de relation entre x et y suggéré est
y = ay sin(x) + ax cos(2x). On veut déterminer (a;, a5) qui
minimisent le critere des moindres carrés.
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Cas de la droite

Critere des moindres carrés : cas linéaire P
Généralisation

Exemple
On dispose du tableau de mesures (x;, y;) suivant :

x| 051,16 2 (25| 3 |35 4 | 456 | 5
yi|23|0|-15|-06|1.7|31|1.7|-1.6| 42| -4

Un modéle de relation entre x et y suggéré est
y = ay sin(x) + ax cos(2x). On veut déterminer (a;, a5) qui
minimisent le critere des moindres carrés.

sin(xy) cos(2xy) Y1

sin(xz) cos(2xz) Y2
Posons X = Y =

sin(x,) cos(2xp) Yn
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

Detxx | & | =t xv,
2



. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

=! XY, on obtient
S, sin?(x;) S, sin(x;) cos(2x;) a
S, sin(x;) cos(2x;) ST, cos?(2x;) as

| =hysinxy
STy cos(2x)yi
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. . . L Cas de la droite
Critere des moindres carrés : cas linéaire

Généralisation

=t XY, on obtient

( S, sin?(x;) S, sin(x;) cos(2x;) ) ( a )

S sin(x)cos(2x) ST, cos?(2x)) as

| =hysinxy
STy cos(2x)yi

d’ou le résultat (& 10~2 prés)
a \ (15
a | \ 3 )
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introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

e Critere des moindres carrés : cas non linéaire
@ introduction
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introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Supposons que la relation liant x et y soit
y: f(Xaa1aa27"' aap)'
Le critnére des moindres carrés est alors:

S: Z(yl_ f(Xi’a1aaZ7"' 7ap))2-
i=1
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introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Supposons que la relation liant x et y soit
y: f(Xaa1aa27"' aap)'
Le critnére des moindres carrés est alors:

S= Z (vi — f(xi, a1, a2, ,ap))z. Le minimum doit vérifié
i=1

(31,327"'33,0):0 k:1,7p

oag
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introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Supposons que la relation liant x et y soit
y: f(Xaa1aa27"' aap)'
Le critnére des moindres carrés est alors:

S=> (yi—f(x,a1, @, ,a))° Le minimum doit vérifié
i—1

——(ay,az, -+ ,8) =0 k=1,---,p. Orles dérivées

oag

partielles sont

of

8ak Z X,,,a1,32, 7a,0) aak ) , P,

ce qui conduit a un systéme d’équations non linéaires dont en
général on ne connait pas de solution exacte.
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton

s ; . s Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire
Le point de vue du statisticien

La résolution dans le cas ou le probléme est non linéaire est
donc plus complexe.




introduction
Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton

. ; . s Autres méthodes itératives
Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

La résolution dans le cas ou le probléme est non linéaire est
donc plus complexe. Par le passé, ne disposant pas de
calculateur (calculatrice ou méme ordinateur) diverses
méthodes ont été développées:
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introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

La résolution dans le cas ou le probléme est non linéaire est
donc plus complexe. Par le passé, ne disposant pas de
calculateur (calculatrice ou méme ordinateur) diverses
méthodes ont été développées: en effet certains problemes
non linéaires peuvent étre transformés en un probleme linéaire
par un changement de variables. Cela permet de se ramener a
des problemes déja traités.

Nazaret Curve fitting



introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

La résolution dans le cas ou le probléme est non linéaire est
donc plus complexe. Par le passé, ne disposant pas de
calculateur (calculatrice ou méme ordinateur) diverses
méthodes ont été développées: en effet certains problemes
non linéaires peuvent étre transformés en un probleme linéaire
par un changement de variables. Cela permet de se ramener a
des problemes déja traités. Comme ces méthodes demeurent
assez utilisées, nous les présentons ici.
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introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

La résolution dans le cas ou le probléme est non linéaire est
donc plus complexe. Par le passé, ne disposant pas de
calculateur (calculatrice ou méme ordinateur) diverses
méthodes ont été développées: en effet certains problemes
non linéaires peuvent étre transformés en un probleme linéaire
par un changement de variables. Cela permet de se ramener a
des problemes déja traités. Comme ces méthodes demeurent
assez utilisées, nous les présentons ici. Néanmoins elles se
justifient moins et il faut bien comprendre qu’alors on minimise
autre chose que les écarts entre les points expérimentaux et
ceux du modéle théorique.
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Modele exponentiel
Supposons que la relation théorique entre y et x soit

y = ajexp(ax) (2).

Posons f(x, a1, ax) = ay exp (ax).
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Modele exponentiel
Supposons que la relation théorique entre y et x soit

y = ajexp(ax) (2).

Posons f(x, a1, a2) = a exp (a2x). On a
of
E — eXp (azX)
et

a—f—xaex (azx)
da; 1 €Xp (az
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Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Modele exponentiel
Supposons que la relation théorique entre y et x soit

y = ajexp(ax) (2).

Posons f(x, a1, a2) = a exp (a2x). On a
of
E — eXp (azX)
et

a—f—xaex (azx)
da; 1 €Xp (az

Définissons

S(ar @) = Y (vi — & exp (@)’

aret Curve fitting
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Linéarisation de problemes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton

. ; . s Autres méthodes itératives
Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

On cherche les points critiques de S(x, ay, a») :

08 2

e = —2) (i — ar exp (@zx;)) exp (azx))

88 1771

6731 =-2 Z (vi — a1 exp (a2x;)) xia1 exp (azx;)
i—1

systéme non linéaire dont on ne connait pas de solution exacte.
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire
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On cherche les points critiques de S(x, ay, a») :

oS L

. —2) (i — ar exp (@zx;)) exp (azx))

88 1771

Bay —2) (i — ar exp (@2x;)) X;ar exp (azx))
i

systéme non linéaire dont on ne connait pas de solution exacte.
Cependant ce probleme peut étre transformé en un probleme
linéaire par un changement de variable.
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On cherche les points critiques de S(x, ay, a») :

oS L

. —2) (i — ar exp (@zx;)) exp (azx))

88 1771

Bay —2) (i — ar exp (@2x;)) X;ar exp (azx))
i

systéme non linéaire dont on ne connait pas de solution exacte.
Cependant ce probleme peut étre transformé en un probleme
linéaire par un changement de variable. Posons z = In(y), en
prenant le logarithme de la relation (2), on obtient :

z=In(ay) + axx

qui est une relation linéaire.
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Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Exemple
L'évolution de la concentration d’oxygene dissous dans un
fermenteur peut étre modélisée par

dct )
— 2 = Ki(Cp, - CB)

Mais il est préférable de travailler sans effectuer cette
transformation...
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Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Exemple
L'évolution de la concentration d’oxygene dissous dans un
fermenteur peut étre modélisée par

dcg’
5 = Ka(C5, ~ C8)
Pour déterminer le paramétre K,, on peut effectuer le

changement de variable z = In(Cg,, — Cg’Z).

Mais il est préférable de travailler sans effectuer cette
transformation...
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Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Exemple (Modéle de Mickaélis-Menten-Henri: détermination
des constantes V), et Ky, d’une enzyme E)

La réaction modélisée est S + E — P. On note v la vitesse
d’apparition du produit P en fonction de la concentration initiale
de substrat notée S. On a

Vs

"= K +s

Trois linéarisations sont utilisées:

; 5 ) 1 1
@ Lineweaver et Burck (la plus fréquente): X = g et Y =
Q Headie-Hofstee: X =vetY =%

© Hanes-Woolf: X =setY =2
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Le probleme de ces méthodes de changement de variables
dans les systémes non linéaires est que I'on ne minimise plus

n
la quantité S = Z (vi — f(x;, a1, a, - , ap))* mais une

i=1
quantité “transformée”.
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien
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Le probleme de ces méthodes de changement de variables
dans les systémes non linéaires est que I'on ne minimise plus

n
la quantité S = Z (vi — f(x;, a1, a, - , ap))* mais une

i=1
quantité “transformée”. Aussi ces méthodes qui ont été assez
utilisées par le passé (lorsque I'on ne disposait pas d’autres
outils) se justifient moins de nos jours.
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Le probleme de ces méthodes de changement de variables
dans les systémes non linéaires est que I'on ne minimise plus

n
la quantité S = Z (vi — f(x;, a1, a, - , ap))* mais une

quantité “transfo’rrr11ée”. Aussi ces méthodes qui ont été assez
utilisées par le passé (lorsque I'on ne disposait pas d’autres
outils) se justifient moins de nos jours. En effet grace a la
puissance des calculateurs et la mise au point de nombreuses
méthodes de minimisation, on peut obtenir avec des logiciels
de meilleurs résultats.
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e Critere des moindres carrés : cas non linéaire

@ Premiere méthode itérative: méthode de Newton
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiere méthode itérative: méthode de Newton

s ; . s Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire
Le point de vue du statisticien

Puisque I'on ne sait pas calculer la solution a* de maniére
explicite, I'idée est de construire une suite qui tend vers a*.
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Puisque I'on ne sait pas calculer la solution a* de maniére
explicite, I'idée est de construire une suite qui tend vers a*. Ce
type de méthodes s’appelle méthodes itératives.
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Puisque I'on ne sait pas calculer la solution a* de maniére
explicite, I'idée est de construire une suite qui tend vers a*. Ce
type de méthodes s’appelle méthodes itératives.
Commencons par la dimension 1 ie on ne cherche qu’un
parametre a* € R.
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Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Puisque I'on ne sait pas calculer la solution a* de maniére
explicite, I'idée est de construire une suite qui tend vers a*. Ce
type de méthodes s’appelle méthodes itératives.
Commencons par la dimension 1 ie on ne cherche qu’un
parametre a* € R.

On cherche a* € R tel que S'(a*) = 0 (points critiques de S
fonction de R — R).
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Puisque I'on ne sait pas calculer la solution a* de maniére
explicite, I'idée est de construire une suite qui tend vers a*. Ce
type de méthodes s’appelle méthodes itératives.

Commencons par la dimension 1 ie on ne cherche qu’un
parametre a* € R.

On cherche a* € R tel que S'(a*) = 0 (points critiques de S
fonction de R — R). Posons f = S’. On cherche donc les zéros
de f (une fonction assez reguliere dont on suppose qu’elle
s’annule...).
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Puisque I'on ne sait pas calculer la solution a* de maniére
explicite, I'idée est de construire une suite qui tend vers a*. Ce
type de méthodes s’appelle méthodes itératives.
Commencons par la dimension 1 ie on ne cherche qu’un
parametre a* € R.

On cherche a* € R tel que S'(a*) = 0 (points critiques de S
fonction de R — R). Posons f = S’. On cherche donc les zéros
de f (une fonction assez reguliere dont on suppose qu’elle
s’annule...). Résoudre f(a*) = 0 n’est en général pas possible
par un calcul explicite, mais il existe plusieurs méthodes pour
approcher cette valeur.
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Newton en dimension 1

Pour chercher a* € R tel que f(a*) = 0, on va construire une
suite ag, ay, a,- -, a, - - - tendant vers a*.
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Newton en dimension 1

Pour chercher a* € R tel que f(a*) = 0, on va construire une
suite ag, ay, ao, - - - , ax, - - - tendant vers a*. On suppose que
I'on connait &° proche de a*. On pose gy = &°.
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Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Newton en dimension 1

Pour chercher a* € R tel que f(a*) = 0, on va construire une
suite ag, ay, ao, - - - , ax, - - - tendant vers a*. On suppose que
I'on connait &° proche de a*. On pose ay = a°. Puis on écrit la
formule de Taylor a I'ordre 1 de f au voisinage de ag :

f(a) = f(ao) + (a — a)f'(a0) + (a — a)e(a — a).
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Newton en dimension 1

Pour chercher a* € R tel que f(a*) = 0, on va construire une
suite ag, ay, ao, - - - , ax, - - - tendant vers a*. On suppose que
I'on connait &° proche de a*. On pose ay = a°. Puis on écrit la
formule de Taylor a I'ordre 1 de f au voisinage de ag :

f(a) = f(ao) + (a — a)f'(a0) + (a — a)e(a — a).

on en déduit I'équation de la tangente en ag a la courbe
représentative de f,

y = f(ao) + (a— ap)f'(ao).
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Newton en dimension 1

Pour chercher a* € R tel que f(a*) = 0, on va construire une
suite ag, ay, ao, - - - , ax, - - - tendant vers a*. On suppose que
I'on connait &° proche de a*. On pose ay = a°. Puis on écrit la
formule de Taylor a I'ordre 1 de f au voisinage de ag :

f(a) = f(ao) + (a — a)f'(a0) + (a — a)e(a — a).

on en déduit I'équation de la tangente en ag a la courbe
représentative de f,

y = f(ao) + (a— ap)f'(ao).

Lidée est d’approcher f par sa tangente.
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Léquation de la tangente en ag est y = f(ap) + (a— ap)f'(ao)-
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Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Léquation de la tangente en ag est y = f(ap) + (a— ap)f'(ao)-
On détermine alors le point d’intersection (ay,0) de la tangente
avec 'axe des abscisses : f(ap) + (a1 — ap)f'(ap) = 0 soit
f(ao)

f'(a0)

a4 = dap —
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s ; . s Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire
Le point de vue du statisticien

Puis on réitére le processus en approchant f en a; par sa
tangente et ainsi de suite. On construit ainsi

f(ax)
f'(ak)

k1 = 8k —
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s ; . s Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire
Le point de vue du statisticien

Puis on réitére le processus en approchant f en a; par sa
tangente et ainsi de suite. On construit ainsi

f(ak
k41 = @k — f’((ak))'
ce qui est équivalent a
S'(ax)
Ak41 = dk — W
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Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Puis on réitére le processus en approchant f en a; par sa
tangente et ainsi de suite. On construit ainsi

f(a
k41 = @k — f’((ai))'

ce qui est équivalent a

S'(ax)
Ak41 = dk — W

Pour que cela soit satisfaisant, il faut bien sir que
lim (axs1 —ax) =0et lim f(ax) =0, c’est-a-dire que la
K—+o00 k—+o00

suite (ax)ken converge vers a*.
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Autres méthodes itératives
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Le point de vue du statisticien

Newton cas multidimensionel

Le principe dans le cas multidimensionnel est le méme. Mais
on cherche un vecteur 6* composé de p parametres

(05, ,05).
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Le point de vue du statisticien

Newton cas multidimensionel

Le principe dans le cas multidimensionnel est le méme. Mais
on cherche un vecteur 6* composé de p parametres
(67,---,0p5). Dans ce qui suit, nous allons donc construire une
suite d’éléments de RP.
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiere méthode itérative: méthode de Newton
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Le point de vue du statisticien

Newton cas multidimensionel

Le principe dans le cas multidimensionnel est le méme. Mais
on cherche un vecteur 6* composé de p parametres
(67,---,0p5). Dans ce qui suit, nous allons donc construire une
suite d’éléments de RP. |l ne faut pas confondre les indices de
la suite et les indices de composantes, 0, représente un
vecteur de p composantes 0k = (01, Okz, -, Okp)
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Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Newton cas multidimensionel

Le principe dans le cas multidimensionnel est le méme. Mais
on cherche un vecteur 6* composé de p parametres
(67,---,0p5). Dans ce qui suit, nous allons donc construire une
suite d’éléments de RP. |l ne faut pas confondre les indices de
la suite et les indices de composantes, 0, représente un
vecteur de p composantes 0k = (01, Okz, ---, Okp) Mais ce sera
aussi un élément d’'une suite 6y, 01, ... chaque élément étant un
vecteur de RP.
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Premiere méthode itérative: méthode de Newton

s ; . s Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire : , . :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire
Le point de vue du statisticien

On cherche les points critiques de S fonction de RP — R ie
0* € RP tel que S'(9*) = 0.
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Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On cherche les points critiques de S fonction de RP — R ie
0* € RP tel que S'(6*) = 0. On écrit la formule de Taylor a
l'ordre 1 de VS au voisinage de 6 :

VS(0) = VS(6p) + Hs(00)(0 — o) + (0 — 0p)e(0 — bp).
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On cherche les points critiques de S fonction de RP — R ie
0* € RP tel que S'(6*) = 0. On écrit la formule de Taylor a
l'ordre 1 de VS au voisinage de 6 :

VS(0) = VS(6p) + Hs(00)(0 — o) + (0 — 0p)e(0 — bp).

Par conséquent, a partir d’'un point 6y, on construit 6, vérifiant
VS(61)=0
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Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On cherche les points critiques de S fonction de RP — R ie
0* € RP tel que S'(6*) = 0. On écrit la formule de Taylor a
l'ordre 1 de VS au voisinage de 6 :

VS(0) = VS(6p) + Hs(00)(0 — o) + (0 — 0p)e(0 — bp).

Par conséquent, a partir d’'un point 6y, on construit 6, vérifiant
VS(61) =0dou 0=VS(0y) + Hs(bp)(01 — o)
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Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On cherche les points critiques de S fonction de RP — R ie
0* € RP tel que S'(6*) = 0. On écrit la formule de Taylor a
l'ordre 1 de VS au voisinage de 6 :

VS(0) = VS(6p) + Hs(00)(0 — o) + (0 — 0p)e(0 — bp).

Par conséquent, a partir d’'un point 6y, on construit 6, vérifiant
VS(61) =0dou 0=VS(0y) + Hs(bp)(01 — o)

61 = 6o — Hs ™" (60)V S(bo)-
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Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On cherche les points critiques de S fonction de RP — R ie
0* € RP tel que S'(6*) = 0. On écrit la formule de Taylor a
l'ordre 1 de VS au voisinage de 6 :

VS(0) = VS(6p) + Hs(00)(0 — o) + (0 — 0p)e(0 — bp).

Par conséquent, a partir d’'un point 6y, on construit 6, vérifiant
VS(61) =0dou 0=VS(0y) + Hs(bp)(01 — o)

61 = 6o — Hs ™" (60)V S(bo)-
et ainsi on construit une suite a partir de la formule
Okt = Ok — Hs™ 1 (05)V S(0k).

qui converge vers un minimum de S
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiere méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Remarque

Dans la pratique le calcul a chaque étape de l'inverse de la
hessienne de S est coliteux. De plus cette méthode peut
diverger. Aussi, on utilise plutét des méthodes de
quasi-Newton, de gradient ou de Levenberg-Marquardt.

C. Nazaret Curve fitting



introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire § , ) :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

e Critere des moindres carrés : cas non linéaire

@ Autres méthodes itératives
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Définition
Soit f : RP — R. On dit qu’un vecteur d € RP est une direction
de descente pour f au point 6 € RP sj

Vs >0 3Ja €]0; 8] f(0+ ad) < f(0).
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Soit f : RP — R. On dit qu’un vecteur d € RP est une direction
de descente pour f au point 6 € RP sj

Vs >0 3Ja €]0; 8] f(0+ ad) < f(0).

Théoréme

Soit f : RP — R. Supposons f dérivable au point 6. Soit d € RP.
SiVi{(0).d < 0 alors d est une direction de descente pour f en
6.
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton

s ; . P Autres méthodes itératives

Critere des moindres carrés : cas non linéaire § , ) . . .
Autre méthode: algorithme évolutionnaire
Le point de vue du statisticien

Remarque
@ Si6* est un minimum local alors il n’existe aucune
direction de descente pour f en 0*.
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Premiére méthode itérative: méthode de Newton
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Remarque

@ Si0* est un minimum local alors il n’existe aucune
direction de descente pour f en 0*.

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

@ Réciproquemment s’il n’existe aucune direction de
descente pour f en 6* alors 6* est un point critique. Si de
plus H:(0*) # 0 (point critique non dégénéré) alors 0* est
un minimum Sstrict.
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Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Remarque

@ Si0* est un minimum local alors il n’existe aucune
direction de descente pour f en 0*.

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

@ Réciproquemment s’il n’existe aucune direction de
descente pour f en 6* alors 6* est un point critique. Si de
plus H:(0*) # 0 (point critique non dégénéré) alors 0* est
un minimum strict.

@ En un point critique dégénére, il peut n’y avoir aucune
direction de descente sans pour autant que ce point soit
un minimum local (ex f(x, y) = 2x* — 3x2y + y? n’admet
aucune direction de descente en (0, 0) bien que ce ne soit
pas un minimum local).
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s ; . s Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire § , ) :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire
Le point de vue du statisticien

On appelle méthode de descente une méthode générant une
suite (6x)

Ok11 = Ok + ok
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On appelle méthode de descente une méthode générant une
suite (6x)

Ok11 = Ok + o, dy
ou di est une direction de descente c’est-a-dire vérifiant
VS(@k).dk <0
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Premiére méthode itérative: méthode de Newton
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On appelle méthode de descente une méthode générant une
suite (6x)

Ok11 = Ok + o, dy
ou di est une direction de descente c’est-a-dire vérifiant
VS(6k).dk < 0 et ou ai est un réel appelé pas de descente.
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On appelle méthode de descente une méthode générant une
suite (6x)

Ok11 = Ok + ok
ou di est une direction de descente c’est-a-dire vérifiant
VS(6k).dk < 0 et ou ai est un réel appelé pas de descente.
Les algorithmes des méthodes de descente se généralisent
donc de la maniere suivante
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On appelle méthode de descente une méthode générant une
suite (6x)
Ok11 = Ok + ok

ou di est une direction de descente c’est-a-dire vérifiant
VS(6k).dk < 0 et ou ai est un réel appelé pas de descente.
Les algorithmes des méthodes de descente se généralisent
donc de la maniere suivante

@ initialisation: choix de 6y
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On appelle méthode de descente une méthode générant une
suite (6x)
Ok11 = Ok + o, dy
ou di est une direction de descente c’est-a-dire vérifiant
VS(6k).dk < 0 et ou ai est un réel appelé pas de descente.
Les algorithmes des méthodes de descente se généralisent
donc de la maniere suivante
@ initialisation: choix de 6y
@ étape k
détermination d’une direction de descente dx € RP
choix d’'un pas de descente o, € R
Ok11 = Ok + akdk

C. Nazaret Curve fitting
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

On appelle méthode de descente une méthode générant une
suite (6x)
Ok11 = Ok + o, dy
ou di est une direction de descente c’est-a-dire vérifiant
VS(6k).dk < 0 et ou ai est un réel appelé pas de descente.
Les algorithmes des méthodes de descente se généralisent
donc de la maniere suivante
@ initialisation: choix de 6y
@ étape k
détermination d’une direction de descente dx € RP
choix d’'un pas de descente o, € R
Ok11 = Ok + akdk
@ Test d’arrét : k<-k+1 (et retrouner a I'étape k) ou fin
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton

s ; . s Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire § , ) :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire
Le point de vue du statisticien

Il existe deux grandes familles de stratégies de la direction de
descente dj au point 6:

e stratégie de Newton dyx = —Hs ™' (0x)V S(6)
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Il existe deux grandes familles de stratégies de la direction de
descente di au point 6:

e stratégie de Newton dyx = —Hs ™' (0x)V S(6)

@ stratégie de Gradient dx = —V S(0x)

Nazaret Curve fitting



introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Il existe deux grandes familles de stratégies de la direction de
descente dj au point 6:

e stratégie de Newton dyx = —Hs ™' (0x)V S(6)
@ stratégie de Gradient dx = —V S(0x)

C’est une méthode dérivée du Gradient (Gradient Réduit
Généralisé) qu’on retrouvera implémenter dans le solveur
d’excel.
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Méthode de Gradient

Les méthodes dites de gradient consistent a déterminer dy en
fonction de VS(6k)
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Méthode de Gradient

Les méthodes dites de gradient consistent a déterminer dy en
fonction de VS(6k) souvent dx = —V S(0y) direction opposée
au gradient (la plus forte pente).
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Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Méthode de Gradient

Les méthodes dites de gradient consistent a déterminer dy en
fonction de VS(6k) souvent dx = —V S(0y) direction opposée
au gradient (la plus forte pente). Il s’agit bien d’une direction de
descente en effet

VS(6r).dk = VS(6i).(~V S(6K)) = ~[VS(@)I[? < 0.
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Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Méthode de Gradient

Les méthodes dites de gradient consistent a déterminer dy en
fonction de VS(6k) souvent dx = —V S(0y) direction opposée
au gradient (la plus forte pente). Il s’agit bien d’une direction de
descente en effet

VS(0k).dk = VS(0k).(—=VS(k)) = —||VS(6k)||? < 0. Pour le
pas de descente «ay, il existe diverses stratégies:

@ soit fixe ax =constante
s e 1
@ soit prédéfini a, = K
@ soit calculé en cherchant le minimum d’une fonction d’'une

variable, le réel ay vérifiant
8(0;( + akdy = minaeRS(Gk + adk)

C. Nazaret Curve fitting



Critére des moindres carrés : cas non linéaire

introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien




Critére des moindres carrés : cas non linéaire

introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien




introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Exemple
On dispose du tableau de mesures (x;, y;) suivant :

X; 1 2 5 10 | 15| 30
yi| 095| 1.5| 1.55| 1.75| 1.9 | 1.95

VMX
KM + X ’
On veut déterminer (K, Vy;) qui minimisent le critere des
moindres carreés.

Un modéle de relation entre x et y suggéré esty =
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Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

avec excel...
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire § , ) :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Méthode de Levenberg-Marquardt

Levenberg et Marquardt ont proposé une méthode pour passer
du schéma avec inversion de la hessienne a celui des plus
fortes pentes. Ce dernier est utilisé loin du minimum puis il est
remplacé par le schéma d’inversion de la hessienne a mesure
qu’on s’approche du minimum.
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Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire § , ) :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Méthode de Levenberg-Marquardt

Levenberg et Marquardt ont proposé une méthode pour passer
du schéma avec inversion de la hessienne a celui des plus
fortes pentes. Ce dernier est utilisé loin du minimum puis il est
remplacé par le schéma d’inversion de la hessienne a mesure
qu’on s’approche du minimum. Il existe aussi d’autres
méthodes dérivant de Newton et du Gradient: quasi-newton,
Gauss-Newton, gradient conjugué,...
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Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Critére des moindres carrés : cas non linéaire § , ) :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Comparaison des différentes méthodes

Les méthodes de Gradient sont des méthodes robustes: tant
que lalgorithme n’a pas trouvé un point critique, la valeur du
critére décroit strictement a chaque itération mais elles sont
lentes. De plus I'algorithme peut rencontrer un certain nombre
de problémes de convergence si le minimum est "au fond d’une
vallée étroite": la suite peut osciller de part et d’autre de la
vallée et progresse laborieusement (beaucoup d’itérations et
pas de descente long a déterminer a chaque étape).
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Critére des moindres carrés : cas non linéaire § , ) :
Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Comparaison des différentes méthodes

Les méthodes de Newton peuvent diverger. En effet

dx = —Hs™(0x)V S(Hx) est une direction de descente dés que
la hessienne Hs(0y) est définie positive ce qui est toujours
vérifiée si 6y est suffisamment proche d’'un minimum local (non
dégénéré) de f. Lorsqu’ils convergent ces algorithmes de type
Newton sont plus rapides que les algorithmes de Gradient mais
plus couteux (calcul de l'inverse de la hessienne) mais moins
robustes (divergence possible). Loin du minimum dj n’est plus
nécessairement une direction de descente.

C. Nazaret Curve fitting



introduction

Linéarisation de problémes non linéaires
Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Le point de vue du statisticien

e Critere des moindres carrés : cas non linéaire

@ Autre méthode: algorithme évolutionnaire
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Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Les phénomenes physiques ou biologiques ont été a la source
de nombreux algorithmes s’en inspirant plus ou moins
librement. Ainsi les réseaux de neurones artificiels s’inspirent
du fonctionnement du cerveau humain, I'algorithme de recuit
simulé de la thermodynamique, et les algorithmes
évolutionnaires (AEs) (dont les plus connus sont les
algorithmes génétiques) de I'évolution darwinienne des
populations biologiques.
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Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Soit a optimiser une fonction S a valeurs réelles définie sur un
espace W. Le paralléle avec I'évolution naturelle a entrainé
I'apparition d’un vocabulaire spécifique :
@ La fonction objectif S est appelée fonction performance, ou
fonction d’adaptation (fitness en anglais)
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Soit a optimiser une fonction S a valeurs réelles définie sur un
espace W. Le paralléle avec I'évolution naturelle a entrainé
I'apparition d’un vocabulaire spécifique :
@ La fonction objectif S est appelée fonction performance, ou
fonction d’adaptation (fitness en anglais)
@ Les points de I'espace de recherche W sont appelés des
individus
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Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Soit a optimiser une fonction S a valeurs réelles définie sur un
espace W. Le paralléle avec I'évolution naturelle a entrainé
I'apparition d’'un vocabulaire spécifique :
@ La fonction objectif S est appelée fonction performance, ou
fonction d’adaptation (fithess en anglais)
@ Les points de I'espace de recherche W sont appelés des
individus
@ Les P-uplets d’individus sont appelés des populations
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Premiére méthode itérative: méthode de Newton
Autres méthodes itératives

Autre méthode: algorithme évolutionnaire

Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Soit a optimiser une fonction S a valeurs réelles définie sur un
espace W. Le paralléle avec I'évolution naturelle a entrainé
I'apparition d’un vocabulaire spécifique :

@ La fonction objectif S est appelée fonction performance, ou
fonction d’adaptation (fithess en anglais)

@ Les points de I'espace de recherche W sont appelés des
individus
@ Les P-uplets d’individus sont appelés des populations

@ On parlera d’une génération pour la boucle principale de
l'algorithme
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Le point de vue du statisticien

Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Lalgorithme: La pression de I'environement est simulée a l'aide
de la fonction S, et le principe darwinien, "Les plus adaptés
survivent et se reproduisent”, est implanté de la maniéere
suivante :

@ Initialisation de la population Py (tirage aléatoire)
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@ Evaluation des individus de Py (i.e. calcul de S) ;
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@ Initialisation de la population Py (tirage aléatoire)

@ Evaluation des individus de Py (i.e. calcul de S) ;
@ Construction de la population P; a partir de P;_; :
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Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Lalgorithme: La pression de I'environement est simulée a l'aide
de la fonction S, et le principe darwinien, "Les plus adaptés
survivent et se reproduisent”, est implanté de la maniéere
suivante :

@ Initialisation de la population Py (tirage aléatoire)
@ Evaluation des individus de Py (i.e. calcul de S) ;
@ Construction de la population P; a partir de P;_; :
e Sélection des individus les plus performants (au sens de S)
de Pi_y;
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Critére des moindres carrés : cas non linéaire

Lalgorithme: La pression de I'environement est simulée a l'aide
de la fonction S, et le principe darwinien, "Les plus adaptés
survivent et se reproduisent”, est implanté de la maniéere
suivante :
@ Initialisation de la population Py (tirage aléatoire)
@ Evaluation des individus de Py (i.e. calcul de S) ;
@ Construction de la population P; a partir de P;_; :
e Sélection des individus les plus performants (au sens de S)
de Pi_y;
o Génération de nouveaux individus, les enfants (croisement

et/ou mutation)
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de la fonction S, et le principe darwinien, "Les plus adaptés
survivent et se reproduisent”, est implanté de la maniéere
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@ Initialisation de la population Py (tirage aléatoire)
@ Evaluation des individus de Py (i.e. calcul de S) ;
@ Construction de la population P; a partir de P;_; :
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de Pi_1 ;
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e Remplacement des parents au moyen d’'une sélection
parmi les enfants
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Si le modéle est jugé pertinent, I'objectif du statisticien sera de
préciser la qualité de ces valeurs.
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