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Introduction

On peut définir des fonctions d’'un sous-ensemble D C R" dans
R. A chaque point x = (xq, ..., Xp) de D, on associe au plus un
point de R. Ces fonctions s’appellent fonctions réelles.
C’est par exemple le cas lorsque I'on construit une carte des
pressions, des altitudes, ou des températures sur un domaine a
deux ou trois dimensions.
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Introduction

On peut aussi définir les applications de R" dans RP, il suffit de
se donner p fonctions réelles f, . .., f, de n variables réelles

(X1, 4 Xn).
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Domaine de définition, représentation graphique

Comme dans R, I'ensemble des points qui ont une image par la
fonction f s’appelle le domaine de définition de la fonction Dy.

1

Dy = RS\{(oa 0, O)}

W=
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Domaine de définition, représentation graphique

Nous pouvons représenter les fonctions de 2 variables en
donnant la représentation graphique du graphe :

Graph(f) = {(x,y,2z) e DxR f(x,y) =z}

Ceci nous donne un graphique dans R3
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Domaine de définition, représentation graphique

f(x,y)— > X2 x exp(—(x® + y?)) + ¥2/100 + x3/1000;
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Normes

On considérera dans ce paragraphe :
E=R"={(xy,...,Xxn), Vie {1,...n} x; € R}.
Définition

On appelle norme euclidienne (ou norme 2) du vecteur
X =(xq,...,Xn) deR" 'application définie par

—
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Normes

On considérera dans ce paragraphe :
E=R"={(xy,...,Xxn), Vie {1,...n} x; € R}.
Définition

On appelle norme euclidienne (ou norme 2) du vecteur
X =(xq,...,Xn) deR" 'application définie par

La distance entre deux éléments de x € R" et y € R" est égale |=
allx -yl

C. Nazaret Fonctions




Normes

On appelle norme sur E toute application de E dans R,
X — ||x|| qui vérifie les trois propriétés suivantes :

o
|| =0=x=0
o
VAER [Iax] = |A[llx|
o
I+ yll < lixI| + 1y =
™
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Normes

Les trois normes les plus usitées sur R"” sont les suivantes :

o
n
Xl =" 1xi]
=
o
o
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Normes

Les trois normes les plus usitées sur R"” sont les suivantes :

o
n
Xl =" 1xi]
=
o
o
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Normes

Définition
On dit que deux normes N; et N> sont équivalentes s'il existe
deux constantes c et ¢’ supérieures a 0 telles que

Vx € R"  cNj(x) < No(x) < ¢'Ny(x).
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Normes

On dit que deux normes N; et N> sont équivalentes s'il existe
deux constantes c et ¢’ supérieures a 0 telles que

Vx € R"  cNj(x) < No(x) < ¢'Ny(x).

Théoreme

Toutes les normes sur R" (ou sur un espace vectoriel de
dimension finie) sont équivalentes.
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R

Eléments de topologie: ouverts et fermés de

Continuité

Q@ cContinuite

V%

Bordeaux INP \<

ENSTBR , \\\




Eléments de topologie: ouverts et fermés de R"
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@ Eléments de topologie: ouverts et fermés de R”
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Continuité Eléments de topologie: ouverts et fermés de R’

Définition
Pour tout xq € R" et tout r > 0, la boule ouverte de centre xg et
de rayon r est 'ensemble:

B(xo,r) = {x € R|[xo — x|l2 < r}
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Eléments de topologie: ouverts et fermés de R"

Continuité

Soit S un sous-ensemble de R".

—
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Eléments de topologie: ouverts et fermés de R"

Continuité

Soit S un sous-ensemble de R".
Définition

S est un ouvert de R" si pour tout x de S, il existe r > 0 telle
que la boule de centre x et de rayon r soit contenue dans S.
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Eléments de topologie: ouverts et fermés de R"

Continuité

Soit S un sous-ensemble de R".
Définition

S est un ouvert de R" si pour tout x de S, il existe r > 0 telle
que la boule de centre x et de rayon r soit contenue dans S.

Définition
S est un fermé de R" si son complémentaire R"\ S est un
ouvertde R" .

—
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Eléments de topologie: ouverts et fermés de R"

Continuité

Soit S un sous-ensemble de R".

Définition

S est un ouvert de R" si pour tout x de S, il existe r > 0 telle
que la boule de centre x et de rayon r soit contenue dans S.

Définition
S est un fermé de R" si son complémentaire R"\ S est un
ouvertde R" .

Définition
S est un ensemble compact de R" s'il est fermé borné (contenu
dans une boule de rayon M < +0).
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Eléments de topologie: ouverts et fermés de R"

Continuité

Définition

On dit que f admet une limite | au pointa € D C R" si et
seulement si :

Ve>0dn>0VxeD |x—a|<n=I|f(x)—1|<e

On ne peut pas généraliser la notion de limite droite et gauche

(respectivement continuité a droite et a gauche) carily a a

priori une infinité de directions possibles. A
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Continuité Eléments de topologie: ouverts et fermés de R’

Définition
On dit que f est continue au point a € D C R" si et seulement si

Ve>03dn>0VxeD |[x—a|| <n=|f(x)—f(a)| <e
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

© Dérivavilité

V%

Bordeaux INP \<

ENSTBR , \\\




e partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)
Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f une fonction définie de D c R" a valeurs dans R. On
considere un point x dans le domaine D.

Définition

On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a x; en
x = (xq,...,Xn) Si et seulement si la limite suivante existe :

lim f(X17"'aXi—1aXi+haXi+1a"'7Xn)_f(X‘Ia---aXi—‘IaXiaXi—l-'lv"'aXn)
h—0 h

On note cette quantité :

of

8—)q(x1,...,x,,) T
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Exemple
Calculer les dérivées partielles en (1,1) de la fonction :

f(x,y) = x* + xy

(A+h2+(+h)-124+1 KW +3h
h ~  h

La limite donne 3.

Pratiguement cela revient a regarder uniquement la fonction en
la variable x; et & considérer les autres variables comme des\l//

. f . -
constantes. Si on calcule %(X,y) on trouve : 2x + y,ggmgw'”"s
retrouve la valeur 3 en prenant (x,y) = (1,1). ,\
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Définition

Soit f une fonction de D ¢ R" a valeurs dans R admettant des
dérivées partielles en a = (ay, ..., an). On appelle gradient de f
en a et on note Vf(a) le vecteur ligne des dérivées partielles :

of of

Vi(a) = (a—)q(a), el a—Xn(a)).

4
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Définition
Si f est une fonction de R" dans RP, le gradient est remplacé
par la matrice jacobienne :

%(a) . P(a)
Jr(a) = o

of ' o
a—x‘:(a) T;(a)

v
W
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Théoréme
de Schwartz

Soit f une application de A C R" dans R et soita € A. Soient j
et k deux indices de {1,...,n}. Si ax 3)( ex:ste dans un

voisinage de a et est continue en a, alors 8x 8x existe etona:

|
’

Pt o O
OXiOXi~ ~ OXkOX

(a)
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

On range les dérivées partielles d’ordre 2 dans une matrice
nommeée matrice hessienne :

Définition

Soit f une fonction de D c R" a valeurs dans R. Si f admet des
dérivées d’ordre 2 continues en a, on appelle matrice
hessienne de f au point a la matrice suivante :

B2f 82f
8712(3) o Badx (a)
i i
e = | o ol
.82f ' .62f -
oxox (@) - aTg(a) S

On remarque que la matrice hessienne est symétrique.
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

© Dérivavilité
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Remarque

Soit une fonction f de R dans R. On appelle dérivée en a,
f(a+ h) — f(a)
h

notée f'(a), la limite lim
h—0
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Remarque

Soit une fonction f de R dans R. On appelle dérivée en a,

T i h) —f

notée f'(a), la limite ’I7|m0 (a+,)7(a)
—>

pas extensible aux fonctions de plusieurs variables, on ne

divise pas par un vecteur.

Cette définition n’est
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Définition

Soit f une fonction définie sur Q C R" a valeurs dans RP , soit
a € Q. On dit que f est dérivable (ou différentiable) en a si et
seulement si

f(a+ h) — f(a) = f'(a)h+ || h||e(h)

ou H/|7i||m 0 e(h) = Ore et f'(a) est une application linéaire de R"
—

dans RP (matrice a p lignes et n colonnes), appelée dérivée (ou
différentielle) de f en a. =

P
N\




Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Remarque
f h)—f
Avec une fonction f de R dans R, lim W = f'(a)
H
équivaut a

f(a+ h) — f(a) = f'(a)h + || h||e(h)

ou lim e(h) = 0.
LB

~

Bordeaux INP ;

ENSTBB , \\\
C. Nazaret Fonctions



Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f la fonction définie de R? dans R? par
44 2 + Xo
2X1 — X22 '

f(X1,X2) =
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Calculons

f(x+h)—1f(x) = f(x1+h1,x2+ hp) —f(x1, X2)

8x1hy + hy +4hy2

2h1 — 2X2h2 — h22

8x1 1 hy 4hy2

- 2 —2X h2 + —2h22
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Posons ¢(h) = W\ _opy?

/75
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

2
Posons e(h) = _32;2 . En choisissant la norme
euclidienne [/h||> = \/h? + h3, on montre que ||/|1iunj>o e(h) = Oga.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

2
Posons e(h) = 3212 . En choisissant la norme
- 2

lidi hll> = +/h? + h3, on montre que lim ¢(h) = Ope.
euclidienne || h|l2 = 1/ h; + h3, on qu ||h|H_>Oe( ) = Ope
On a donc

8x 1 h
f(x+h)—f(x) = 1 R LEG)

2 —-2X h2

V%

Bordeaux INP \<

ENSTBB , \\\
C. Nazaret Fonctions



Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

2
Posons e(h) = 3212 . En choisissant la norme
—&li2
idi hll> = +/h? + h3, on montre que lim ¢(h) = Ope.
euclidienne || h|l2 = 1/ h; + h3, on qu ||h|H_>Oe( ) = Ope
On a donc
8x4 1 h1
_ — hl|le(h
flx -+ h) = £(x) AP I A B L)
d’'ou
foa) = 80 1 V%

2 —2X2 Bordeaux INP \<

ENSTBB , \\\
C. Nazaret Fonctions



Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Théoreme

Soit f une fonction définie sur Q C R" a valeurs dans RP, soit
a € Q. On suppose que f admet des dérivées partielles
continues en a, alors f est dérivable (ou différentiable) en a et

f'(a) = Js(a).

v
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f(X1 ; X2) =

—
A
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)
Dérivées des fonctions composées : cas particuliers

Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

4X12 -+ Xo

5 |. Ses dérivees partielles sont :
2X1 — X2

Soit f(X1 ; X2) =

I (x1,x0) = 8X1, 9h(x1,%) =1,
)

0X4
9 (x1,x0) = 2, e (X1, X2) = —2X,.

8X1

—
A
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Exemple
. 4X12 -+ Xo L. ,
Soit f(x1, X2) = . Ses dérivées partielles sont :
2X1 — X22

of Bl
87)(11(X17X2):8X17 ﬁ(X‘UXZ): 15
of d
e (X1, %) =2, 52(x1,X%) = —2x.

Ces fonctions étant continues sur R2, on a donc

8X1 1

(X1, X2) = Jr(Xy, Xp) = =
(X1, X%2) = Jr(x1, X2) 2 _ox S
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Remarque
@ La réciproque du théoreme est fausse.

—
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Remarque
@ La réciproque du théoreme est fausse.

@ Lexistence des dérivées partielles en a n’entraine pas la
dérivabilité (ou différentiabilité) de f en a.

—
A
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Remarque
@ La réciproque du théoreme est fausse.

@ Lexistence des dérivées partielles en a n’entraine pas la
dérivabilité (ou différentiabilité) de f en a.

Remarque
Si f est une fonction de R" a valeurs dans R dont les dérivées
partielles sont continues en a alors :

f(a+ h) — f(a) = Vf(a)h+ | h||e(h)
aveclimp_ge(h) =0 X
c’est-a-dire que f'(a) = Vf(a).
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Exemple

Soit f(x1,X2) = X1 X2 + x2 Ses dérivées partielles sont :

36;1 (X1, X2) = Xz, éax (X1, X2) = X1 + 2xo. Ces fonctions étant

continues surR2, on a donc

f'(x) = VI(x) = (X2, X1 + 2X2)
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Théoreme

Sif:AcCR" — RP est dérivable en a, alors f est continue en a,
f'(a) est unique et f admet des dérivées partielles en a.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Proposition
Soit f et g deux applications de A C R" dans RP dérivables en
aetsoit A € R alors : f + g et \f sont dérivables en a et :

(f+9)(a)="f(a)+d'(a)

(Af)'(a) = Af'(a)

v
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Proposition

Soit f une application de A C R" dans RP et soit g une
application de A dans R. Si f et g sont dérivables en a alors gf
est dérivable en a et :

(9f)'(a) = f(a)g'(a) + g(a)f'(a)

V%
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Proposition
Soit f une application de A C R" dans RP dérivable en a et soit
g une application définie sur un voisinage de f(a) = b a valeurs
dans R™ et dérivable en f(a) = b, alors g o f est dérivable en a
et:

(gof)(a)=g'(f(a).f'(a)
(multiplication de matrices)
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Proposition

Soit f une application de A C R" dans RP dérivable en a et soit
g une application définie sur un voisinage de f(a) = b a valeurs
dans R™ et dérivable en f(a) = b, alors g o f est dérivable en a
et:

(gof)(a)=g'(f(a).f'(a)
(multiplication de matrices)

L’ ordre est important WY/
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

© Dérivavilité

@ Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes) N/
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Aucune mesure physique n’est infiniment précise : elle doit étre
accompagnée d’une marge d’erreur appelée incertitude.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Aucune mesure physique n’est infiniment précise : elle doit étre
accompagnée d’une marge d’erreur appelée incertitude.

Si 'on mesure une grandeur X et que I'on obtient une valeur
moyenne x avec une incertitude Ax, on notera : X = x + Ax.
Dans ce cas, Ax est appelée incertitude absolue et a la méme

unité que x.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Aucune mesure physique n’est infiniment précise : elle doit étre
accompagnée d’une marge d’erreur appelée incertitude.
Si 'on mesure une grandeur X et que I'on obtient une valeur
moyenne x avec une incertitude Ax, on notera : X = x + Ax.
Dans ce cas, Ax est appelée incertitude absolue et a la méme
. e s . : : Ax .
unité que x. On définit également l'incertitude relative : ~ qui
est forcément sans unité et souvent donnée en pourcent. N
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Une balance d’analyse de laboratoire permet de peser a +0.1
mg pres.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Exemple

Une balance d’analyse de laboratoire permet de peser a +0.1
mg prés. Sila pesée est 10 mg, l'incertitude absolue est +0.1
mgq. Lincertitude relative est de 1%.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Exemple

Une balance d’analyse de laboratoire permet de peser a +0.1
mg prés. Sila pesée est 10 mg, l'incertitude absolue est +0.1
mgq. Lincertitude relative est de 1%. Si la pesée est 1000 mg,
l'incertitude absolue est +0.1 mg. Lincertitude relative est de

0.01%
N\
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

On s’intéresse maintenant au calcul d’incertitude. On dispose
d’une relation expérimentale, notée f(xy,--- , Xp) qui lie les
différentes grandeurs xi, - - - , X, qui ont été mesurées avec une
certaine incertitude Axy,--- , Ax,. On va en déduire
l'incertitude de mesure sur la grandeur finale Af en combinant
les incertitudes de chaque étape.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

La différentielle est utilisée pour estimer la variation de f au
voisinage d’un point en fonctions des variations Ax; des
variables x;.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

La différentielle est utilisée pour estimer la variation de f au
voisinage d’un point en fonctions des variations Ax; des
variables x;. On définit Af, 'incertitude absolue sur f, par

Af:f(X1—|—AX1,-",Xn—I—AXn)—f(X1,---,Xn)
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

La différentielle est utilisée pour estimer la variation de f au
voisinage d’un point en fonctions des variations Ax; des
variables x;. On définit Af, 'incertitude absolue sur f, par

Af:f(X1—|—AX1,-",Xn—I—AXn)—f(X1,---,Xn)

que 'on approche par

of of
~ — e —— AX,.
Af ax; AXy+-+ ax; B
et que I'on peut majorer par N/
8f 8f Bord INP »
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Exemple
Incertitude absolue
On prend par exemple la mesure d’une résistance électrique

R= E Pour cela on réalise un circuit électrique reliant une
résistance a une pile. On mesure l'intensité | passant dans le
circuit a l'aide d’'un ampéremeétre et la tension U aux bornes de
la résistance a l'aide d’un voltmetre. Ces deux mesures
présentent des incertitudes notées Al et AU. On obtient les
valeurs suivantes:

U=15+0.01V .
/=0.1+0.01 mA T
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Exemple

Incertitude absolue
On prend par exemple la mesure d’une résistance électrique

R= E Pour cela on réalise un circuit électrique reliant une
résistance a une pile. On mesure l'intensité | passant dans le
circuit a l'aide d’'un ampéremeétre et la tension U aux bornes de
la résistance a l'aide d’un voltmetre. Ces deux mesures
présentent des incertitudes notées Al et AU. On obtient les
valeurs suivantes:

U=15+0.01V .
/=0.1+0.01 mA T
on en déduit R = 15000 + 160012.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Exemple

Incertitude relative

La température, la pression et le volume d’'un gaz parfait sont
liés par une relation du type

.
P=(T.V)=ky.

oy
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Exemple

Incertitude relative

La température, la pression et le volume d’'un gaz parfait sont
liés par une relation du type

T
P=1(T,V)= kV'
Si lincertitude relative de mesure sur T est majorée par 0,5%

et celle sur V par0,2%, on peut majorer celle sur P.

oy
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

En effet, par hypothése, on a les majorations

AT AV
— | <0. — 1 <0.
510005 |57 <0.002
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

En effet, par hypothése, on a les majorations
AT AV
—1]<0. ——|<0.002
|T]_0005 ]V\_OOO

Lincertitude sur P est alors
AP = f(T+AT,V+AV)—f(T,V)
AP ékl;AT +k$—(/Av
AP vAT — WAV N/
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

- T .
De AP ~ $AT — XLAV, en divisant par P = k+/» on obtient
I'incertitude relative sur P
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

- T .
De AP ~ $AT — XLAV, en divisant par P = k+/» on obtient
I'incertitude relative sur P

AP AT AV

P~ T v
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

- T .
De AP ~ $AT — XLAV, en divisant par P = k+/» on obtient
I'incertitude relative sur P

AP AT AV

P =T Vv
d’ou la majoration de I'incertitude relative sur P

AP AT AV
T < | == 1 =0.
S| < 1551+ 151 = 0007
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

© Dérivavilité
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f une fonction de R? dans R admettant des dérivées
partielles premiéres.

V%

Bordeaux INP \<

ENSTBB , \




Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f une fonction de R? dans R admettant des dérivées
partielles premiéres. Soient x et y deux fonctions dérivables de
R dans R
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f une fonction de R? dans R admettant des dérivées
partielles premiéres. Soient x et y deux fonctions dérivables de
R dans R alors la fonction g de R dans R définie par

g(t) = f(x(1), y(1))
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f une fonction de R? dans R admettant des dérivées
partielles premiéres. Soient x et y deux fonctions dérivables de
R dans R alors la fonction g de R dans R définie par

g(t) = f(x(1), y(1))

R — R?

_>
t o= (x@®),y(t) =

R
F(x(1), y(1))
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

alors g(t) = f(x(t), y(t)) est dérivable
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

alors g(t) = f(x(t), y(t)) est dérivable et

g(1) = SO0, Y (1) + o (x(t), ()Y (1).
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f une fonction de R? dans R
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f une fonction de R? dans R et x et y sont deux fonctions
de R? dans R.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f une fonction de R? dans R et x et y sont deux fonctions
de R? dans R. Soit g de R? dans R définie par

g(U, V) - f(X(U7 V)7y(U7 V))
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Soit f une fonction de R? dans R et x et y sont deux fonctions
de R? dans R. Soit g de R? dans R définie par

g(U, V) = f(X(U7 V)7y(U7 V))
R2 — R? - R
= f(

(b, v) = (x(u,v), y(u,v)) x(u,v), y(u,v)).
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Lorsque toutes les dérivées partielles qui interviennent sont
définies, on a

09— e ¥ e
o9 _ 9 ox 9y
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

© Dérivavilité
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Une EDP est une équation ou apparaissent une ou plusieurs
dérivées partielles d’'une fonction f : R” — R. Lorsque n =1,
les dérivées partielles sont les dérivées, on parle alors
d’équation différentielle.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Dans ce qui suit t désigne le temps et x = (x4, - - , Xp) désigne
'espace. On note A = 88—;2 +t 38722 le laplacien.
1 n
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

@ Equation de Laplace Af(x) = u(x).
Cette équation modélise les petits déplacements f(x) d’'un
point x d’un fil (n = 1) ou d’'une membrane (n = 2) soumis
a une force transversale u.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

@ Equation de Laplace Af(x) = u(x).
Cette équation modélise les petits déplacements f(x) d’'un
point x d’un fil (n = 1) ou d’'une membrane (n = 2) soumis
a une force transversale u.

@ Equation de la chaleur Af(t,x) — 2i(t, x) = u(t, x).
Cette équation modélise les variations au cours du temps
de la température f(t, x) du point x d’'une barre (n= 1) ou
d’une plaque (n = 2) soumise a source de chaleur u.
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Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

@ Equation de Laplace Af(x) = u(x).
Cette équation modélise les petits déplacements f(x) d’'un
point x d’un fil (n = 1) ou d’'une membrane (n = 2) soumis
a une force transversale u.

@ Equation de la chaleur Af(t,x) — 2i(t, x) = u(t, x).
Cette équation modélise les variations au cours du temps
de la température f(t, x) du point x d’'une barre (n= 1) ou

d’une plaque (n = 2) soumise a source de chaleur u.
2f

@ Equation des ondes Af(t,x) = Z(t, x).
Cette équation modélise la propagation au cours du teﬁ&y

t des déformations f(t, x) d’un point x d’une cord&esea- '”,'P\i}

élastique (n = 1).
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Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Les EDP en biologie:

@ chimiotaxie: mouvement de bactéries, de cellules sous
linfluence d’'une substance chimique. Intérét par exemple
en cancérologie pour modéliser 'angiogénése (fabrication
de vaisseaux sanguins autour d’'une tumeur).
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Les EDP en biologie:

@ chimiotaxie: mouvement de bactéries, de cellules sous
linfluence d’'une substance chimique. Intérét par exemple
en cancérologie pour modéliser 'angiogénése (fabrication
de vaisseaux sanguins autour d’'une tumeur).

@ chromatographie: une technique physique de séparation
d’espéces chimiques.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Les EDP en biologie:

@ chimiotaxie: mouvement de bactéries, de cellules sous
linfluence d’'une substance chimique. Intérét par exemple
en cancérologie pour modéliser 'angiogénése (fabrication
de vaisseaux sanguins autour d’'une tumeur).

@ chromatographie: une technique physique de séparation
d’espéces chimiques.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

On sait résoudre assez peu d’EDP. Dans la plupart des cas, on
calcule des solutions approchées. Néanmoins, ici nous allons
voir quelques techniques de résolution.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

On sait résoudre assez peu d’EDP. Dans la plupart des cas, on
calcule des solutions approchées. Néanmoins, ici nous allons
voir quelques techniques de résolution. Par exemple, si

Pf
oxoy 0,
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

On sait résoudre assez peu d’EDP. Dans la plupart des cas, on
calcule des solutions approchées. Néanmoins, ici nous allons

voir quelques techniques de résolution. Par exemple, si
8‘?(25}, = 0,en intégrant par rapport a x, on obtient % = h(y).
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

On sait résoudre assez peu d’EDP. Dans la plupart des cas, on
calcule des solutions approchées. Néanmoins, ici nous allons
voir quelques techniques de résolution. Par exemple, si

02f Ty N iant Of _

Xy = 0,en intégrant par rapport a x, on obtient oy = h(y). Et
par consequent, on a

f(x,y) = H(y) + k(x).
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Il est aussi parfois possible de résoudre une EDP, en faisant un
changement de variable.

On veut trouver f vérifiant a—f + 8—f =0.
ox  ay

Ny
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Il est aussi parfois possible de résoudre une EDP, en faisant un
changement de variable.

On veut trouver f vérifiant of + or =0.
ox  ay
On fait le changement de variables suivant : X:L}}//

Yy
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Il est aussi parfois possible de résoudre une EDP, en faisant un
changement de variable.

s f f
On veut trouver f vérifiant or + g =0.

ox  ay
On fait le changement de variables suivant : 'tg_:: +}}// .On
introduit la fonction g(s, t) = f(x, y) et on exprime les dérivéQq/
partielles de f en fonction de celles de g Bordeaux INP w——
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Dérivabilité

af _ 99
ox 0s
of [ele}
oy os

SN

Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

o5}
Q

+ +
IS
SIS
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

of _ 0905 | 09 ot
ox 0s 0x ot ox
of _ 09 9s + g ot
oy 0s oy ot dy
S=X-+
De fex y , on calcule

ox ox
s __ 1 ot __ 1
oy oy —
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Dérivabilité

Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Les dérivées de f sont

ag le]
s t ar
9g _ 09
s t
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Les dérivées de f sont

f el Of | Of ; ag
A|n3|m+w_0dewent%_0.
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Les dérivées de f sont

of _ 09 99
ox — 0s ot
of _ 09 99
oy — 0s ot

Ainsi 91 + 91 — 0 devient 92 = 0. Donc g(s, t) = h(t) avec h
une fonctlon arbitraire de classe c',
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Les dérivées de f sont

of _ 09 99
ox 0s ot
of _ 09 99
ay s ot

Ainsi 91 + 91 — 0 devient 92 = 0. Donc g(s, t) = h(t) avec h
une fonctlon arbitraire de classe C', d'ou f(x,y) = h(x — y).
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Dérivée partielle
Dérivée
Application au calcul d’erreurs (d'incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Dérivée seconde

Les dérivées de f sont

@
~~
o
Q
SRS

Ainsi 91 + 91 — 0 devient 92 = 0. Donc g(s, t) = h(t) avec h
une fonctlon arbitraire de classe C',dou f(x,y) = h(x — y).
D’autre changement de variables permettent la résolution
d’autres EDP... N/
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

© Dérivavilité
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Définition

f:AcCR"” — R est deux fois dérivable si f est dérivable et si
x = Vf(x)h est dérivable Yh € R". On a (f"(x)h) k =! kH(x)h.

—
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Définition
f:AcCR"” — R est deux fois dérivable si f est dérivable et si
x = Vf(x)h est dérivable Yh € R". On a (f"(x)h) k =! kH(x)h.

Théoréme

Formule de Taylor a l'ordre 2

Si f est deux fois dérivable en a, pour tout h € R", h dans un
voisinage de 0, on a :

f(a+ h) — f(a) = Vf(a)h+ % thHy(a)h + || h||?e(h)

avec limp_,g e(h) = 0. S
s
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Dérivée partielle

Dérivée

Application au calcul d’erreurs (d’incertitudes)

Dérivées des fonctions composées : cas particuliers
Dérivabilité Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

Dérivée seconde

Soit f(x) = f(xy, o) = 4x13 + Xy x02. Appliquons la formule de
Taylor au voisinage de x :

f(x + h) — f(x) =

(1 2X1 2 +X22)h1 +2X1 X2 ho +24 x4 h12 +4hyhoxo +2Xx4 h% aF ||h||26(h)
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Quelques opérateurs classiques
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Quelques opérateurs classiques

Dans ce qui suit, on note 9;f = —

Définition

Soit f une fonction de R" dans R" admettant des dérivées
partielles. On appelle divergence de f en x = (xq,...,Xp) la
fonction de R" dans R :

div f(x) = i 9ifi(X).
i=1

v
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Quelques opérateurs classiques

Définition

Soit f une fonction de R" dans RP admettant des dérivées
partielles secondes. On appelle laplacien de f en

x = (xy,...,Xn) le vecteur colonne

>l 02 (X)

271 O fo(X)
En particulier pour f de R™ dans R admettant des dérivées
partielles secondes

Af(x) = zn: ?f(x).
i=1

—
A
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Quelques opérateurs classiques

Définition
Soit f une fonction de R® dans R® admettant des dérivées
partielles. On appelle rotationnel de f en x = (X1, X2, X3) le

vecteur colonne :
Oofz — O3>
rot f(X): 63f1 —81f3 (X)
01 — Oofy

On définit aussi le rotationnel d’une fonction de R? dans R?
admettant des dérivées partielles en x = (xq, X2) par le scalaire

—
A

rotf = 01 fg — 82f1.
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Quelques opérateurs classiques

Soient u définie de R3 & valeurs dans R et f définie de R3 &
valeurs dans R3 admettant des dérivées d’ordre 2 continues.

Proposition

Les opérateurs vérifient les propriétés suivantes

Au = div(Vu) div(rot f)=0 rot(Vu)=0
rot(rot f) = —Af + V(div f)

A/
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