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Introduction

Quelques exemples :
@ Modélisation du mouvement d’'un pendule
@ Modélisation en écologie : Proie-Prédateur

@ Modélisation en microbiologie : croissance dans un
chemostat

@ Equation différentielle d’ordre n
@ Modélisation en enzymoloie d’une réaction
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Introduction

On s’intéresse aux mouvements d’'un pendule (sans
frottements)

On peut établir 'équation
différentielle du mouvement
d’oscillation simplement a partir de
la conservation de I'énergie
mécanique. En négligeant les
frottements, I'énergie mécanique
du pendule est constante : elle est
la somme de I'énergie cinétigub/,ei
de 'énergie potentielle. -7 I“.‘:t:
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Introduction

En dérivant I'’énergie mécanique par rapport au temps on
obtient aprés simplification :

0+ % sing =0
Cette équation est celle d’'un oscillateur non harmonique. Pour
de petites oscillations, on fait 'approximation sinf ~ 6. L

équation devient

é+%9=o
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Introduction

De

0+ %9 =0
en posant y; = 6 et y» = 0, on obtient le SD d’ordre 1 & deux
inconnues

y1(8) = yo(1)
v5() = =y (1)

appelé oscillateur harmonique.
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Introduction

le modeéle proie-prédateur

Constatation: la fluctuation de certaines populations semblent

cycliques.
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Introduction

le modeéle proie-prédateur

Constatation: la fluctuation de certaines populations semblent
cycliques.

@ Quels mécanismes dans les
fluctuations cycliques de
populations ?

@ Sont-ils communs a toutes les
populations cycliques ?

@ Cela permet-il d’expliquer

pourquoi certaines ,\fl/"
T populations sont cycliquég et
d’autres pas ? ENSTAE
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Introduction

le modeéle proie-prédateur

Constatation: la fluctuation de certaines populations semblent
cycliques.

@ Quels mécanismes dans les
fluctuations cycliques de
populations ?

@ Sont-ils communs a toutes les
populations cycliques ?

@ Cela permet-il d’expliquer

pourquoi certaines ,\fl/"
T populations sont cycliquég et
d’autres pas ? ENSTAE

Application: requin-sardine (Modéle de Lotka-Volterra)
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Introduction

le modeéle proie-prédateur

Application : Le suicide des Lemmings ?
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http://www.youtube.com/watch?v=xMZlr5Gf9yY

Introduction

le modeéle proie-prédateur

Le suicide des Lemmings...une toute autre explication
* -
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Introduction

le modeéle proie-prédateur

Le suicide des Lemmings...une toute autre explication

L

i
i g

un des prédateurs du lemming: I'hermine (the stoat)
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Introduction

le modeéle proie-prédateur

Modéle proie-prédateur appliqué aux Lemmings...

Cyclic Dynamics in a Simple
Vertebrate Predator-Prey
Community
Otivier Gl Ik Hansk, Bt Siter”




Introduction

le modeéle proie-prédateur

Modéle proie-prédateur appliqué aux Lemmings...

Cyclic Dynamics in a Simple
Vertebrate Predator-Prey
Community
Otivier Gl Ik Hansk, Bt Siter”




Introduction

le modeéle proie-prédateur

Modéle proie-prédateur appliqué aux Lemmings...

les prédateurs du lemming

C. Nazaret Modélisation SD



Introduction

Exemple
La modélisation du systeme proie-prédateur peut s’écrire

;‘: = u(a—bv)

v

o v(cu — d)

ou u(t) représente [l'effectif de la population de proies et v(t)
celui de la population de prédateurs au temps t.
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Introduction

Exemple

La modélisation du systeme proie-prédateur peut s’écrire

= u(a—bv)

du
g
E = V(CU - d )

ou u(t) représente [l'effectif de la population de proies et v(t)
celui de la population de prédateurs au temps t.En I'absence
de prédateurs (proies), la population de proies (prédateurs)
(dé)croit de fagcon exponentielle (terme au (—dv)).
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Introduction

Exemple

La modélisation du systeme proie-prédateur peut s’écrire

= u(a—bv)

au
&
o v(cu — d)

ou u(t) représente [l'effectif de la population de proies et v(t)
celui de la population de prédateurs au temps t.En I'absence
de prédateurs (proies), la population de proies (prédateurs)
(dé)croit de fagcon exponentielle (terme au (—adv)).La
contribution des prédateurs (proies) sur le taux de croissance
des proies (prédateurs) est proportionnelle a leur taille (terme
—bv (cu)) .

\\
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Introduction

Dans ce qui suit, nous allons voir comment on peut étudier ce
type de systémes d’équations différentielles (SD).
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Introduction

Dans ce qui suit, nous allons voir comment on peut étudier ce
type de systemes d’équations différentielles (SD). Ces SD
seront répartis en deux groupes selon que (avec les notations

comme dans le modéle proie-prédateur), la fonction f de
au o, o,
— = f(u, v) est linéaire ou non linéaire par rapport aux

variables (ici u et v).
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Introduction

Dans ce qui suit, nous allons voir comment on peut étudier ce
type de systemes d’équations différentielles (SD). Ces SD
seront répartis en deux groupes selon que (avec les notations

comme dans le modéle proie-prédateur), la fonction f de
au = f(u, v) est linéaire ou non linéaire par rapport aux
variables (ici u et v). Par exemple f(u, v) = u(a— bv) est non

linéaire.
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Introduction

Dans ce qui suit, nous allons voir comment on peut étudier ce
type de systemes d’équations différentielles (SD). Ces SD
seront répartis en deux groupes selon que (avec les notations

comme dans le modéle proie-prédateur), la fonction f de

au o, o,
— = f(u, v) est linéaire ou non linéaire par rapport aux

variables (ici u et v). Par exemple f(u, v) = u(a— bv) est non
linéaire. Cela conduit aux parties qui suivent: SD linéaire puis
SD non linéaire.
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Introduction

Dans ce qui suit, nous allons voir comment on peut étudier ce
type de systemes d’équations différentielles (SD). Ces SD
seront répartis en deux groupes selon que (avec les notations

comme dans le modéle proie-prédateur), la fonction f de

au o, o,
i f(u, v) est linéaire ou non linéaire par rapport aux

variables (ici u et v). Par exemple f(u, v) = u(a— bv) est non
linéaire. Cela conduit aux parties qui suivent: SD linéaire puis
SD non linéaire. Dans le cas linéaire (2D), nous apprendrons a

calculer explicitement les solutions. Iy
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Introduction

Dans ce qui suit, nous allons voir comment on peut étudier ce
type de systemes d’équations différentielles (SD). Ces SD
seront répartis en deux groupes selon que (avec les notations

comme dans le modéle proie-prédateur), la fonction f de

au o, o,
— = f(u, v) est linéaire ou non linéaire par rapport aux

variables (ici u et v). Par exemple f(u, v) = u(a— bv) est non
linéaire. Cela conduit aux parties qui suivent: SD linéaire puis

SD non linéaire. Dans le cas linéaire (2D), nous apprendrons a
calculer explicitement les solutions. Dans le cas non linéaire, l
nous apprendrons a prouver I'existence des solutions et a les™ <

étudier. 7 I’*.F,\B
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Introduction

On considéere maintenant un systeme différentiel (SD)
c’est-a-dire n équations différentielles d’ordre 1. Cela peut étre
un modéle comportant n variables (par exemple plusieurs
populations en interaction) que I'on regroupe en un vecteur Y
de R" ou bien un modéle d’une seule variable y(t) ou
interviennent les dérivées d’ordre 1,2,3,--- , n.
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. . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

@ solutions des SD lingaires

=

A




. P Calcul lution:
Solutions des SD linéaires GtB el
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

@ solutions des SD lingaires
@ Calcul des solutions
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. N Calcul lution
Solutions des SD linéaires GtB el
Représentation des solutions

Point stationnaire d’'un SD linéaire

Y'(£) = A(D) Y(2)

ou Y est un vecteur et A est une matrice d’ordre n.
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) . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires
Représentation des solutions

Point stationnaire d’'un SD linéaire

Y'(£) = A(D) Y(2)

ou Y est un vecteur et A est une matrice d’'ordre n.
Si A = (aj) est a coefficients constants, dans ce cas, on sait

calculer explicitement les solutions.
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) . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires
Représentation des solutions

Point stationnaire d’'un SD linéaire

Y'(t) = At Y (1)
ou Y est un vecteur et A est une matrice d’ordre n.

Si A = (aj) est a coefficients constants, dans ce cas, on sait

calculer explicitement les solutions.
Pour simplifier, nous prendrons n = 2 dans ce qui suit.
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Calcul des solutions
Représentation des solutions

Solutions des SD linéaires

Point stationnaire d’'un SD linéaire

Théoreme
Si A admet deux valeurs propres réelles distinctes Ay et \o, les
solutions de Y' = AY sont de la forme :

Y(t) = crvyeMt + crvpe’e!

ou (v1, Vo) sont les vecteurs propres associés a (A, \2) et ¢y,
co deux constantes.




Calcul des solutions
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Solutions des SD linéaires

Théoréme
Si A admet une valeur propre réelle double \, et si A est
diagonalisable, les solutions de Y' = AY sont de la forme :

Y(t)=(c1vq + CQVQ)GM

ou (vy, v2) sont les vecteurs propres (linéairement
indépendants) associés a \ et (cy, c2) deux constantes.
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Calcul des solutions
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Solutions des SD linéaires

Théoréme
Si A admet une valeur propre réelle double \, et si A est
diagonalisable, les solutions de Y' = AY sont de la forme :

Y(t)=(c1vq + CQVQ)GM

ou (vy, v2) sont les vecteurs propres (linéairement
indépendants) associés a \ et (cy, c2) deux constantes.

et si A n’est pas diagonalisable, les solutions de Y' = AY sont
de la forme :

Y(t) = crvieM + co(tvy + vo)eM =

ou vy est un vecteur propre associé a A, et v» un vecteur propre
généralisé c’est-a-dire vérifiant (A — M)vo = v
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Calcul des solutions
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Solutions des SD linéaires

Théoreme

Si A admet deux valeurs propres complexes conjuguées
M = o+ iB et Ao = \q, les solutions de Y' = AY sont de la
forme :

Y(t) = e*!(hy cos(Bt) + ha sin(5t))

ouhy =cyvq + Vo efho = i(C1 Vi — CQVQ)
avec (v1, v») les vecteurs propres associés a (A, \2) et(cq, C2)
deux constantes complexes. -
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Calcul des solutions
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Solutions des SD linéaires

Théoreme
Si A est inversible, les solutions de Y' = AY + b sont de la
forme

ou X est la solution de X' = AX.
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. . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires A N 9
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

@ solutions des SD lingaires

@ Représentation des solutions
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. . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires A N 9
Représentation des solutions

Point stationnaire d’'un SD linéaire

Reprenons le cas particulier de l'oscillateur harmonique

y1(8) = ya()
Yo(t) = —y1 (1)
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. . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires A N 9
Représentation des solutions

Point stationnaire d’'un SD linéaire

On sait maintenant résoudre ce systéme linéaire

Y(t) = QE;; = hy cos(t) + hy sin(t)

Les vecteurs hy et hy sont fixés par des conditions initiales.
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Calcul des solutions
Représentation des solutions

Solutions des SD linéaires

Point stationnaire d’'un SD linéaire

Figure : Graphes de t — y(t) et t — yo(t)
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Calcul des solutions
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Solutions des SD linéaires




Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Calcul des solutions

M / ™, ./../,/.f _

Figure : Une orbite (yi(t), y2(t))
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Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Calcul des solutions
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Figure : Champ de vecteurs
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Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Calcul des solutions
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Figure : Portrait de phase : plusieurs orbites




. . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

@ solutions des SD lingaires

@ Point stationnaire d’un SD linéaire
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. . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Définition
Un point stationnaire du systeme différentiel Y' = AY + b est
un élément Y de R" tel que AY + b = Ogn.
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Calcul des solutions
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Solutions des SD linéaires

Définition
Un point stationnaire du systeme différentiel Y' = AY + b est
un élément Y de R" tel que AY + b = Ogn.

Proposition
Si A est inversible, alors le seul état stationnaire du systéeme
différentiel

o Y = AY eStVZORn.
Q@ Y=AY+bestY=—ATh. £
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. . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires
Représentation des solutions

Point stationnaire d’'un SD linéaire

Remarques
@ Y = Og» est toujours un point stationnaire de Y’ = AY.
© Pour Y’ = AY + b, si An’est pas inversible, soit il y a une

infinité d’états stationnaires, soit il N’y en a aucun. Dans
ces cas, I'étude de la stabilité qui suit devient sans objet.
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Calcul des solutions
Représentation des solutions

Solutions des SD linéaires

Point stationnaire d’'un SD linéaire

On note Y la solution de Y'(t) = AY(t) + b telle que
Yz(t) =Z
@ Une solution Y est dite stable si les solutions dont la
condition initiale est proche de Z, restent proches de Yz,
au cours du temps.
@ Y, est dite asymptotiquement stable si en plus les
solutions convergent vers Yz, (Une solution non stable est
dite instable).
NV
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. . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires
Représentation des solutions

Point stationnaire d’'un SD linéaire

La signification géomeétrique de ces notions de stabilité peut
s'illustrer par le schéma suivant (en dimension 1)

Nazaret Modélisat




. . Calcul des solutions
Solutions des SD linéaires
Représentation des solutions

Point stationnaire d’'un SD linéaire

La signification géomeétrique de ces notions de stabilité peut
s'illustrer par le schéma suivant (en dimension 1)

Instable
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Calcul des solutions
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire

Solutions des SD linéaires

Théoreme
Soit le systeme différentiel Y' = AY.
@ Si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle
strictement négative, Orn est un point stationnaire
globalement asymptotiquement stable.

@ Sil'une des valeurs propres de A est de partie réelle
strictement positive, Orn €st un point stationnaire instable.
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Valeurs propres

Solutions des SD linéaires

Portrait

Qualification du poj
déquilibre et du systéme

point spirale
asymptotiquement
stable

noeud
asymptotiquement
b

noeud
asymptotiquement

(@HXe

/\ :

centre
systéme neutre

point selle
le
,

zaret

Calcul des solutions
Représentation des solutions
Point stationnaire d’'un SD linéaire
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Plan

e Etude des systemes différentiels non linéaires




Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Plan

e Etude des systemes différentiels non linéaires
@ Définitions : systéeme diff. non linéaire
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

On appelle systéme différentiel d’ordre 1 dans R¥ une équation

ay(t)
L —F(t,Y
= F(t,Y(®)
yi(t)
ou Y(t) = v (1) est la fonction inconnue et ou
k(1)
F = (f;,k,--- ,f) est une fonction continue sur / x Rk donnée
VA
> |\.\
P
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Etude des systémes différentiels non linéaires :
Point stationnaire
Etude géométrique

ce qui peut encore s’écrire
.y1/(t) = f1(t7y17"'7yk)
yé(t) = f2(t7y17"' 7}/k)
yl/((t) = fk(tv}/h"‘,,Vk)
Pour simplifier, nous nous limiterons aux systémes autonomes

ie
F(t, Y(t) = F(Y(1)) _\;I/,_
ny
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probléme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Plan

e Etude des systemes différentiels non linéaires

@ Définition : Probléme de Cauchy
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probléme de Cauchy
Existence et unicité

Etude des systémes différentiels non linéaires o St
Etude géométrique

On se donne une condition initiale a l'instant t = f; notée
¥
2
Yo=| 7°

73

=

kS
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probléme de Cauchy

R e . P Existence et unicité

Etude des systémes différentiels non linéaires )
Point stationnaire
Etude géométrique

On cherche une fonction Y : I =]a, b[— R dérivable telle que
e a<ty<b
e Y(t) = Yo
e Y =F(Y)
soit encore

/

Y fr (1, Yo, s V)
/

}’2 - f2(}’17}’27"'a}’k)

Vi = (i ye i) Al
7NN
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Plan

e Etude des systemes différentiels non linéaires

@ Existence et unicité
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Etude des systémes différentiels non linéaires §
Point stationnaire
Etude géométrique

Dans ce qui suit, on fera I'hypothése (H) suivante
F=(f,f,---,fk)oufi(i=1,2,--- k) est une fonction

C'(RK,R).
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Théoreme

Théoreme de Cauchy-Lipschitz
Sous la condition (H), pour tout Yy donné dans R il existe
Tmin(Yo) < ty < Tmax(Yo), tels que le probleme de Cauchy

Y' = F(Y)
Y(t) = Yo

admet une unique solution dans | Tpmin(Yo), Tmax(Yo)l[-
De plus, soit Tmax = 400

SOit Typax < +oo et3ie {1,---  k} tel que =
limy_, 7., [Vi()| = +o0.

'B

B B
BORDEAUX
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Plan

e Etude des systemes différentiels non linéaires

. . N7

@ Point stationnaire = =
2N
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Définition
On appelle solution stationnaire (ou solution constante ou
équilibre) pour le systeme différentiel

Y = F(Y)

tout Y € R¥ tel que F(Y) = Og«.




Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Exemple

Le probleme suivant modélise un systéme proie-prédateur

th’ = u(1-v)

v

R, -1

ou u(t) représente l'effectif de la population de proies et v(t)
celui de la population de prédateurs au temps t.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Exemple

Le probleme suivant modélise un systéme proie-prédateur

= u(1-v)

au
g
i -1

o v(u—1)

ou u(t) représente l'effectif de la population de proies et v(t)
celui de la population de prédateurs au temps t. Ce systéme
admet deux points stationnaires (0,0) et (1,1). Le premier état
correspond a I'extinction des deux populations, le second ala |=
coexistence des deux espéces.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

On note Y7 la solution de Y'(t) = F(Y(t)) telle que Yz(t)) = Z
@ Une solution Yz est dite stable si les solutions dont la
condition initiale est proche de Z, restent proches de Yz,
au cours du temps.

Q Y, est dite asymptotiquement stable si en plus les
solutions convergent vers Yz, (Une solution non stable est

dite instable).
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Si Y est un point d’équilibre, on peut trouver un systéme
linéaire qui approche le systéme non linéaire autour du point
d’équilibre Y en utilisant la formule de Taylor. On dit que I'on

linéarise le systéme Y’ = F(Y) au voisinage de Y

Nazaret Modélisat



Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Etude des systémes différentiels non linéaires . . .
Point stationnaire
Etude géométrique

On utilise la formule de Taylor au voisinage de Y

F(Y) = F(Y)+ Je(Y)(Y = Y).
ou Jr est la jacobienne de F en Y ie

oh  of  of

Oy Y
o, dh ok

J=| o e Ow

Of Of - Ofc Al
oyr  0yz 73 7, Ih\—
IPB
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Enposant Z(t) = Y(t)— Y,ona

on obtient donc un SD linéaire qui approche Y = F(Y)
Z/(t) = Je(V)Z(1)

au voisinage de Y.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Théoreme

Si toutes les valeurs propres de Jr(Y) sont de partie réelle
strictement négative, Y est un point stationnaire localement
asymptotiquemment stable du systéme différentiel Y' = F(Y) .
Si I'une des valeurs propres de Jr(Y)est de partie réelle
strictement positive, Y est un point stationnaire instable du
systeme.

Si I'une des valeurs est a partie réelle nulle, on n’obtient pas de
renseignements sur la stabilité du systéme original.

/|‘u‘“
IPB

ENSTBB

BORDEAUX
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Etude de la stabilité des points stationnaires du modéle
proie-prédateur
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Exemple

Etude de la stabilité des points stationnaires du modéle
proie-prédateur

La matrice jacobienne du systeme est

1—-v —u
v u—1

J(u,v) =

\
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Exemple

Etude de la stabilité des points stationnaires du modéle
proie-prédateur

La matrice jacobienne du systeme est

1-v —u
Ju,v) = v o ou-—1
Etude locale en (0, 0)
1 0

C. Nazaret Modélisa
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Exemple

Etude de la stabilité des points stationnaires du modéle
proie-prédateur

La matrice jacobienne du systeme est

1-v —u
Ju,v) = v o ou-—1
Etude locale en (0, 0)
1 0

Les valeurs propres étant réelles de signes différents, (0,0) est
instable.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Etude locale en (1,1)

0 —1
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Etude locale en (1,1)

0 —1

Les valeurs propres sont purement imaginaires,
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Exemple
Etude locale en (1,1)

0 —1

Les valeurs propres sont purement imaginaires, Dans ce cas,
on ne peut pas conclure, la partie réelle des valeurs propres est

nulle.
NS
IPB
ENSTBB
BORDEAUX
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Plan

e Etude des systemes différentiels non linéaires

e

s NS

@ Etude géométrique 13
ENSTBB
BORDEAUX
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Définition
On appelle isocline d'un SD Y’ = F(Y) un domaine de I'espace
(courbe en 2D) telle y; = cte pouruni e {1,---  k}.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Définition

On appelle isocline d'un SD Y’ = F(Y) un domaine de I'espace
(courbe en 2D) telle y; = cte pouruni e {1,---  k}.

On s’intéressera souvent aux isoclines nulles en 2D.

C. Nazaret Modélisat



Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Définition
On appelle isocline d'un SD Y’ = F(Y) un domaine de I'espace
(courbe en 2D) telle y; = cte pouruni e {1,---  k}.

On s’intéressera souvent aux isoclines nulles en 2D.

Proposition
Un point stationnaire d’un SD est l'intersection des isoclines
nulles du systéme.

Nazaret Modélisat



Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Etude des systémes différentiels non linéaires :
Point stationnaire
Etude géométrique

Les isoclines du systéme proie-prédateur précédent sont

U=0su=00uv="1

et

V=0&v=0o0uu=1
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Etude des systémes différentiels non linéaires :
Point stationnaire
Etude géométrique

Une orbite qui coupe une isocline nulle posséde en ce point
une tangente parallele aux axes.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Etude des systémes différentiels non linéaires :
Point stationnaire

Etude géométrique

Exemple

Une orbite qui coupe une isocline nulle posséde en ce point
une tangente parallele aux axes. Ensuite, dans le quadrant
u> 0 etv >0, on peut déterminer 'ensemble des points (u, v)
telsqueu >0,u <0,v >0etv <O0.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Une orbite qui coupe une isocline nulle posséde en ce point
une tangente parallele aux axes. Ensuite, dans le quadrant
u> 0 etv >0, on peut déterminer 'ensemble des points (u, v)
telsqueu >0,u <0,v >0etv <O0.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Le point (1,1) est un centre, les orbites sont fermées au
voisinage de (1,1).

Etude des systémes différentiels non linéaires

(] Tl e h

=% o7\

=@
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Définition
Un domaine Q est dit positivement invariant par un SD si une
solution partant de Q) reste dans Q2 pour tout temps t positif.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Définition

Un domaine Q est dit positivement invariant par un SD si une
solution partant de Q) reste dans Q2 pour tout temps t positif.

On s’intéressera souvent a Q = R?*+ (populations positives).
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Exemple
Le systéme proie-prédateur

th’ = u(1-v)

v

i viu—1)

pour avoir du sens doit vérifier que u(t) > 0 et v(t) > 0 pour
tout t > 0.
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Définitions : systeme diff. non linéaire
Définition : Probleme de Cauchy
Existence et unicité

Point stationnaire

Etude géométrique

Etude des systémes différentiels non linéaires

Exemple
Le systéme proie-prédateur

du
y = U(1 - V)

v
— = vu-1
o (u—-1)
pour avoir du sens doit vérifier que u(t) > 0 et v(t) > 0 pour
toutt > 0. Soient f(x,y) =x(1—y) etg(x,y)=y(1 —x). Si
x = 0 alors f(x, y) = 0, donc I'axe des ordonnées est invariant :
"si on est sur la droite x = 0, on va y rester". De méme si
y = 0, l'axe des abscisses est invariant. Cela entraine que tout
le quadrant positif est invariant (car deux solutions ne peuvent
pas se couper).
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