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Chapitre 1

Calcul d’intégrales : rappels

Le but de ces pages n’est pas de faire un cours exhaustif sur le calcul intégral mais de rappeler
quelques principes fondamentaux dont nous aurons besoin par la suite.

1.1 Intégrales de Riemann

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée sur [a,b], avec a < b, et soit une subdivision réguliere de
l'intervalle [a, D]
b—a

Xo=a<x <X - <Xy, <b=x,41 xp+1—xp:m.

Sur [xp, po], on choisit un point 6, arbitraire et on forme :

x0=a B, xl 8] x2 8, x3 8, xd=h >

Définition 1.1.1. On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si ¥ tend vers une limite finie I,
quelque soit le choix des 0, lorsque le nombre des x, tend vers oo. Alors on note

/ahf(x)dx =1

Théoréme 1.1.1. o Si f est monotone bornée sur [a, ], alors f est intégrable sur [a, ).
e Si f une fonction continue sur [a,b], alors f est intégrable sur [a, b].

Définition 1.1.2. Soient F et f deux fonctions définies sur une partie I de R. On dit que F est une primitive de
f si F est dérivable sur I et si F' = f.

Proposition 1.1.1. Si F est une primitive de f sur un intervalle I et si C est une constante alors F 4 C est
une primitive de f sur 1. Réciproquement, toutes les primitives de f sur I sont de la forme F + C oit C est une
constante.



6 CHAPITRE 1. CALCUL D'INTEGRALES : RAPPELS
1.2 Procédés généraux d’intégration

1.2.1 Reconnaitre une dérivée

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Si F est une primitive quelconque sur [a, b] alors

[ fttyie = Fw) ~ Fa) = [FO)L

Exemple :

In2 et p )
—dt = .
/0 et +1 n3

Tableau de primitives

fonction dérivée
u(x) nu !
sinu u' cosu
cos U —u'sinu
u/
tan u W' (1+tan’ u) = —
cos? i
M,
cotu | —u'(1+4cot?u) = ———
i sin“ u
i u
arcsin u S
V1—u?
u/
arccos u —_—
v1—u?
t w
arctan u G
1+ u?
exp u u expu
7
u
In |u| —
u
cosh u u' sinh u
sinh u u' coshu
2 u’
tanhu | u'(1 —tanh"u) = ———
cosh” u

1.2.2 Intégrer par parties

Soient f et ¢ deux fonctions dérivables sur [a,b] et telles que f'¢ et f¢’ soient continues sur [a, b].
Alors

b b
| Fgwa = rgeli - [ pog'ta.
Exemple :

2 By 2
/1 ln(t)dt:[tln(t)h—/l dt = 21n(2) — 1.

1.2.3 Changer de variable

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et soit ¢ une fonction de classe C! sur un intervalle
[, B] telle que ¢([a, B]) C [a, b]. Alors

B , e
[ Fotygwan= [* % pwar
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ou si ¢ est bijective

9~ (a)
Exemples :
1 g ) L
1. Pour calculer I = / A+er on peut poser f = tan(u) = ¢(u), ¢ étant de classe C* sur l'inter-
0
valle [0, F]. On a alors ¢'(u) = 1+ tan®u, f(t) = (1512) .D’ou
7/ 1+tanu / cos? udi — /4 1+c052udui[z sin2u]g77r+2
(14tanZu)2 ) 2 — 17 7 Jo =73

3
2. Pour calculer [ = / cos® t sin? tdt, on peut faire le changement de variable u = sin t en écrivant
0

3 1 3,5
— [ 71— sin2 ) gin2 _ 204 2vg, W w2
I= ./0 (1 —sin” ) sin” t cos tdt = /0 u (1—u)du = [73 = 1§ = =
3. Si on fait le changement de variable u = ¢(t), alors 'élément différentiel du est transformé en

¢ (t)dt et il faut faire atttention aux changements de bornes.

1.2.4 Intégrer des fractions rationnelles

On veut intégrer la fraction
R(x) = L&)
Q(x)
oll P et Q sont des polynémes. On décompose la fraction rationnelle en éléments simples. Une décom-
position en éléments simples sur R fait intervenir trois types d’éléménts :
ler type : 1a partie entiére C’est un polyndéme dont on connait les primitives.

2eme type : les éléments simples de 1ére espéce Ce sont des fractions de la forme : G Or
1 1
: - C i 1
[Zn=) w7
(x—a) In|]x —a|+C sin=1.
b
3eme type : les éléments simples de seconde espéce Ce sont des fractions de la forme #
(x2 4+ px +q)"

avec p? —4q < 0.
Exemple :
= /2 L
Ch (t+D(E+2)

On décompose en éléments simples la fraction rationnelle :

1 1 1
(t+1)(t+2)  (t+1) (t+2)

On integre
=[In|t+1] —In|t+2[]? =2In3 - 3In2.
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Chapitre 2

Equations différentielles : rappels

On rappelle ici quelques types classiques d’équations différentielles du premier ordre et du second
ordre pour lesquelles on sait ramener le calcul des solutions a des calculs de primitives.

2.1

2.1.1

a)

b)

c)

2.1.2

Equations du premier ordre

Equations a variables séparées

Equations du type y'(t) = f(t) ou f : I — R est continue.
Les solutions sont données par y(t) = F(t) + A ot A € R et ot F est une primitive de f sur I.
Equations du type y/(t) = ¢(y) ot ¢ : ] — R est continue.
-Notons y; les racines de g(y) = 0 dans I'intervalle J. Alors y(t) = y; est une solution évidente de
I'équation.
-Dans {(t,y);8(y) # 0}, ona
. —

&)
Les solutions sont données par G(y) = t +A ot A € Retou G est une primitive de 1/g sur chaque
ouvert Jy;;yj1[. Comme G’ = 1/g et que g est de signe constant sur |y;;y;,1[ (car g est continue
et ne s’annule pas), on en déduit que G est une application continue strictement monotone sur
1yj;yj+1[ Par conséquent G étant bijective sur cet intervalle, on peut exprimer y en fonction de ¢ :

y'(t) = g(y)

y(t) =G 1 (t+1) AER.

Cas général des équations a variables séparées y'(t) = f(t)g(y) ou f et g sont continues.
-5i g(y;) = 0, alors la fonction constante y(t) = y; est une solution évidente de 1’équation.

-Dans {(£,y);8(y) # 0}, ona

v = f(B)gly) = g‘g) — F(b)t.

Les solutions sont données par G(y) = F(t) + A o A € R et F (resp. G) est une primitive de f
(resp. 1/g). Comme G est une application strictement monotone sur Jy;; y;; 1], on obtient

y(t) =G Y F(t)+A) AER.

Equations linéaires

Ce sont les équations de la forme

(E) :y'(t) = a(t)y(t) + b(t)

oua,b: I — R sont des fonctions continues.
Supposons que 1’on connaisse une solution particuliere y; de (E), alors par soustraction on obtient :

y'(1) = ya(t) = a(t) (y(t) — (1))

9
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c’est-a-dire que z(t) = y(t) — y;(t) vérifie 'équation sans second membre

(E0) : Z/(t) = a(t)z(t).
Inversement, si z est solution de (EQ), alors y = z + y; est solution de (E).

Théoréme 2.1.1. La solution générale de (E) s’écrit y = y1 + z oit yy est une solution particuliere de (E) et ot
z est la solution générale de (EO).

a) Solutions de (EO)
Comme f(t,z) = a(t)z est continue, de dérivée partielle %(t,z) = a(t) continue, on sait que
le probleme de Cauchy admet une unique solution en tout point (t,zp). Comme z(t) = 0 est
solution de (EQ), aucune autre solution ne peut s’annuler en un point quelconque de I. On peut
donc écrire

=a(t) ©hn|z(t)|=Al)+C
ol A est une primitive a et C € IR. On en déduit
|2(£)] = e“ exp(A(t)).
Comme z est continue et ne s’annule pas, son signe est constant. On a donc
z(t) = Aexp(A(t)) A €R.

Inversement, les fonctions définies par z(t) = A exp(A(t)) avec A € R sont solutions de (EO0).
Théoreme 2.1.2. Les solutions maximales de (EQ) sont de la forme z(t) = Aexp(A(t)) avec A € R
b) Recherche d’une solution particuliere de (E)
On peut utiliser la méthode dite de variation de la constante, c’est-a-dire que 1’on cherche y; sous
la forme
y1(t) = A(t) exp(A(t)) ou A est dérivable.

En dérivant, on obtient
yi(t) = A'(t) exp(A(t)) + A(t)a(t) exp(A(t))
donc y; est solution de (E), si l’on prend
A (t) exp(A(t)) = b(t)

soit

M) = /ttb(s) exp(—A(s))ds.

0
Exemple 2.1.1. Pour résoudre I'équation différrentielle du ler ordre a coefficients non constants suivante

xy'(x) + 2y(x) = sin(x) y(r) = % x>0

on commence par résoudre I'équation homogene (ou sans second membre) 4 savoir
— Equation homogene :

xy' (x) +2y(x) = 0.

La fonction y(x) = 0 est solution. Supposons y(x) # 0 et réécrivons I'équation sous la forme

y(x) _ 2
y(x) — x
En intégrant on obtient
In|y(x)] = —2Inx +C.

En composant avec la fonction exponentielle (réciproque de In), on obtient que (toutes) les solutions de
I'équation homogene s’écrivent
mlx) = 5.
2
(on peut enlever la valeur absolue car yy, ne change pas de signe : elle est soit toujours positive soit toujours
négative, son signe est contenu dans A = +e©).
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— Equation complete :

xy' (x) + 2y(x) = sin(x)
on cherche maintenant une solution particuliére de I'équation compleéte par la méthode dite de variation de
la constante ie on cherche y,(x) = % (ie la constante de y;, devient une fonction de x). On calcule la

) N (x)x%2—2xA(x)
= T

dérivée de y : i, (x - . On substitue dans I'équation :

M (x)x% = 2xA(x Ax
200 | p)r)

Xy, (x) +2yp(x) = x

Apres simplification, on obtient
A (x) = xsin(x).

On calcule une primitive de A (en intégrant par parties ici)
A(x) = sin(x) — x cos(x).
Par conséquent, on a

_ sin(x) — xcos(x)

yp(x) =

2
Les solutions de I'équation sont donc

sin(x) —xcos(x) A

y(x) = () +ypl) = SRR

— Prise en compte de la condition initiale y(r1) = L
De la condition initiale et de I'expression de y trouvée précédemment et évaluée en x = 7, on tire A = 0.
La solution du probleme de départ est donc

y(x) = sin(x) —xzx cos(x)

2.1.3 Equations se ramenant a des équations linéaires

a) Equations de Bernoulli
Ce sont les équations de la forme

(E) =y (t) = p()y(t) + q(t)y*(t)

o € R—{0,1} et p,q: I — R sont des fonctions continues.
On se place dans {(t,y);y > 0}, en multipliant par y~%, on obtient

(B) &y = pey' = +q0).

Posons z = y!* alors & = (1 —a) %y, d’on

(E) & 2 = p()z+q0)

On est donc ramené a une équation linéaire en z.

2.2 Equations du second ordre a coefficients constants

Ce sont des équations de la forme :

(E): ay”+by +cy=f(t)

ol 4, b, c sont des constantes (2 non nulle) et f une fonction continue.
Nous ne donnons ici que la méthode : comme pour les équations du ler ordre, on résout 1’équation sans
second membre et on cherche ensuite une solution particuliere de I’équation (E).
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a) Solutions de I’équation sans second membre (ESSM) (EO)

(E0): ay”+by' +cy=0

On cherche les racines de 1'équation caractéristique : ar? + br + ¢ = 0. Soit A son discriminant.
e A > 0:l'équation caractéristique admet deux racines réelles r1 et r,. La solution générale de
(EO) est:

y(t) = Ae"! 4+ Be™' avec A et B constantes.

e A = 0 :l'équation caractéristique admet une racine doubles ry. La solution générale de (EOQ)
est:
y(t) = (At + B)e’®" avec A et B constantes.

o A < 0:1'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées & & i8. La solution
générale de (EO) est :

y(t) = (Acos(Bt) + Bsin(Bt))e™ avec A et B constantes.

b) Recherche d’une solution particuliere de (E)
On cherche une solution particuliere d’apres la forme du second membre ou par la méthode de
variation de la constante.
La solution générale de (E) est la somme de cette solution particuliere et de la solution de I'ESSM.



Chapitre 3

Calcul matriciel : rappels.

R est 'ensemble des réels. On désigne par R” I'ensemble des vecteurs x formés de n composantes
X1,X2, - , Xy o x; € R. On utilisera la notation vecteur colonne suivante :

X1
X2

Xn

3.1 Définition des matrices sur R

Définition 3.1.1. On appelle matrice A a n lignes et p colonnes une famille de np éléments de R.

Onlanote: A = (ai) (i jye {1, myx {1, p} = (4ij)
On représente A sous forme de tableau

VR b VA

a1 A -+ Ay o App
A=

aip dip v i st dip

1 An2 - Apj -0 dnp

Les éléments a;; sont appelés les coefficients de la matrice.

L'ensemble de toutes les matrices d’ordre (1,p) (n lignes et p colonnes) sur R se note M, ,,) (R).

Cas particulier : si n = p, on dit que la matrice est carrée d’ordre 7. On notera M, (R) I'ensemble
des matrices carrées d’ordre 7.

Définition 3.1.2. matrice colonne - matrice ligne
Une matrice d’ordre (1, p) est dite matrice ligne.
Une matrice d’ordre (n, 1) est dite matrice colonne (on appelle aussi souvent vecteur une matrice ligne ou colonne).

Exemples :
1
A= (1 2 3) B= 2

3.2 Opération sur les matrices
— Somme de deux matrices de M, ,)(R)

13



14 CHAPITRE 3. CALCUL MATRICIEL : RAPPELS.

Soient A € M, ,)(R) et B € M, ,)(R)
A+B=Ce M, (R)
ouC = (Cij)(i,j)e{l,~--,n}><{1,---,p} avec cjj = ajj + b,‘j.
Attention, on ne peut additionner deux matrices que si elles sont de méme ordre.
— Produit d’une matrice de M, (R) par un réel

Soient A € Ret A € M, ,)(R)
AA = (/\a,])

— Produit d'une matrice de M, ,)(R) par une matrice de M, ;) (R)
Soient A € M, ,)(R) et B € M, ,)(R)

AxB=AB=Ce¢g¢ M(n,q)(]R)

P
ouC = (Cij)(i,j)e{l,~--,n}x{l,---,q} avec ¢jj = Z aikbkj‘

k=1
1
1 21
as {2a) - (311

1 4 5
AB = 3 10 11 BA = (; 1;)
0 4 8

Remarque 3.2.1. Le produit matriciel n’est pas commutatif (en général, AB # BA).

Exemples :

BN

3.3 Matrices associées a une matrice A = (a;;) de M, ,)(R)

— La matrice tranposée de A est la matrice notée A = (b;;) de M) (R) telle que
V(l,]) b1] = {1]‘,*.

1 2
A= <3 4) am (332)
5 6
— Une sous-matrice de A est une matrice obtenue a partir de A en supprimant un certain nombre
de lignes et un certain nombre de colonnes.

Exemple :

3.4 Quelques matrices particulieres de M, (R)

Soit A une matrice carrée d’ordre n.
— Une matrice carrée A est diagonale si a;; = 0 pour i # j.
On appelle matrice identité notée I, la matrice diagonale d’ordre n dont les termes diagonaux

sont égaux a un. Exemple : n = 3
100
Iy = ( 010 )
0 01

— Une matrice A est triangulaire inférieure sia;; = 0 pouri < j.
— Une matrice A est triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j.
— Une matrice A est symétrique si A =' A c’est-a-dire V(i,j) a;; = aj;.
Exemples :
triangulaire inférieure triangulaire supérieure symétrique

4 0 O 4 0 -2 1 2 3
B=|5 -2 0 C=(0 -5 4 D=2 5 6
1 8 -1 0 0 1 3 6 9
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3.5 Rang et noyau d’une matrice

Etant donnée une famille de vecteurs (matrices d'une seule ligne ou colonne), les vecteurs de la
famille sont linéairement indépendants, ou forment une famille libre, si la seule combinaison linéaire de
ces vecteurs qui soit égale au vecteur nul est celle dont tous les coefficients sont nuls. Cela revient a dire
qu’aucun des vecteurs de la famille n’est combinaison linéaire des autres. Dans le cas o1 des vecteurs ne
sont pas linéairement indépendants, on dit qu'ils sont linéairement dépendants, ou qu’ils forment une
famille liée.

Définition 3.5.1. On dit que les p vecteurs (matrice-colonne) v; =t (vj, ..., vs,), i = 1..p sont linéairement
indépendants si
o1+ ..+ apvy =0&a;=...=a, =0

(a101 + ... + apv) s'appelle combinaison linéaire des p vecteurs). ce qui veut dire qu’on ne peut pas écrire un
vecteur en fonction des autres.

Exemple 3.5.1. Les trois vecteurs v; = (4,2,1,3), v = (2,0,3,0) et vs = (6,2,4,—3) sont linéairement
indépendants. Pour le vérifier, il suffit de résoudre ajvq + apvy + azvs = 0 ce qui est équivalent au systéme

4a, +2ap +6a3 =0
2a1 4+ 0ay +2a3 =0
a1 +3ap +4a3 =0
3a1 +0a, —3a3 =0

dont la seule solution est a1 = ap = az = 0.
Soit A une matrice d’ordre (n, p).

Définition 3.5.2. On appelle noyau de A, noté Ker(A)
Ker(A) = {x e RF/Ax = Ogn }

Proposition 3.5.1. Le systeme Ax = Orn admet toujours x = Orp comme solution.

1 21
Exemple 3.5.2. Soit D = | 2 3 2 |.Pour déterminer son noyau, il suffit de résoudre
111
1 21 X1 0
2 3 2 X2 | = 0
111 x3 0

ce qui est équivalent au systéme
x1+2xy+x3=0
2x1+3xp4+2x3 =0
X1 +x34+x3=0
On obtient donc
Ker(D) = {(x1,x0,x3) €ER3/ x,=0;, xo+x3=0}
{(u,0,—u) VYu e R}
{u(1,0,—-1) VYu e R}

Définition 3.5.3. On appelle dimension du noyau de A, noté dim(Ker(A)), le nombre de vecteurs linéairement
indépendants nécessaire pour décrire tous les éléments de I'ensemble.

Dans I'exemple précédent, tous les élements du noyau s’écrivent comme u(1,0, —1) (un seul vecteur
est donc nécessaire pour décrire ’ensemble). La dimension du noyau est donc dim(Ker(D)) = 1
Soit A une matrice d’ordre (1, p).

Définition 3.5.4. On appelle rang de A, noté rang(A) le nombre maximal de vecteurs lignes (ou colonnes) de A
linéairement indépendants.
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Exemple 3.5.3.

1 -1 -1 0 0

0 1 0o -1 0

0 O 1 -1 0

0 O 0 1 -1

Le rang de S est 4. En effet les 4 vecteurs ligne (1,—1,—1,0,0), (0,1,0,—1,0), (0,0,1,—1,0) et (0,0,0,1, 1)
sont linéairement indépendants.

Soit A une matrice d’ordre (n, p).

Théoréme 3.5.1. Théoréme du rang

rang(A) + dim(Ker(A)) = p

3.6 Déterminant et rang d’une matrice carrée

Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre .
Notons A;; la sous matrice A;; obtenue a partir de A en supprimant la ligne i et la colonne j.
Définition 3.6.1. On appelle déterminant d’une matrice A de M,y (IR) un nombre noté det A ou encore

a aip ... dip
ar1 dyp ... dyn

que I'on calcule de la facon suivante :

an1 A2 ... Onn
pour une matrice 1 x 1
detA = ai
pour une matrice 2 X 2
a1 a2
= a11d22 — az1412
a1 a2

pour une matrice d’ordre > 2, on développe suivant une ligne ou une colonne : par exemple suivant la ligne i

a1 441 . . . A1y

ay1 dyp . . . Ay

. b | = (—1)"aj det Ajy + (—1)"2ap det Ajp + - - - + (—1)"a;, det A,
il in

a1 4n2 . . - Adpn

Remarque 3.6.1. En dimension 3, on peut utiliser la régle de Sarrus (en n’oubliant pas qu’elle ne s’applique pas
a un autre ordre).

a d g

b e h | =aei+dhc+gbf —ceg— fha —ibd.

c f i

Exemple :
1 2 3
31 2 3 2 3

2 31 —’ ‘—2‘ ’+3‘ ’——18
31 2 1 2 1 2 31

Théoréme 3.6.1.
1. Siune colonne (ou ligne) est nulle, alors det A = 0.
2. Sideux colonnes (ou lignes) sont égales, alors det A = 0.

3. Sion échange deux colonnes (ou lignes), on multiplie det A par -1.
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cE - . . Cn . ¢+ }\C]' . Cn
ar - . . din ayr . a1+ /\111]' . a1y
4. ’ ’ .
= |. . VAeR Vj#i
anl nn Ayl - Api + )\unj - fAnn

5. det(cy, -+ ,b+Acj, -+ ,cp) = Adet(cy, -+ ,¢i, - ,0n) +det(cy, -+, b, ,cn).

Exemple :
1 2 3 1 0 0 1 _5
2 31 =12 -1 -5| = 5 _7| = —18
31 2 3 -5 -7

Théoreme 3.6.2.

1. detl, = 1.

2. Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments qui sont sur sa diagonale.
3. det(AA) = A" det A.

4. det(AB) = det Adet B = det(BA).

5. det(*A) = det A.

Définition 3.6.2. Le rang de A est égal au plus grand ordre des sous-matrices carrées de A de déterminant non

nul.
Exemples :
3
1
2
g3

Comme det(A) = —18 # 0, alors la matrice A est de ran,

3 0 =3
B = 3 0 -3
-3 0 3

Comme det(B) = 0 (car la deuxieéme colonne est nulle), la matrice B est de rang strictement inférieur a
3. De plus, tous les sous déterminants d’ordre 2 étant nuls (il y en a 9)

30 3 -3 0 -3 30
3 0 3 -3 0 -3 -3 0

= = = ::0/

le rang de B est égal a 1. En revanche, le rang de la matrice C ci dessous est 2.

3 0 -3
C= 30 3.
-3 0 3

3.7 Inverse d’une matrice carrée

3.71 Définitions et théoremes

Définition 3.7.1. Soit A € M, (R). On dit que A est inversible s'il existe une matrice B € M, (R) telle que
AB = BA = 1I,.

On appelle B matrice inverse de A et on la note A1

Théoreme 3.7.1. det A # 0 < A est inversible.
De plus si A est inversible alors det(A~!) = (det A) .

Définition 3.7.2. On appelle matrice des co-facteurs com(A) la matrice de coefficients
Cij = (—1)i+j det A,]
Théoréme 3.7.2. Sidet A # Oalors A~! = (det A)~! fcom(A).
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3.7.2 Meéthodes de calcul de I'inverse

Méthode utilisant 1a matrice des co-facteurs :

111
Exemple : calcul de l'inversedeB= | 1 2 3
010
-3 0 1 -3 1 1
detB = -2 com(B) = 1 0 -1 fcom(B) = 0 0 -2
1 -2 1 1 -1 1
-3 1 1
douBt=-11 0 o0 -2
1 -1 1
Méthode : inversion d’un systéme
xt+ty+z=a x+z=a—c xX+z=a-—c
x+2y+3z=b <+ y=c = y=c
y=c x+3z=b—2c 2z=b—-2c—(a—c)
X+y+tz=a X+z=a-c X+z=a—c
x+2y+3z=b <<= y=c = y=c¢
b—a—c
y=c 2z=b—a—c -—
3 1,1
x+ty+z=a x=za-3b—>c
X+2y+3z=0 <= y=c
— b—a—c
y_C pr—
: 2
3 1 1
x a 2 T2 T2
On sait que si B est inversiblealors | y | =B~ b | douB™!= 0 0 1
1 1 1
z ¢ 2 2 T2

Méthode du pivot de Gauss-Jordan :
On associe a la matrice A a inverser la matrice I,;. On transforme simultanément A et I,, par les mémes
applications élémentaires, seulement sur les lignes (ou seulement sur les colonnes). Le but est de trans-
former A en I, le transformé de I,; correspondant est I'inverse de A.

Exemple : calcul de I'inverse de B.

11 11]100 1111]100 -
123|010 Laols (010 00 1 fezlorly
010|001 1 23]010
11 1 10 0 R 111]1 0 0 .
010 00 1 01 0|0 0 1
01 2|-110 00 2]-11 -1
111 10 0 . 110 3 -1 1 .
010 0 0 1 L 010 0 0 1 =t
001 ]-3 1 -} 001 ]-3 3 -
100 ¥4 - ;-1 -
010 0 0 1 dou B! = 0 0 1
0014 § -+ % -

Explications : les opérations élémentaires sur les lignes reviennent a multiplier a gauche la matrice
par une matrice élémentaire. Par exemple la premiére opération (permutation des lignes 2 et 3) peut
s’écrire par P; B o1 P est la matrice

1 00
Ph=10 01
010
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Les 7 opérations élémentaires successives sur B et I s’écrivent donc
Py PsPsPy P3P, Py B | P;Pg Ps P4 P3Py Py 1
Or comme P;P4P5PyP3P,P;B = I et B"!B = I, on en déduit que

B~ = P,PsPsPy P3P Py
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Chapitre 4

Fonctions de plusieurs variables

4.1 Introduction

On peut définir des fonctions d’un sous-ensemble D C R” dans R. A chaque point x = (x1,...,xy)
de D, on associe au plus un point de IR. Ces fonctions s’appellent fonctions réelles.

C’est par exemple le cas lorsque 1'on construit une carte des pressions, des altitudes, ou des tempéra-
tures sur un domaine a deux ou trois dimensions.

On peut définir les applications de R" dans IR?, il suffit de se donner p fonctions réelles fi, ..., f, de
n variables réelles (x1,...,xy).

4.2 Domaine de définition, représentation graphique

Comme dans R, I'ensemble des points qui ont une image par la fonction f s’appelle le domaine de
définition de la fonction Dy.

Exemple 4.2.1.
1

o) = g

Nous pouvons représenter les fonctions de 2 variables en donnant la représentation graphique du
graphe :

Dy = R\{(0,0,0)}

Graph(f) = {(x,y,2) € DxR f(x,y) =z}

Ceci nous donne un graphique dans R3

Exemple 4.2.2. maple!

fi=(x,y)—>x"2%exp (- (x"2+y"2))+y~2/100+x~3/1000;
plot3d(f (x,v),x=-3..3,

1. maple est un logiciel de mathématiques de calcul formel

21
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4.3 Normes
On considérera dans ce paragraphe :
E=R"={(x1,...,x,), Vie{l,...n} x; € R}.

Définition 4.3.1. On appelle norme sur E toute application de E dans R™, x — || x|| qui vérifie les trois propriétés
suivantes :

1.
x| =0=x=0
2.
VAER [Ax] = [l
3.

eyl < {l[ + [yl
Le premier axiome est appelé axiome de non-dégénérescence et le troisieme, inégalité triangulaire.

Remarque 4.3.1. Si x = Qalors ||x|| = ||0x|| = 0||x|| = 0, dont on déduit ||x|| = 0.

On peut prendre un espace vectoriel sur €, dans ce cas la valeur absolue utilisée dans le deuxieme axiome est
remplacée par le module.

(E, || - ||) s’appelle un espace vectoriel normé.

Les trois normes les plus usitées sur R” sont les suivantes :

1.
n
el = Y [xil
i=1
2.
n
lxll2 = 4 Y 7
i=1
3.

[x]lo = max |x;|
i=1,..,n

=1,...,

Ces normes sont des cas particuliers de la famille générale suivante :
n
el = {2 |xil?

i=1

Définition 4.3.2. On dit que deux normes Ny et Ny sont équivalentes s'il existe deux constantes c et ¢’ supéri-
eures a 0 telles que
Vx € R" ¢Ni(x) < Na(x) < 'Nyp(x).

Théoréme 4.3.1. Toutes les normes sur R" (ou sur un espace vectoriel de dimension finie) sont équivalentes.

4.4 Continuité

Dans ce qui suit, nous noterons f une fonction définie de D C IR" & valeurs dans R. On peut définir
comme dans R la notion de limite en un point. Pour ce faire, il faut que 1’on puisse quantifier la proximité
des points de D C IR". On utilise les normes. Nous pouvons alors calquer la définition de R :

Définition 4.4.1. On dit que f admet une limite | au point a € D C R" si et seulement si :
Ve>03dnp>0VxeD |x—a||<y=|f(x)—-1]<e

On peut alors définir la continuité en un point d"une fonction de plusieurs variables en transposant
la définition réelle qui dit qu'une fonction est continue en un point si la limite au point est égale a la
valeur au point.
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Définition 4.4.2. On dit que f est continue au point a € D C IR" si et seulement si :
Ve>03dy>0VxeD |x—a|| <yp=|f(x)—f(a)] <e
Remarque 4.4.1. Toutes les normes étant équivalence dans E, cette définition est donc indépendante de la norme.

Exemple 4.4.1. Continuité en (0,0) :
1.

f(xl,xz) = X% + X%.

On choisit la norme euclidienne pour majorer | f(x) — f(0)|.
f(x) = £(0)] = |aF +23 — 0] = [|x — O]3.
Donc Ve > 0 en prenant 1 = /€, on a

Vx € R* [x—0[l2 <y = |f(x) - f(0)] <e.

fx1,x2) = x1.

On choisit la norme 1 pour majorer | f(x) — £(0)].
[f(x) = £(O)] = [x1 = O] < [x1] + |x2| < [|lx = Ol
Donc Ve > 0 en prenant n = €, on a

vx e R? [lx—0l2 <y = [f(x) — f(0)| <e.

f(xllxz) = X1X2.

(x1 — x2)% > 0 donc x% + x3 > 2x1%7,
Lo 2 1 2
f(x) = f(O)] = 12 — O] = 5[ (x1 + x3) — O] < S [[x — O[|2.

Donc Ve > 0 en prenant § = \/2¢,0ona

Vi € R* [lx—0ll2 <y = |f(x) - f(0)| <e.
Proposition 4.4.1. Reégles de continuité
Soient D C R™ un ouvert et f et g deux applications réelles sur D. Soit a € D alors si f et g sont continues en a :
— f + g est continue en a.
— fg est continue en a.
— g est continue en a si g(a) # 0.
On fit que f est continue sur D si et seulement si f est continue en tout point a de D.
Si f et g sont continues sur D :
— f + g est continue sur D
— fg est continue sur D

— g est continue en tout point de D = {x € D | g(x) # 0}.

On ne peut pas généraliser la notion de limite droite et gauche (respectivement continuité a droite et
a gauche) car il y a a priori une infinité de directions possibles.
Mais on peut généraliser la propriété suivante connue pour les fonctions d’une variable

Proposition 4.4.2. f est continue en xg si et seulement si pour toute suite (x,),en (constituée d'éléments
appartenant a D) qui converge vers xo, la suite (f(xn))nen converge vers f(xo).
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Exemple 4.4.2.

x2

flxy) = m

f est continue sur R®\{(x,y)/x* +y> = 0} = R?\{(0,0)}, on regarde ce qui ce passe en (0,0). Les deux

suites (xp)nen+ = (0, 1)yens et (Yn)nens = (3, 1) en+ convergent vers (0,0). Et Vn € N*, f(0,1) = 0.

n

Mais Vn € N*, f(1, 1y = 1 Par conséquent (f(xn))nen et (f(yn))nen+ ne tendent pas vers une méme

valeur. Donc f n’admet pas de limite en (0,0).

Exemple 4.4.3.

__ Yy
f(x/]/) - x4+y2

f est continue sur R?\{(0,0)}, on regarde ce qui ce passe en (0,0). On remarque que f(0, 1) = f(1,0) =0,
donc si la limite existe, elle vaut 0.

- 11 , o
Mais Jgr(}of(a, ﬁ) = 1donc f n’admet pas de limite en (0,0).
Exemple 4.4.4.
X%y
f(x,]/) - x4+y2

f est continue sur R?\{(0,0)}, on regarde ce qui ce passe en (0,0).

1 1 1
On remarque ;}grgof(o, —) = lim f(;,O) = nlgrc}of( ) = 0, donc si la limite existe, elle vaut 0. Mais

11 1 " e n'n
’}grgo f(;, ?) =5 donc f n’admet pas de limite en (0,0).
Exemple 4.4.5.
22
flxy) = m

On suppose que la valeur en (0,0) est donnée et vaut 0.

f est continue sur R?\{(0,0)}, on regarde si la limite en (0,0) est égale a la valeur en (0,0).

On commence par construire |f(x,y) — f(0,0)|, puis on cherche a majorer ce terme en faisant apparaitre
[1(x, y) = (0,0)]].

On sait que :

2 <24y et que y? <24y

donc le numérateur est majoré par || (x,y) — (0,0) |4, donc le tout est majoré par ||(x,y) — (0,0) |%. 11 suffit alors
de choisir dans la définition n = /€ pour démontrer la continuité en 0.

4.5 Dérivabilité

4.5.1 Dérivée partielle

Soit f une fonction définie de D C IR" a valeurs dans IR. On consideére un point x dans le domaine
D.

Définition 4.5.1. On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a x; en x = (X1,...,Xn) si et seulement
si la limite suivante existe :

llm f(xll .. 'Ixi—ll xi + hlxi+l/ .. '/x}’l> - f(xl/ .. '/xi—llxi/ xi+1/' . -/xn)
h—0 h

On note cette quantité :
of
axl-

Exemple 4.5.1. Calculer les dérivées partielles en (1,1) de la fonction :
flry) =2 +xy
(1+h)?2+(1+h)—1241 K2 +3h

h h

(x1,..., %)

La limite donne 3.
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Pratiquement cela revient a regarder uniquement la fonction en la variable x; et a considérer les

. . )
autres variables comme des constantes. Si on calcule Fr

3 en prenant (x,y) = (1,1).

N

(x,y) on trouve : 2x 4 y, et on retrouve la valeur

Définition 4.5.2. Soit f une fonction de D C IR" i valeurs dans R admettant des dérivées partielles en a =
(a1,...,a,). On appelle gradient de f en a et on note V f(a) le vecteur ligne des dérivées partielles :

Vi) = (L),

axl

L .

T oxy,

Définition 4.5.3. Si f est une fonction de R" dans RP, le gradient est remplacé par la matrice jacobienne :

() 9 (a)
]f(ﬂ) = : :a
a{B;( a) e (a)

On range donc, dans une matrice, les gradients des p fonctions qui définissent f.
On peut aussi regarder la fonction de plusieurs variables définie par :
of
X1 Xn) = 5 —(X1,..., X
( 1 ) p) X; ( 1 11)
et étudier les propriétés de continuité d’une telle application. On peut faire des dérivées successives,
cela revient a dériver les fonctions :

d
(x1,...,%0) = Byjc:(xl""'x")
ainsi : )
0
T ()
0x;0x;

est la jeme dérivée partielle en x de la fonction a—){ qui est la ieme dérivée partielle de f. On a une dérivée
partielle d’ordre 2.

Théoréme 4.5.1. de Schwartz

2
Soit f une application de A C R" dans R et soit a € A. Soient j et k deux indices de {1,...,n}. Si %aka existe
]

.. . 92 .
dans un voisinage de a et est continue en a, alors ng_ existeetona:
]

0% f _0%f
dax Bxk( a) = 09X 0X; (a)

2 2
Exemple 4.5.2. Pour f(x,y) = 2x> +y*> +xy,ona % = aanyx = 3. L'ordre de dérivation n’importe pas, les
dérivées partielles croisées étant continues.

Exemple 4.5.3.
3

flxy) = si y#0

X2+ 2
f(x,0) =

en dehors du point (0,0) les dérivées partielles sont :

of O 3x%(x? +y?) —2xt
g(x'y) = (x2 + y2)2

of B x3y

ay( ]/) 2 (X2+y2)2
Pf, o xyf (¥ -3y
ox 2( x,y) =—2 (xz —|—y2)3
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By R a)
oxdy (x2 + y2)°
Pf gy = 2 23V
a2 (x2 + y2)°

On regarde en (0,0) la valeur est 0, dans un premier temps on calcule :

lim M =1= %(0,0)
x—0 x ox
Lim f(O0,y) — £(0,0) —0= g(0,0)
x—0 y ay
9 (x,0) — 2L (0,0) >
oy T\ o 0°f
alclgtl) y =0= 0xdy (0,0)
of _ %000 2
lim 3:(0¥) ~ 5:(0.0) = af(O,O)Ilimlzoo.
y—0 y doyox y—=0y

2 2
Les dérivées partielles existent mais ne sont pas continues. Dans ce cas, on n’a pas aay—a/; (0,0) = :Té{y (0,0).
Instructions Maple :

simplify (diff (x"3/ (x"2+y"2),vS$2));
simplify (diff (x"3/(x"2+y"2),%,¥));

On range les dérivées partielles d’ordre 2 dans une matrice nommée matrice hessienne :

Définition 4.5.4. Soit f une fonction de D C R" 4 valeurs dans R. Si f admet des dérivées d’ordre 2 continues
en a, on appelle matrice hessienne de f au point a la matrice suivante :

2 2
%2 a) aiafx] (a)
of Pf
Hf(ﬂ) — .8x1£)x2 (a) o :anaxz (ll)
92 62
(1) .. SE(@)

On remarque que la matrice hessienne est symétrique. On peut utiliser Maple pour faire les calculs :

with(linalg);

A:= vector( [1/(xxy)] );
jacobian (&, [x,v]);
hessian(A[1l], [x,y]);

Exemple 4.5.4. calcul du gradient et du hessien :

f(x,y) = x* +xy +2y* — 3x
Jfoy)=(2x+y -3 x+4y)

2 1
Hf(x,y) = < - >
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_1-x
B Yy l-xy _x _ l-xy
Jr(x,y) = ( Y (xy)? xﬁy (x+y)* )
L l*X}/ o -1 X y 17xy
2o P2 ey e ey
Hf(x/y): C et )_1+ x 4V 4o 1—xy 7 _x 5 l=xy
Y (x+y)* " (xty)? (x+y)® (x+y)* (x+y)’
1
flxy) =x+y—(xy)?
ey = (1= VAGHm 1-1/4505m )
) 3/16 - Loz 1/16 (xy)
Hp(x,y) =

~1/16 (xy) 2% 3/16 e

D’une maniére générale, on peut construire pour une fonction de # variables une dérivée d’ordre k :

k n
of avec thi:k

&1 Xn
ox;'...0xy =

4.5.2 Dérivée
fla+h)— f(a)
h

Cette définition n’est pas extensible aux fonctions de plusieurs variables, on ne divise pas par un vecteur.

Remarque 4.5.1. Soit une fonction f de R dans R. On appelle dérivée en a, notée f'(a), la limite ;llirr}}
=

Définition 4.5.5. Soit f une fonction définie sur QO C R" a valeurs dans R? , soit a € ). On dit que f est
dérivable (ou différentiable) en a si et seulement si

fla+h) = f(a) = f'(a)h+|Ih]e(h)

oil leiumo e(h) = Ogp et f'(a) est une application linéaire de R" dans RP (matrice a p lignes et n colonnes), appelée
%
dérivée (ou différentielle) de f en a.

= f'(a) équivaut a

flath)—f(a)
h

Remarque 4.5.2. Avec une fonction f de R dans R, }llirré
Y

flath) = f(a) = f'(a)h+ [Ih]e(h)

ot lim e(h) =0.
11| =0

2
Exemple 4.5.5. Soit f(x1,x7) = ( 4x1” + xp )

2x1 — XQZ

f(x+h)—f(x) = f(x1+hl/x2+h2 f(xl/x2
_ 8x1h1 + hy + 4h1
N 2]’11 2X2h2 — hz

8x1 + 4]112
—ZXZ hz —thz

2
Posons e(h) = ﬁ ;1212 . En choisissant la norme euclidienne ||h|y = \/h3 + h3, on montre que
—2h
lim e(h) = Oga. On a donc

[[1]]—0

CESE S

—ZXZ
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Théoréme 4.5.2. Soit f une fonction définie sur () C R" a valeurs dans RF, soit a € ). On suppose que f
admet des dérivées partielles continues en a, alors f est dérivable (ou différentiable) en a et

f'(a) = J¢(a).

2
Exemple 4.5.6. Soit f(x1,x3) = ( ;Lil +xx§ ) Ses dérivées partielles sont :
1— X2
ad ad d 9
%(xl,xz) = 8x1, %(xl,xz) =1, %(xl,xz) =2, %(xler) = —2x.

Ces fonctions étant continues sur R2, on a donc

F(x1,72) = J5(x1,7%2) = ( 832 1 )

—ZX2

Remarque 4.5.3.  — La réciproque du théoréme est fausse.
— Lexistence des dérivées partielles en a n’entraine pas la dérivabilité (ou différentiabilité) de f en a.

Remarque 4.5.4. Si f est une fonction a valeurs dans R dont les dérivées partielles sont continues en a alors :

fla+h) = f(a) = Vf(a)h+|[h|e(h)

avec
li h)=0
et
c’est-a-dire que f'(a) = V f(a).
Exemple 4.5.7. Soit f(x1,%2) = x1Xp + x3. Ses dérivées partielles sont : %(xl,xz) = Xy, %(xl,xz) =

x1 + 2x,. Ces fonctions étant continues sur R?, on a donc

f'(x) = Vf(x) = (x2,x1 +2x2)

Théoréme 4.5.3. Si f : A C R" — R est dérivable en a, alors f est continue en a, f'(a) est unique et f admet
des dérivées partielles en a.

Proposition 4.5.1. — Soit f et g deux applications de A C R" dans RP dérivables en a et soit A € R alors :
f + g et Af sont dérivables en a et :

(f+8)(a) = f'(a) + g'(a)
(Af)(a) = Af'(a)

— Soit f une application de A C R" dans RP et soit g une application de A dans R. Si f et g sont dérivables
en a alors gf est dérivable en a et :

(8f)'(a) = f(a)g'(a) + g(a)f'(a)

— Soit f une application de A C R" dans R? dérivable en a et soit g une application définie sur un voisinage
de f(a) = b a valeurs dans R™ et dérivable en f(a) = b, alors g o f est dérivable en a et :

(80 f)(a) =8'(f(a)).f(a)
(multiplication de matrices)

Définition 4.5.6. Soit f : A CR" — RP,a € Aetv € R" on appelle dérivée de f suivant le vecteur v au point
a la quantité si elle existe :

Dyf(a) = lim flatto) = fa) f(a).
t—0 t
Dy f(a) € RP. On définit I'application dérivée suivant v :

x — Dyf(x)
qui va de R" dans RP.
Théoréme 4.5.4. Si f est dérivable en a alors :

Vo eR", Dyf(a)= f'(a)v.
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4.5.3 Application au calcul d’erreurs

En physique, la différentielle est utilisée pour estimer la variation de f au voisinage d’un point en
fonctions des variations Ax; des variables :

Af = fE)(X1+Ax1,... ,axn+Axn)—f(x1,... ,xn)
Af = %Axl +- W];Axn.

Exemple 4.5.8. La température, la pression et le volume d’un gaz parfait sont liés par une relation du type
T
P=f(T,V)=k=.
FT,V) = ks

Si l'incertitude relative de mesure sur T est de 0,5% et celle sur V est de 0,2%, on peut majorer l'incertitude
relative sur P. En effet, par hypothese, on a

AT AV
— | <0. —1 <0.002
|T|_0005 |V|_000

L’erreur sur P est alors

AP = f(T+AT,V+AV)—f(T,V)
AP ~ AT+ 2Av
AP =~ $AT - AV

d’oit Uerreur relative sur P
AP AT AV

P T v

d’oit la majoration de I'erreur relative sur P
AP AT AV
_— < _— — | = U.
20 <150+ 1571 = 0007

4.5.4 Dérivées des fonctions composées : cas particuliers

e Soit f une fonction de R? dans R admettant des dérivées partielles premiéres. Soient x et y deux
fonctions dérivables de R dans R alors la fonction ¢ de R dans R définie par g(t) = f(x(t),y(t))

R — R? — R
to= (x(),y() = f(x(t),y(t))

est dérivable et

g(0) = L(x(,y0)Y (0 + L,y o)

e Soit f une fonction de R? dans R et x et y sont deux fonctions de R? dans R. Soit g de R? dans R
définie par ¢(u,v) = f(x(u,v),y(u,v))
R? - R? — R
(o) = (x(w0),y(wo)) = flx(u0)y(w0)).

Lorsque toutes les dérivées partielles qui interviennent sont définies, on a

B(wo) = F(x(w,0),y(u,0)) % w0)+  F(x(1,0),y(u,0) (w0
B(wo) = S (x(,0),y(w0)Ewo)+ 5 (x(u,0),y(u,0) 5 w0

4.5.5 Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP)
Une EDP est une équation otl apparaissent une ou plusieurs dérivées partielles d’une fonction f :
R" — R. Lorsque n = 1, les dérivées partielles sont les dérivées, on parle alors d’équation différentielle.
.. L . - , _ 92
Dans ce qui suit t désigne le temps et x = (x1,- - - , x,) désigne 'espace. On note A = P Ttz

le laplacien.
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1. Equation de Laplace Af(x) = u(x).
Cette équation modélise les petits déplacements f(x) d'un point x d'un fil (n = 1) ou d’une mem-
brane (n = 2) soumis a une force transversale u.

2. Equation de la chaleur Af(t,x) — %—{ (t,x) = u(t,x).
Cette équation modélise les variations au cours du temps de la température f(t,x) du point x
d’une barre (n = 1) ou d'une plaque (n = 2) soumise a source de chaleur u.

3. Equation des ondes Af(t,x) = %t{(t x).
Cette équation modélise la propagation au cours du temps t des déformations f(t, x) d"un point

x d’une corde élastique (n = 1).
2
On sait seulement résoudre certaines de ces EDP classiques. En effet si % = 0, en intégrant par

rapport a x, on obtient % = h(y). Et par conséquent, on a

flxy) = H(y) +k(x).
11 est aussi parfois possible de résoudre une EDP, en faisant un changement de variable.

s=x+y
t=x—-y
On introduit la fonction g(s,t) = f(x,y) et on exprime les dérivées partielles de f en fonction de celles de g

Exemple 4.5.9. On veut trouver f vérifiant % + % = 0. On fait le changement de variables suivant :{

9f _ 989s 4 98 ot
9x ~ 9sd ot dx
O 8o Kot
dy ~ %9 ot dy

> <R

Ainsi % + % = 0 devient g—f = 0. Donc g(s,t) =
fxy) =h(x—y).

(t) avec h une fonction arbitraire de classe C', d’oit

4.5.6 Dérivée seconde

Définition 4.5.7. f: A C R" — R est deux fois dérivable si f est dérivable et si x — V f(x)h est dérivable
Vh € R". Ona (f"(x)h) k =" kHf(x)h.

Théoréme 4.5.5. Formule de Taylor a I'ordre 2
Si f est deux fois dérivable en a, pour tout h € R", h dans un voisinage de 0, on a :

fla+h)—f(a) = Vf(a)h+ % ‘nHy(a)h + [|*e(h)
avec limy,_,ge(h) = 0.

Exemple 4.5.10. Soit f(x) = f(x1,x2) = 4x1° + x1x2%. Appliquons la formule de Taylor au voisinage de x :

f(x + h) - f(JC) = (12X12 + XZz)hl + 2x1x0h5 + 24.X1h% + 4hihyxy + 2x1h% + HhHZe(h)

4.6 Quelques opérateurs classiques

)
Dans ce qui suit, on note 9;f = %
i

Définition 4.6.1. Soit f une fonction de R" dans R" admettant des dérivées partielles. On appelle divergence de
fenx = (x1,...,xn) lescalaire :

divf(x Zalﬂ

Définition 4.6.2. Soit f une fonction de R" dans RP admettant des dérivées partielles secondes. On appelle
laplacien de f en x = (x1, ..., xn) le vecteur colonne

Y197 fi(x)
Af(X)z( )
Yy 9 fp(x)
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En particulier pour f de R" dans R admettant des dérivées partielles secondes

i=1

Définition 4.6.3. Soit f une fonction de R® dans R admettant des dérivées partielles. On appelle rotationnel de
fenx = (x1,xp,x3) le vecteur colonne :

d2fs — 93 f2
rotf(x) = | 93f1 —aifs | (x)
d1fa — 02 f1

On définit aussi le rotationnel d'une fonction de R? dans R* admettant des dérivées partielles en x = (x1,x;)
par le scalaire :

T’Otf = 81f2 — 82f1.

Soient u définie de IR® a valeurs dans R et f définie de IR® & valeurs dans R® admettant des dérivées
d’ordre 2 continues.

Proposition 4.6.1. Les opérateurs vérifient les propriétés suivantes

Au = div(Vu) div(rotf) =0 rot(Vu) =0
rot(rotf) = —Af + V(divf)

4.7 Fonctions implicites

Soit la fonction f de IR? dans R définie par f(x,y) = x> + y2. On peut
s’intéresser a la courbe de niveau f(x,y) = 1. C’est 'équation du cercle
unité x2 + y* = 1. On sait alors expliciter la variable y en fonction x par
¥y = V1 —x? tout en sachant que cette relation n’est pas équivalente a
I’équation de départ. Mais si on restreint les intervalles de x et de y, les
deux écritures peuvent étre équivalentes.

Le théoreme dit des fonctions implicites donne des conditions suffisantes pour que dans une équa-
tion du type f(x,y) = k on puisse expliciter une variable en fonction de l'autre.

Théoréeme 4.7.1. Théoréme des fonctions implicites (cas des fonctions de 2 variables)

Soit f une fonction de classe C™ (m > 1) dans un ouvert QO C R? et Cy la courbe de niveau f(x,y) = k. A tout
point (xo,yo) € Cy tel que % (x0,Y0) # O, on peut associer un intervalle ouvert I contenant xq et une fonction
@ de I dans R telle que

Vxel y=o¢x)=f(xy) =k

De plus ¢ est de classe C™ sur I et sa dérivée est donnée par

of
o L)
) e

On dit que la relation f(x,y) = k définit implicitement y en fonction de x. On peut échanger les roles
de x et y et obtenir x implicitement en fonction de y. Le théoréme s’adapte aux fonctions d’un nombre
quelconque de variables.



32

CHAPITRE 4. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES



Chapitre 5

Introduction a "optimisation

On s’intéresse ici a la recherche de minimum ou maximum d’une fonction réelle de plusieurs varia-
bles f. Lorsque I'on cherche un vecteur x vérifiant

Minimiser f(x)
sous la contrainte
x€eSCR"

on dit que l’on a un probleme d’optimisation sous contraintes. La fonction f est souvent appelée fonction
objectif. L'ensemble S est appelé ensemble des contraintes. En général, on a des contraintes d’égalités et
d’inégalités ie

S={xeR"; h(x)=0 g(x) <0}
ouh: R" — R" et g : R" — IR” sont continues. Dans ce qui suit, nous n’étudierons que la recherche de
minimum mais remarquons que la recherche du maximum de f se raméne au probléme de minimisation
de —f.

On parle d’optimisation linéaire lorsque les fonctions f, i et g sont linéaires. L' objectif est d’énoncer
des résultats théoriques et de calculer explicitement des minimas de quelques fonctions (sans et avec
contraintes). En seconde année, nous etudierons quelques algorithmes permettant de résoudre ces pro-
blémes de minimisation lorsqu’ils deviennent trop complexes pour étre résolus explicitement. Nous les
appliquerons a des problémes issus de la biologie.

5.1 Eléments de topologie et d’analyse convexe

5.1.1 Eléments de topologie : ouverts et fermés de R"

2
n
On munit R” de la norme euclidienne ||x|| = < v x12> . On rappelle que la boule de centre x( et de
i=1

rayon 1, B(xg,7), est 'ensemble des points x vérifiant ||xo — x|| < r. Soit S un sous-ensemble de R".

Définition 5.1.1. S est un ouvert de R" si pour tout x de S, il existe r > 0 telle que la boule de centre x et de
rayon r soit contenue dans S.

Définition 5.1.2. S est un fermé de R" si son complémentaire dans R" est un ouvert.
Définition 5.1.3. S est un ensemble compact de R" s'il est fermé borné (contenu dans une boule de rayon M <

+00).

5.1.2 [Eléments d’analyse convexe

Dans les problemes d’optimisation, la notion dite de convexité joue un rdéle fondamental. La plupart
des résultats ne seront vrais qu’avec des hypothéses de convexité.

33



34 CHAPITRE 5. INTRODUCTION A L'OPTIMISATION

Définition 5.1.4. Un ensemble S C IR" est dit convexe si et seulement si

Vxes
Vyes = M+(1-A)yes
VA € [0;1]

On peut dire que S est convexe si et seulement pour deux points quelconques x et y de S, le segment
[x, y] tout entier est contenu dans S.

FIGURE 5.1 — Ensembles convexe et non convexe

Définition 5.1.5. On dit qu'une fonctionf : R" — IR définie sur S convexe est convexe si elle vérifie

Vx €S
Vyes = fAx+1-2)y) <Af(x)+ (1 -A)f(y)
VA € [0;1]

f est dite strictement convexe si I'inégalité stricte est toujours vérifiée pour x # y et A €]0;1].

5.2 Optimisation sans contrainte
On cherche a résoudre

Minimiser f(x)
x € R"

Définition 5.2.1. On dit que f admet un minimum global au point x* € R", si
Vx e R" f(x*) < f(x).

Lorsque l'inégalité est stricte pour tout x # x*, le minimum global est unique.

5.2.1 Existence d’un minimum

Toute fonction n’admet pas un minimum local ou global (par exemple x + x3). Le résultat suivant
nous assure de l’existence d’un minimum global.

Théoréme 5.2.1. Si f est une fonction réelle continue sur R", K vérifiant la condition f(x) — oo lorsque
||x|| = oo (on dit que f est coercive) alors le probleme d’optimisation

Minimiser f(x)
x € R"

a une solution optimale x*.

Souvent, les méthodes d’optimisation ne permettent pas la détermination d’un minimum global, il
faut se contenter de résultats plus locaux.
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FIGURE 5.2 — fonctions non coercive (a gauche) et coercive (a droite)

Définition 5.2.2. On dit que f admet un minimum local (ou relatif) au point a € R", s"il existe une boule B(a, r)
tel que f(x) > f(a) pour tout x € B(a,r).

On dit que f admet un minimum local strict au point a, si l'inégalité précédente est stricte pour x # a.

On a une définition analogue pour la notion de maximum local.

Maximum global
N

o / | Aax\mum local

\
“\\ / \

/ \ \
/
/ Minimum local

T T T T T T 7T T T T
-5 0 5 10

FIGURE 5.3 — fonction présentant des mximums locaux et globaux et un minimum local (0 min global)

5.2.2 Condition nécessaire d’optimalité locale

On suppose ici que f est continue et a des dérivées partielles premieres et secondes continues pour
tout x € R".

Définition 5.2.3. Soit A € M, (R).
On dit que A est semi-définie positive si Vx € R", 'xAx > 0.
On dit que A est définie positive si Vx # 0,x € R", fxAx > 0.

Théoréme 5.2.2. Des conditions nécessaires pour que a soit un minimum (local ou global) de f sont f'(a) = 0
et f”(a) = Hy(a) est semi-définie positive.

Remarque 5.2.1. La condition n’est pas suffisante il suffit de prendre :

f(x,y,2z) = xyz.
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Les dérivées partielles sont nulles en (0,0,0) cependant :

ALY 0,00 f-1 -1 -1 < £0,0,0).

A s
n'n’'n n n n
Mais si x* est un point stationnaire tel que Hy(x*) n'est pas semi-définie positive, alors x* n’est pas un minimum
local.

Définition 5.2.4. Un point a oit les dérivées de f s’annulent simultanément est un point critique.

5.2.3 Conditions suffisantes d’optimalité locale

On suppose ici que f est continue et a des dérivées partielles premiéres et secondes continues pour
tout x € R".

Théoreme 5.2.3. Les conditions suffisantes pour que a soit un minimum local strict de f sont
" f'(a) =0,
* f"(a) = Hy(a) est définie positive.

Le critéere d’extremum est local, on ne peut en général rien dire de global.

Remarque 5.2.2. La condition f'(a) = 0 et Hy(a) positive n’entraine pas nécessairement que f admette un
minimum relatif en a. D’un point de vue géométrique, la condition sur la hessienne, revient a dire que la fonction
f est localement convexe en a.

Exemple 5.2.1.
floy) =2+ —xy
e}
%(w) =3*-y = 0
wEy) =32-x = 0

il y a 2 points critiques (0,0) et (%, 3). La hessienne de f est

s =(5 4 )

Hf(3,3) = ( 2_1 2_1 ) H{(0,0) = ( (11 (;1 )

La hessienne Hy en (3, §) est définie positive car

d’oit aux points critiques

tth(%, %)h = (h —h)?+H+h3 >0 Vh+(0,0).

Par conséquent (%, %) est un minimum local strict. En revanche (0,0) n’est pas un minimum ni un maximum
(c’est un col).

5.2.4 Cas des fonctions convexes : CNS d’optimalité globale

Théoréme 5.2.4. Si f est une fonction convexe continue et dérivable, une condition nécessaire et suffisante pour
que x* soit un optimum global de f sur R" est que f'(x*) = 0. Si f est strictement convexe, alors x* est unique.

5.3 Optimisation avec contraintes

5.3.1 existence

Théoréme 5.3.1 (de Weierstrass). Si f est une fonction réelle continue sur K C R", K compact alors le probléme
d’optimisation
Minimiser f(x)
{ xek

a une solution optimale x* € K.
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Théoréme 5.3.2. Si dans le probleme ci-dessous, la fonction f est convexe et si S est convexe alors tout optimum
local est global.

Minimiser f(x)

sous la contrainte

x€SCR"

5.3.2 Détermination du minimum : Multiplicateurs de Lagrange

On veut résoudre explicitement le probleme suivant

(Pe) { i\CAiEn;miser f(x)

dans le cas ot1 les contraintes sont des contraintes d’égalité c’est-a-dire
S={xeR"; h(x)=0}

otth: R" — R™ (avec m < n ie moins de contraintes qu’inconnues) et f : R” — R sont C'. i(x) = 0
représente hj(x) =0 j=1l..m.
Définition 5.3.1. On appelle lagrangien du probleme (Pg), la fonction £ : R" x R™ — R définie en (x,A) €
R" x R™ par

m

0(x,A) = f(x)+ ) Ajhi(x).
j=1

Le vecteur A porte le nom de multiplicateur de Lagrange (ou variable duale).
Le résultat suivant donne des conditions nécessaires d’optimalité du ler ordre.

Théoréme 5.3.3. Si la restriction de f 4 S admet un extremum local en a et si les dérivées de h sont des formes
linéaires indépendantes, alors il existe A tel que (a, A) soit un point critique de ¢

Ce théoreme permet de calculer un point critique de ¢ qui n’est pas nécessairement un minimum. Si
f et S sont convexes, on a le résultat suivant (conditions suffisantes)

Théoréme 5.3.4. Supposons que le probleme (Pg) soit convexe, que f soit dérivable en x* € R" et qu'il existe un
multiplicateur A* € R™ tel que (x*, A*) vérifie

{ Val(x*,A*) =0
h(x*) = 0.

Alors x* est un minimum global de (Pg).

Si la fonction n’est pas convexe mais que I'ensemble S est compact, on pourra parfois conclure (cf
exemple) sinon ce sont les conditions du second ordre (que nous n’aborderons pas ici) qui permettrons
de sélectionner les minima locaux parmi les points critiques calculés.

Exemple 5.3.1. Trouverle minimum de f(x,y,z) = x> + yz, contenu dans
E={(vyz) ¥ +y +22 <1}

L’ensemble E étant compact, ce maximum est atteint sur E, soit a I” intérieur de E (et c’est un point critique) soit
au bord de E. Si ce maximum est atteint a l'intérieur de E, alors en ce point f' s’annule, ie toutes les dérivées
partielles sont nulles. Le seul point critique est (0,0,0) et £(0,0,0) = 0 n’est pas le maximum. Il faut donc
chercher au bord de E. On écrit donc les équations de Lagrange

2x +2Ax =0
z4+2Ay =0
y+2Az=0

Pyt =1

six #0,ona A = —1,doncz =2y =4z doitz =y =0, ce qui donne les points (1,0,0) et (—1,0,0) oir f
prend la valeur 1. Sinon x = 0,z = 4\%z, y = 4A%y, y?> + 2% = 1. Si 4A? # 1, on aurait z = y = 0 ce qui
est impossible. D’oit ou bien A = 1/2 ce qui donne y = z ou bien A = —1/2 ce qui donne y = —z. Les seules
possibilités sont (0, 1/v2,—1/3/2) et (0,—1//2,1//2) oit f prend la valeur —1/2.
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Chapitre 6

Valeurs propres, vecteurs propres,
diagonalisation.

Soit A une matrice carrée d’ordre n.

6.1 Valeurs propres, vecteurs propres

6.1.1 Définitions

Définition 6.1.1. On dit que A est une valeur propre de A si A — Al est non inversible, ce qui est équivalent i
det(A —AI) =0.
On appelle vecteur propre associé i A le vecteur x non nul appartenant a R" tel que Ax = Ax.

Définition 6.1.2. On appelle polyndme caractéristique de la matrice A le polyndme de degré n :
P(A) = det(A — AI).

Les racines (ou les zéros) du polyndme caractéristique sont les valeurs propres de A.
Si A est un zéro de P de multiplicité k, on dit que la valeur propre A est de multiplicité k.

Remarque 6.1.1. P(A) = (=1)"A" + (=1)" 1 tr(A)A"1 + ... + det(A) oir tr(A) est la trace de A ie la
somme des éléments diagonaux de A.

6.1.2 Exemples

Exemple 1

Son polyndme caractéristique est :
P(A) =det(A; —AI) =(A—-1)(2—-A)(A-3)
donc A admet 3 valeurs propres de multiplicité 1 :

/\1:1,‘ AZIZ,' )\3:3

8 -1 -5
Ay=| -2 3 1
4 -1 -1

P(A) = (2—A)(A —4)?

Exemple 2

Son polyndme caractéristique est :

donc A admet 2 valeurs propres : A; = 2 de multiplicité 1, A, = 4 de multiplicité 2.
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6.2 Diagonalisation

6.2.1 Définitions et théorémes

Définition 6.2.1. Dans le cas oil il existe une matrice inversible P telle que P~ AP soit une matrice diagonale,
on dit que la matrice A est diagonalisable. Une telle matrice P est appelée matrice de passage.

P~lAP = D.

Notons u; la j"¢ colonne de P et d; 'élément diagonal de la j*"*¢ ligne de D.
Alors AP = PD est équivalente a Auj = d]'u]- pourl <i<mn.
Les d; sont les valeurs propres de A et les u; sont les vecteurs propres associés aux d;.

Remarque 6.2.1. Une matrice diagonale a pour valeurs propres ses éléments diagonaux avec leur ordre de mul-
tiplicité.
Théoréme 6.2.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n.

A est diagonalisable si et seulement si le polyndme caractéristique admet n racines A; (répétées suivant leur mul-
tiplicité k;) et pour toute valeur propre A; de A :

n—rang(A — A1) = k;
Corollaire 6.2.1. Si toutes les valeurs propres de A sont distinctes alors A est diagonalisable.

Théoréme 6.2.2. Toute matrice symétrique est diagonalisable.

6.2.2 Méthode pratique de diagonalisation

— Calculer le polyndme caractéristique en cherchant a le factoriser.
— Soit le polyndme n’admet pas que des racines réelles alors A n’est pas diagonalisable dans IR.
— Soit le polynéme n’admet que des racines réelles
— Si les racines sont toutes distinctes alors A est diagonalisable,
— sinon A est diagonalisable si et seulement si pour chaque valeur propre A; de multiplicité
ki>2:n—rang(A—MNI) =k;
— Si A est diagonalisable
chercher pour chaque valeur propre les vecteurs propres (qui constitueront les colonnes de la
matrice de passage).

6.2.3 Application

Exemple 0
1 2 =2
Ap=| 2 1 -2
2 2 3

Son polyndme caractéristique est
P(A) = det(Ag — AI) = —(A +1)(A% — 6A +17)

(A%2 — 6A + 17) n’admet pas de racines réelles, donc Ag n’est pas diagonalisable dans R.

Exemple 1
5 -3 2
A= 6 —4 4
4 -4 5

On a vu que A; admettait 3 valeurs propres distinctes de multiplicité 1
M=1 A=2 A3=3

donc A; est diagonalisable.
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Recherche des vecteurs propres

Remarque 6.2.2. Si u est vecteur propre associé i la valeur propre A, alors Vo € R, A(au) = aAu =
a(Au) = A(au), au est aussi vecteur propre.

Pour chaque valeur propre, on résout un systeme linéaire
— vecteur propre ‘u; = (x,y,z) associé a Ay
Aquy = Aquq soit encore (A1 — Aq)ug = 0 ce qui s’écrit

4x =3y +2z2=0 oy —
6x—5y+4z=0 & { =Y
4x —4y+4z =10 4

L’ensemble des solutions est E,, = {(x,2x,x);Vx € R}.
On peut choisir par exemple : fu; = (1,2,1).

— vecteur propre ‘uy = (x,y,z) associé a A»
Aquy = Auy soit encore (A — Ap)up = 0 ce qui s’écrit

3x—3y+2z=0 ‘=
6x—6y+4z=0 <& {z:g
4x —4y+32=0 N

L’ensemble des solutions est E,, = {(x,x,0);Vx € R}.
On peut choisir par exemple : fuy = (1,1,0).
— vecteur propre ‘uz = (x,y,z) associé a A3
ce qui s’écrit
2x =3y +2z=0
6x—7y+4z=0 <& { 2x7:y
4x —4y+2z=0 y=z

L’ensemble des solutions est E,, = {(x,2x,2x);Vx € R}.
On peut choisir par exemple : fuz = (1,2,2).
Conclusion : A; = PDP~1 avec

100 11 1 -2 2 -1
D=0 2 0 p=[(21 2 pl= 2 -1 0
00 3 10 2 1 -1 1
Exemple 2
8§ -1 -5
A= -2 3 1
4 -1 -1

Ajp admet 2 valeurs propres : A; = 2 de multiplicité 1 et A, = 4 de multiplicité 2.
Ce n’est pas A; qui empéche la diagonalisation car c’est une racine simple.

Mais rang(A,; — AI) = 2 car on peut trouver un déterminant 2 X 2 non nul, par exemple :
4 -1
=—-4-2#0.
‘ -2 -1 7

Par conséquent, 3 — rang(As — A2I) # 2 etla matrice n’est donc pas diagonalisable. (Si on cherche
les vecteurs propres associés a A3, on trouve un sous-espace propre E,, de dimension 1 c’est-a-
dire engendré par un seul vecteur propre).

Exemple 3
-2 0 0
Az=[ -5 -7 10
-5 -5 8

Az admet 2 valeurs propres : A; = 3 de multiplicité 1 et Ay = —2 de multiplicité 2.
Comme 3 — rang(Az — Apl) =3 —1 = 2, A3 est diagonalisable.
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Conclusion : A3 = PDP~1 avec par exemple

-2 00 2 00 0 0
D—( 0 -2 0)P—<021)P1—(§ 1—1)
0 03 111 -1 -1 2
-2 -2 1
A4:(2 12)
1 -2 -2

Ay est symétrique, donc elle est diagonalisable. Elle admet 2 valeurs propres : A1 = 3 de multi-
plicité 1 et Ay = —3 de multiplicité 2.

Exemple 4

Conclusion : Ay = PDP~! avec par exemple

-3 00 2 -1 1
D = 0 -3 0 P=|1 0 -2 pl=| —
0 0 3 0 1 1

EN[ECNIS,GUT
v
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Chapitre 7

Intégrale généralisée (extension de la
notion d’intégrale) : rappels

Il s’agit ici d’étendre la notion d’intégrale aux cas ot f est continue sur un intervalle du type [a, +-c0],
] —00,b], [a,b] ou |a, b] (avec f non définie en a ou en b). On écrira les énoncés avec [a,b[ ou [a, 4+oo[. Pour
les autres cas, il suffit d’adapter les énoncés.

7.1 Intégrale d’une fonction sur un intervalle [a, +o0[ ou | — 00, b]

"X
Définition 7.1.1. f étant une fonction continue sur [a, +oo[ et si lir}g / f (t)dt est finie alors on note
X—+00 Jg

X

+oo
f(tydt = lim [ f(t)dt.

a X—+00 Jg

On dit que l'intégrale est convergente.
Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.

o0 x
Une premiere méthode pour étudier la convergence de / f(t)dt consiste a calculer I(x) = / f(t)dt
a a

quand c’est possible puis a chercher si lirf I(x) existe et est finie.
X—r—+00
e s oo dt
Exemple 7.1.1. L'intégrale I = / ) est convergente car
)1
X dt 1., 1
R Uk
==

I = lim 1—1:1.

X—r+00 X

et donc

+o0
En revanche, l'intégrale | = / cos tdt est divergente car
0

X
/ costdt = sinx
0

et comme la fonction sinus n’a pas de limite en +oco, | est divergente.
L'intégrale K = / v _dt converge car
8 o 14£2 8
/ PR [arctan t]j = arctan x
0o 14+£ 0
et donc

. T
K = lim arctanx = —.
X—00 2

b
Remarque 7.1.1. Pour / f(t)dt, la définition s’adapte de facon évidente.

43
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7.2 Intégrale d’une fonction qui devient infinie pour une des bornes
d’intégration

X
Définition 7.2.1. f étant une fonction continue sur [a, b] et si lirr;) f(t)dt est finie alors
X— a

/abf(t)dt = lim /axf(t)dt.

On dit que l'intégrale est convergente.
Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.

L dt
Exemple 7.2.1. L'intégrale I = / —= converge car

0 Vit

[ &~ vt =20 ve)
Je \/{ €

et donc
I[=1im2(1—+/e) =2

e—0

1t
En revanche, I'intégrale | = / T diverge car
Jo

L dt
/—:—lne
e t

et comme lirr(1) —Ine = +oo, | est divergente.
€—

Remarque 7.2.1. Pour que [ oo f (t)dt soit convergente, si f a une limite L en oo, alors il faut que L = 0. Mais
ce n'est pas une condition suffisante.

Exemple 7.2.2. 1+°° —t_ st divergente bien que tlim

1
N0 i =0

Remarque 7.2.2. I se peut que f+°°f(t)dt soit convergente sans que f n’ait de limite en oo, ni que f ne soit
bornée.

Exemple 7.2.3. La fonction f(t) = —25|t — k| + 1 sur [k — 217,k + 217] (dont le graphe est ci-dessous a gauche)

n'a pas de limite en oo mais [,** f(t)dt = 1

La fonction g(t) = k(—2K|t — k| 4+ 1) sur [k — zl—k,k + ;—k] (graphe ci-dessous a droite) n’est pas bornée mais
+oo _
0 g(tdt=2

Graphe de ' Graphe de g

0.8
0.6
0.4

0.2

7.3 Propriétés

Dans ce qui suit on notera : I un intervalle d’extrémités a et b (a < b) avec a et b éventuellement cc.



7.3. PROPRIETES 45

7.3.1 Relation de Chasles

Remarque 7.3.1. S'il y a un probleme des deux cotés des bornes d’intégmtion (-3 T £ (t)dt ou Ik b f(t)dt avec f

non définie en a et en b) ou bien un probleme en “cours de route” (f f(t)dt avec f non définie en ¢ €)a,b[), on
sépare les problemes a I'aide de la relation de Chasles.

Proposition 7.3.1. Si f est définie sur 1. On dit que f admet une intégrale généralisée sur I si et seulement si
f admet une intégrale généralisée sur les deux intervalles {x € I,x < c} et {x € I,x > c} oil ¢ est un réel

quelconque tel que a < ¢ < b.
b "C b
/ f(t)dt :/ f(t)dt+/ f(t)dt
a a c

Exemple 7.3.1. / dt est convergente. Car on a

o1
/C mdt = arctan(x) — arctan(c)

+oo 1
d’oit /C mdt = xlirfw arctan(x) — arctan(c) = g — arctan(c).
c

D A
ememe/wl

5dt = arctan(c) + % et donc on a

+oo 1 1
t_
/oo [

2

X *CZ

~+o00

00 X
En revanche, I'intégrale / tdt est divergente car / tdt =
J —00

c 2 X——+400

Proposition 7.3.2. Si f est définie sur I sauf en c. On dit que f admet une intégrale généralisée sur I si et
seulement si f admet une intégrale généralisée sur les deux intervalles {x € I, x < c} et {x € I,x < c}.

/abf(t)dt = /acf(t)dt + /be(t)dt

+11 +11
Exemple 7.3.2. / ;dt est divergente. Le probleme est en zéro. / ¥dt = —1In(e) — +o0
-1

€ e—0

7.3.2 Linéarité de l'intégrale

Théoreme 7.3.1. Soient f et g dont les intégrales convergent sur I. Alors V(a, B) € R?, af + Bg a une intégrale
convergente sur I et

Jwf+ o)t =u [ Frat+p [ g0y

Attention / (af + Bg)(t)dt peut exister sans que [, f(t)dt et [; g(t)dt existent.
I

7.3.3 Etude de la convergence

Les critéres qui suivent s’appliquent a des fonctions positives. Si les fonctions sont négatives, il suffit
d’appliquer le critere a —f et —g. Si les fonctions changent de signe, on etudiera éventuellement la
convergence en valeur absolue.

Proposition 7.3.3. Critére de comparaison

Soientf et g définies sur I telles que Vt €1,0<f(t) <glt).
Si [, g(t)dt est convergente alors [, f(t)dt aussi.

Si [, f(t)dt est divergente alors [, g(t dt aussi.

.2
sin“(t .
(2) dt est convergente. Comme 0 < 31r12(t) <1, ona/
1

+00 o1 2 —+o00
sin (t)dt S/ 1 it
1

—+o00
Exemple733 / e T

+o0
Or / dt est convergente, l'intégrale est donc convergente.
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Définition 7.3.1. Convergence absolue
On dit que /f(t)dt est absolument convergente si / |f(t)|dt est convergente.
I I

Théoréme 7.3.2. Si / f(t)dt est absolument convergente, elle est convergente et de plus on a :
I

[t < [17)ar

Attention, la réciproque n’est pas vraie.

Foo cos( )

Exemple 7.3.4. / dt est convergente car absolument convergente. Comme 0 < |cos(t)| < 1, ona
1

/m [eos(®)] 5, o /+oo ldt.
1 N

12 12

Les propositions et techniques qui suivent sont données pour | = [a, b[ avec b éventuellement infini
mais s’adpatent pour | =|a, b] avec a éventuellement infini.

Proposition 7.3.4. Critére d’équivalence
Soient f et g définies sur | = [a,b[. Supposons f positive au voisinage (i gauche) de b et f(x) ~ g(x) alors

f f(t dtetf ¢(t)dt sont de méme nature.

—+o00 —+o0
Exemple 7.3.5. / dt et / dt sont de méme nature

7.4 Techniques de calcul

7.4.1 Intégrer par parties
Soient f et ¢ deux fonctions dérivables sur | = [a,b] telles que f/ ¢ et ¢'f soient continues sur J.

Supposons de plus que fg ait une limite a gauche en b alors / t)dt et / f'(t)g(t)dt sont de

méme nature et si elles convergent, on a :

[ 2 wswar=tim (s~ [ g

X ol o x
Exemple 7.4.1. On intégre par parties / sm;(t) dt = | C(zs(t)]’f - / Cotsz(t)dt. Comme la limite i gauche
1 1
+o0 g
de b = +code fg est nulle ( lim cos(x) = 0), on en déduit que / Smt(t)dt est de méme nature que
1

+o0
/ Cof( ) dt (qui est convergente).
1

7.4.2 Changer de variable

Soit f continue sur I et soit ¢ une fonction de classe C! sur | = [a,b] telle ¢(]) € I. Posons L :hrr;J
x—

/ f t)dt et / f(u)du sont de méme nature et égales si convergentes.

—+00
Exemple 7.4.2. On montre que /

0
de variable u = et.

oy . o0 sin(u) .
sin(e')dt est de méme nature que / Tdu en faisant le changement
0

Remarque 7.4.1. Un changement de variable peut transformer une intégrale simple en une intégrale généralisée
et vice-versa.

cos( )

V()

1
Exemple 7.4.3. On montre que / du =2 / cos(t2)dt (en faisant le changement de variable t = \/u)
0

et donc converge.



Chapitre 8

Transformation de Fourier

8.1 Introduction : décomposition en série de Fourier

La transformation de Fourier est I'opération mathématique par laquelle on extrait d'un signal en
fonction d’une variable (temps, distance ...) les composantes de ce signal en fonction de la variable
de dimension inverse (temps~! = fréquence, distance™!...). A titre d’exemple, un son provenant d’un
instrument (signal en fonction du temps) est analysé pour connaitre le poids relatifs des différentes
fréquences qui le constituent.

Soit f une fonction T-périodique. Sous certaines conditions sur f (par exemple si f est C! par mor-
ceaux), il est possible de décomposer cette fonction comme somme infinie de signaux sinusoidaux :

f(t) =ap+ i a cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1
avec w = ZT" Les termes sinusoidaux sont appelés harmoniques. L'harmonique de rang n est :
Uy (t) = ay cos(nwt) + by sin(nwt)

ce que 1'on peut encore écrire

uy(t) = Ap cos(nwt — @)
avec A, = /a2 + b2 et tan(¢p,) = 2—2 Ay représente 'amplitude, % = % la période, ¢, la phase et
7% la fréquence. On peut représenter I’amplitude A, des différentes harmoniques en fonction de leurs

fréquences 7 = nfy (n variant de —co & +o0). On obtient alors un diagramme en batons appelé spectre
de fréquence du signal.

fondamentaux
// *,
",
// N
o -

e harmoniques

—3t0 -2 -0 b 20 MO [réquences

Ce spectre permet de mettre en évidence I'importance du “fondamental” et des harmoniques (décrois-
sance plus ou moins rapide). Il peut servir & déterminer le nombre d’harmoniques nécessaires pour
transmettre la quasi totalité de I’énergie du signal (bande passante).
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Revenons a la décomposition de f. On peut a I’aide des formules d’Euler écrire

Z cnexp( 2mnt) 8.1)

n—=-—oo

ot les coefficients ¢, sont complexes. On montre que

T/2 —2i7'cnx
Cn T/ f(x) exp( )dx (8.2)

Pour une fonction non périodique, on ne peut pas utiliser la relation (8.1). Mais on peut considérer que
c’est une fonction dont la période est infinie. Si T est “trés grand” I'ensemble des fréquences s = 7 est
un ensemble qui couvre presque toutes les fréquences possibles . On passe d'une somme discrete (sur
1) & une somme continue, c’est-a-dire a une intégrale en s. La relation (8.1) devient alors

+oo ‘
f(t) = / cn exp(2imtst) Tds (8.3)

—00

En faisant tendre T vers 1'infini dans (8.2), on obtient

ft) = /+oo < Jroof(x) exp(—2i7rsx)dx) exp(2irst)ds (8.4)

La transformation de Fourier est ainsi un passage a l’espace des fréquences. Ceci motive la définition du
paragraphe suivant

8.2 Définitions et propriétés
Soit f une fonction a valeurs réelles ou complexes, de la variable réelle x.
Définition 8.2.1. On dit qu’une fonction f est absolument intégrable si [*2| f(x)|dx existe.
On suppose f absolument intégrable.

Définition 8.2.2. On appelle transformée de Fourier de f(x), la fonction complexe de la variable réelle v :

Fv) = FIFIw) = [ Fx) exp (~2imvx)d.

Remarque 8.2.1. L'intervalle d’intégration n’étant pas borné, I'intégrale n’a pas nécessairement un sens, la trans-
formée de Fourier n’existe pas toujours pour une fonction quelconque (non absolument intégrable). Cependant, on
peut élargir la définition a des ensembles de fonctions plus grands que I'ensemble des fonctions intégrables.

Remarque 8.2.2. Il existe d’autres définitions possibles de la transformation de Fourier

flv) = +Oof(x)exp (2imtvx)dx,

+o0
flv) = i f(x)exp (—ivx)dx,
flv) = o f(x) exp (ivx)dx.

(Les résultats qui vont suivre demeurent vrais a un coefficient pres avec ces différentes définitions.)

Définition 8.2.3. On définit le produit de convolution de deux fonctions absolument intégrables f et g, de la
fagon suivante :

frglx) = :” F(H)g(x — t)dt.

Remarque 8.2.3. On montre aisément que

—+o00

feg) = [ gOfx—bdt =g f(x).

—00
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Cette transformation est particuliéerement pratique pour représenter 1’observation physique (spectrosco-
pique par exemple) d'un phénomene obtenu a I'aide d"un instrument de mesure donné. Un cas expéri-
mental est 'observation d"un spectre d’absorption (UV, visible, IR ...) par un spectrophotometre possé-
dant une fente de sortie.

Les figures ci-dessous montrent que si on élargit la fente (g en bleu), la mesure expérimentale (le
produit de convolution, f*g, en rouge) du spectre théorique composée de 2 raies (f en noir) apparait sous
une forme plus grande mais de moins en moins résolue (a mesure que la fente s’élargit, on ne distingue
pratiquement plus les deux pics).

- 1: —f N : N —f 10 - 10
= e Sl =1 AUNA =N
A M R
a RN ‘
[ ERMEER [
AT A % ~ :
JILZ \U J AKX ) T~ L s\

T
4 5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6|6 5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6 4 5 4 3 2 14 0 1 2 3 4 5 6(|6 5 4 3 2 414 0 1 2 3 4 5 6

—l

~

Proposition 8.2.1. Soit f est absolument intégrable telle que f(v) soit absolument intégrable, alors on peut

A~

obtenir f(x) a partir de f(v) par la transformation dite inverse

flx) = J:o F(v) exp (2irtvx)dv.

Dans ce qui suit f et g sont deux fonctions suffisamment régulieres. Soient A et y deux réels ou

complexes.
Proposition 8.2.2. 1. F est un opérateur linéaire.
FAf(x) +pg()](v) = AF[f(0)](v) + uFg(x)](v).
2.
FU(=0)w) = f(-v)
3. -
FIF@I@) = f(-v)

Proposition 8.2.3. 1. changement d’échelle

2. formule du retard

-~

Flf(x—a)](v) = exp (=2intva) f(v).

3. translation

~

Flexp 2imvx) f(x)](v) = f(v — o).

4. transformée d’une dérivée
FIf ())(v) = 2imvf(v).

Plus généralement, on a

-~

FI™@))(v) = @imv)"f(v).

5. dérivée d'une transformée
1 4~
Flxf()l(v) = 21 W)-

T 2im

Plus généralement, on a
Fl(=2imx)" f(x)](v) = f™ (v).

6. produit de convolution

7. formule d’inversion
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8.3 Exemples de transformées de Fourier

On appelle fonction “porte” la fonction définie par

2| B oyl

1
I.': 1z
11: ER ]
E: IE ER ) - .
2a m Fonction porte
I-ﬁ: 1
I.': 1z
I'E: Lk
g L
e am an al %) &) 11 1a e am s al %) &) 1 1
1L (LS
I-\i: IQ.
I.': 1z
11: ER ]
E: I: ER )
J-I: ao
I-ﬁE 1
I.': 1z
I'E: Lk
L I: LB
-II' am an al %) &) 11 1a -I.'+ 145 -13 -=a -ad § ol a® 1z 1k b

FIGURE 8.1 — Fonctions impulsions

On définit aussi les fonctions impulsions par

La transformée de Fourier de It est

_sin(nTv)
Fr(x))(v) = Ty

I
[E} lTl'll.l'lulll'!d.'l;I:‘l.'rd.‘ bn kemcrion iz

- 1
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L i
(B} - a 1 1 2 1 L (B} - 1 1 1 -} un "
Lz 1z
1 n 1
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FIGURE 8.2 — Transformées de Fourier des fonctions impulsions



