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Optimisation des flux d’un réseau métabolique a I’état stationnaire

Graphe en 3D, courbes de niveaux d’une fonction de deux variables

On peut tracer le graphe d’une fonction f de deux variables x et y avec z=f(x,y) (persp). On peut aussi tracer ses courbes

de niveaux (contour).

Exercice 1.1 1. Définir la fonction f(x1,72) = 2% + 23 en ouvrant un script et en tapant les lignes

> carre2D=function(x1,x2){return(x1°2+x2°2)}

. Déterminer a la main le minimum de la fonction carre2D.

Il suffit de déterminer 'unique point critique (qui annule les dérivées partielles) de la fonction: c’est (0,0).

. Définir les vecteurs ul et u2 comme suite de -2 a 2 par pas de 0.1

> ul<- seq(-2, 2, 0.1)
> u2 <- seq(-2, 2, 0.1)

. Calculer et tracer la fonction carre en tout point de la grille (ul,u2) et les courbes de niveauz correspondantes

> par(mfrow = c(1,2))# pour avoir deux graphiques clte & cdte

> z<-outer(ul, u2, carre2D)# z=carre2D(ul,u2)

> persp(ul, u2, z,main="graphe de x"2+y~2")# graphe 3D de carre2D
> contour(ul,u2,z, main="courbe de niveaux")# lignes de niveaux

graphe de x"2+y"2 courbe de niveaux
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Exercice 1.2 Mémes questions avec la fonction f(x1,22) = x3exp(—a3 — 23)

vV V.V Vv Vv

Montagne2=function(x1,x2){return(x1-2*exp(-x1"2-x2"2))}

par(mfrow = c(1,2))# pour avoir deux graphiques clte & céte

z<-outer(ul, u2, Montagne2)

persp(ul, u2, z,main="graphe de x"2exp(-x"2-y~2)")# graphe 3D de Montagne2
contour (ul,u2,z, main="courbe de niveaux")# lignes de niveaux



graphe de x"2exp(—x"2-y"2) courbe de niveaux

Optimisation

2.1 Optimisation sans contraintes

On peut faire de 'optimisation de fonctions de plusieurs variables avec le logiciel R. Commencons par de I'optimisation
sans contrainte.

Exercice 2.1 1. Définir pour x = (x1,2), la fonction carre(x) = 23 +x3 en ouvrant un script et en tapant les lignes

(il s’agit de la méme fonction que précédemment mais l'arguement d’entrée est un vecteur)
> carre=function (x){return(x[1]"2+x[2]"2)}
. Définir le vecteur x0 = (1,1). Tester votre fonction carre en calculant carre(z0).

> # initialisation de x0
> x0<-c(1,1)
> carre (x0)

[1] 2

. Que fait la fonction R “optim” (help)?

La fonction optim permet de chercher le minimum d’une fonction. La méthode de recherche du minimum est une
méthode dite itérative: on construit une suite xy = (Tp1,Tk2) qui va converger (si la méthode fonctionne) vers le
minimum de la fonction. o est le premier terme de la suite (I'initialisation).

. Tester l’instruction et afficher solution. A quoi correspondent les variables par, value, counts et convergence ?
(Help)

> solution <- optim(x0, carre)#optim avec algo par défaut Nelder-Mead
> print (solution)

£par
[1] 3.754010e-05 5.179101e-05

£fvalue
[1] 4.091568e-09

£counts
function gradient
63 NA



£fconvergence

[17 0

£message
NULL

La fonction optim utilise par défaut ’algorithme de Nelder-Mead pour chercher le minimum et renvoie

e par une valeur approchée du minimum de la fonction carré qui est (0;0),
e value la valeur de la fonction carre(0;0) = 0.

e counts un vecteur de deux éléments contenant le nombre de fois ou carre et son gradient ont été appelés par
lalgorithme.

e convergence un code: 0 signifie que ’algorithme a bien fonctionné. Pour plus de détails, voir l’aide optim.

Le résultat obtenu n'est pas trés précis et nécessite beaucoup d’itération mais l'algorithme utilisé (Nelder-Mead)
fonctionne méme avec des fonctions qui ne sont pas dérivables.

. Notre fonction étant dérivable, on peut changer l’algorithme de recherche du minimum en spécifiant une autre
méthode. Tester et commenter

> solution_meilleure <-optim(x0,carre, NULL, method = "BFGS")# avec la méthode BFGS
> print (solution_meilleure)

£par
[1] -4.263536e-16 -4.263536e-16

£fvalue
[1] 9.087931e-30

£counts
function gradient
8 3

£convergence

[17 o

£message
NULL

Le résultat est plus précis (plus proche 0) et la convergence plus rapide avec Ualgorithme "BFGS” (quasi-Newton).

. Quel est le gradient de la fonction carre (a la main)? Définir la fonction gcarre, gradient de la fonction carre
(arguments d’entrée x et de sortie un vecteur). Tester et commenter

> gcarre=function(x){ #fonction calculant le vecteur gradient de carre
dx=c(2*x[1],2*x[2])
return(dx)}

+ +

v

solution_encore_meilleure <-optim(x0, carre, gcarre, method = "BFGS")# en fournissant le gradient
> print (solution_encore_meilleure)

£par
[1] -2.220446e-16 -2.220446e-16

£fvalue
[1] 2.46519e-32

£fcounts



function gradient

4 3

£fconvergence

[17 o

£message
NULL

Si on fournit le gradient de la fonction a l’algorithme, la convergence est encore plus rapide. En effet ’algorithme
utilise les dérivées de la fonction, si on ne les lui fournit pas explicitement, il les calcule de fagon approchée (tauz
de variation dans les deuz directions) et cela nécessite donc un peu plus de temps de calcul.



2.2 Optimisation avec contraintes

Ecriture:
e Tout probléme de minimisation d’une fonction f(z) peut s’écrire comme probléme de maximisation de — f(z).
e Toute contrainte ”>” peut s’écrire comme une contrainte ”<”:

a>bs —a< b

e Une contrainte d’égalité peut toujours s’écrire comme deux contraintes d’inégalités:

AN a>b - a>b
“= a<b —a>-b

2.2.1 Optimisation d’un probléme linéaire avec contraintes

Définition 2.1 On appelle programme (ou probléme) linéaire avec n variables (x1,--- ,2,) et m contraintes:
miny .| ¢T;
- ajiti < b;
sous les contraintes . zi €R
Z — ]‘7 ... )n
j = la e, M

Linéarité: la fonction (objectif) & minimiser et les contraintes sont des fonctions linéaires de la variable x. ¢;, aj; et b;
sont des constantes fixées.
Ezxemple de problemes non linéaires:

e si la fonction objectif est x2 + x3, ce n’est pas une fonction linéaire.
. oA ) . , L
e si xy doit étre entier, le probléme n’est pas un programme linéaire

e si une contrainte est x1xo = 1.

Continuité: les variables x; sont des réels.

Définition 2.2 On appelle programme linéaire sous forme normale avec n variables (xy,--- ,x,) et m contraintes:
. n
miny | cix;

- ajiti < b;
. Xi Z 0

sous les contraintes .
1=1,---,n
J = la e, Mm

Si on a une variable x; € R (non nécessairement positive), on introduit ZEj_ >0 etx; >0 et on posex; = o:j' —x; .

Exemple 2.1 On peut résoudre avec le logiciel R le probleme linéaire normal suivant
min(zy + xo + x3)
1 — T2 S 1
T + I3 2 3
x1—To—x3 =1
T1,x2,T3 Z 0
On définit les coefficients c;, a;; et b;:

sous les contraintes

e On définit c = (1,1,1) ainsi x1 + 22 + x3 = Z§:1 ciT,

1 -1 0 o < 1
e pour que Y ay;w; < by ety agx; > by et Y. az;x; =bs), on éerit | 1 0 1 To > 3
1 -1 -1 23 - 1

> library(1pSolve)# chargement libraire lpSolve

> f.obj=c(1,1,1)# fonction objectif

> f.con=matrix(c(1,-1,0,1,0,1,1,-1,-1) ,nrow=3,byrow=TRUE) # contraintes
> f.dir=c("<=",">=" "=")# type contrainte

> f.rhs=c(1,3,1)# second membre

> sol=lp("min",f.obj,f.con,f.dir,f.rhs)# resolution

> print (sol$solution)# affichage solution



[11 320

Exercice 2.2 Résoudre le probleme minimum de x1 + x2 en ajoutant la contrainte xo —x1 > 1 et x1,22 > 0 en utilisant
le package IpSolve. On définit les coefficients c;, a;j et bj:

e On définit c = (1,1) ainsi x1 + x2 = Z?:l CiTi,

e pour que x5 —x1 > 1, on écrit (1 —1)(i1 >(2)( 1)
2

> library(1pSolve)# chargement libraire lpSolve

> # min (x1+x2) sc x2-x1>=1

> library(1pSolve)

> f.obj=c(1,1)# fonction objectif

> f.con=matrix(c(-1,1) ,nrow=1,byrow=TRUE)# matrice des contraintes
> f.dir=c(">=")# contrainte inégalite

> f.rhs=c(1)#second membre

> sol=1p("min",f.obj,f.con,f.dir,f.rhs)#resolution

> print (sol$solution)

[1] 0 1

Exercice 2.3 Résoudre et commenter Uencadré ci-dessous.

. Reaction network formalism
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> f.obj=c(0,0,0,0,1,0,0)# fonction objectif (max v5)

> 8 = matrix(c(-1,1,0,0,-1,1,0,1,-1,1,0,0,0,-1,0,0,0,-1,0,0,1),

+ nrow = 3)# matrice de stoechiométrie

> m=7

> Id<-matrix(0,m,m)

> diag(Id)<-rep(1,m)# Id=matrice Identité

> f.con=matrix(c(t(S),Id),nrow=10,byrow=TRUE)# matrice des contraintes SV=0 et Id V<=10
> f.dirsc("=", =", 0=t st =N ie=t Hg=t ig=t g=N _NI<=1)# type de contraintes
> f.rhs=c(rep(0,3),rep(10,7))# second membre

> sol=lp("max",f.obj,f.con,f.dir,f.rhs)# resolution

> print (sol$solution)

[1] 10 0 0 10 10 0 ©

Ce probleme est mal posé. En effet, il existe une infinité de solutions vérifiant les contrainte, par exemple, v =
(10,0,0,10,10,0,0) ou encore v = (7,2,5,7,10,4,7). Dans Uencadré, le titre du graphe est d’ailleurs "hypothetical flux
distribution at steady state”.



2.2.2 Optimisation d’un probléme quadratique avec contraintes

Exercice
contrainte

2.4 On cherche maintenant & résoudre le probléme précédent minimum de carre(z) = x3 + 23 en ajoutant la
xo —x1 > 1. 1l existe une fonction ContrOptim prédéfinie sous R pour résoudre les problemes d’optimisation

avec contraintes d’inégalités. Il suffit d’écrire les contraintes sous forme matricielle

1. Ecrire o — x1 > 1 sous forme matricielle A ( il ) > b. Définir A et b.
2

> #
> A
> b

avec contrainte y-x>=1 sous forme matricielle
<- matrix(c(-1,1), 1,2)
<- ¢c(1)

2. Tester et commenter

> so

1_ineq=constrOptim(c(1,3), carre, gcarre, ui = A, ci = b)

> print(sol_ineq)

£par

[1]

£fval
[1]

£cou

func

£fcon

[1]

£mes
NULL

fout
[17

£bar
[1]

-0.5 0.5

ue
0.5

nts
tion gradient

191 41

vergence
0

sage
er.tterations
3

rier.value
le-04

Le logiciel renvoie

par une valeur approchée du minimum de la fonction carré sous la contrainte xo — 1 > 1 qui est donc
(_0757075)7

value la valeur de la fonction est carre(—0,5;0,5) =0, 5.

counts un vecteur de deux éléments contenant le nombre de fois ou carre et son gradient ont été appelés par
lalgorithme.

convergence un code: 0 signifie que lalgorithme a bien fonctionné. Pour plus de détails, voir l’aide optim ou
ConstrOptim.

3. Tester la commande

> constrOptim(c(1,2), carre, gcarre, ui = A, ci = b)#

Que

signifie la réponse du logiciel ¢ La fonction constrOptim cherche & déterminer le minimum sous contrainte de

maniére itérative c’est-a-dire en construisant d’une suite de valeurs x, = (T1,n,%2,n). Le vecteur ¢(1,2) est la valeur
initiale de la suite xg, valeur initiale qui doit vérifier les contraintes.



L’algorithme de constrOptim a besoin d’une initialisation a l'intérieur de I’ensemble des contraintes. Parfois I’ensemble
des contraintes est d’intérieur vide et la fonction contrOptim ne peut donc pas étre utilisée. Si la fonction & optimiser est
quadratique définie positive(pouvant s’écrire ‘zAx avec A matrice définie positive), on peut utiliser la fonction solve.QP
du package quadprog.

Exercice 2.5 On cherche maintenant a résoudre le probléme précédent minimum de carre(x) = 3 + 23 en ajoutant

la contrainte o — x1 = 1. Une contrainte d’égalité peut toujours s’écrire comme deux contraintes d’inégalités, car
_b a>b a>b
a=0<= a<b <~ —a>—b
Donc on a
x2_x1:1<:>{$2—.’1?121 { $2—$121
2—x1 <1 —zg + w1 > —1

Mais ici l’algorithme a besoin d’une initialisation a lintérieur de [’ensemble des contraintes. Notre ensemble est ici
d’intérieur vide et la fonction contrOptim ne peut donc pas étre utilisée.
Pour chercher le minimum de notre fonction, on va utiliser la fonction solve.QP. Elle nécessite le package quadprog.

1. Charger le package quadprog et afficher l'aide de solve. QP
> library(quadprog)

2. Définir les matrices et vecteurs suivants

o=(3 1) o= ()= ()= ()

> D<-matrix(c(1,0,0,1),ncol=2)
> d<-matrix(c(0,0),ncol=1)

> A<-matrix(c(1,-1,-1,1),ncol=2)
> b<-matrix(c(-1,1),ncol=1)

3. Calculer & la main txDx —t dx. Comparer avec la fonction carre.

o tar= (o w) (o 1) (0) (0 0) (5 ) =etea

On retrouve la fonction carré.

4. La commande
solve.QP(D,d,t(A),b)

détermine le minimum de f(z) ot f(x)

= % xDz —t dx sous la contrainte Az > b.
Déterminer le minimum de carre(z) = x2 + 2% s

sous la contrainte xo + x1 = 1.

> sol=solve.QP(2*D,d,t(A),b)
> print(sol)

£solution
[1] -0.5 0.5

fvalue
[1] 0.5

funconstrained.solution
[1] 0 0

£iterations
[1] 2 0

£Lagrangian



[1] 0 1

£1act

[1] 2

Exercice 2.6 Déterminer le minimum de f(z) = 23 + 23 + 23 sous les contraintes xo + 21 = 1 et 1 < x3 en utilisant
solve.QP
Soit D la matrice identité en dimension 3 et d le vecteur nul colonne de dimension 3. On peut écrire f

1 0 O T T
‘eDx —'dr= (21 x 3 )| 0 1 0 2o | =(0 0 0)| 22 | =a]+23+23
0 0 1 I3 I3
Ecrivons les contraintes sous forme d’inégalités
x1+x2 > 1 x1+x2 > 1
=1

{xl+xx2<x <~ rT1+22<1 & —x1 —To > —1
L="3 a:l—arggO —$1+$320

1 1 0 1

puis sous forme matricielle Ax > b en posant A= -1 -1 0 b=\ -1

-1 0 1 0

> D<-matrix(c(1,0,0,0,1,0,0,0,1),ncol=3)

> d<-matrix(c(0,0,0),ncol=1)

> A<-matrix(c(1,-1,-1,1,-1,0,0,0,1),ncol=3)
> b<-matrix(c(1,-1,0),ncol=1)

> sol=solve.QP(2*D,d,t(4),b)

> print(sol)

£solution
[1] 0.3333333 0.6666667 0.3333333

£fvalue
[1] 0.6666667

£funconstrained.solution
[1] 0 0 0

£iterations
[1] 3 0

£Lagrangian
[1] 1.3333333 0.0000000 0.6666667

£1act
[1] 1 3

Le résultat est donc x = (1/3,2/3,1/3).

Exercice 2.7 Soit la fonction f(z) = 2?2 — 223 + 323 + 4x129 + 62123. Déterminer la matrice A (symétrique) telle que
f(z) =t (z)Az. Est-elle définie positive ?

b
Il
W N =
|
S NN
w o W

A n’est pas définie positive (f(0,1,0) <0).



2.3 Optimisation des flux d’un réseau métabolique a I’état stationnaire

Exercice 2.8 On considére le réseau métabolique 2. Sa matrice de stoechiométrie est

S = matrix(c(1,-1,0,-1,0,0,0,1,-1,0,1,0,0,0,0,1,-1,-1),
nrow = 3,
byrow = TRUE)# matrice de stoechiométrie
rg=qr(S)$rank # rang de S
p=dim(S) [2]# nombre de colonnes de S
dk=p-rg #dimension du noyau

vV V.V + + Vv

1. Résoudre le probléeme suivant:
minl |V |
tel que SV =0
sous les contraintes v1 =1
v; >0 pour1 <i<6.

(a) Ezistence et unicité de la solution: Avant tout calcul d’optimisation, il faut se poser la question de l’existence
et de lunicité de la solution.

Ici le noyau de S est de dimension 3. On fize v1 alors l'ensemble des contraintes E = {V € R% v, = 1; SV = 0}

n’est pas vide. De SV =0 et vy =1 on tire Sev. = —Spv1 0t ve =t (vo,v3,v4,v5,v6) et
-1 0 -1 0 O 1
Se = 1 -1 0 1 0 Sm=1 0
0 0 1 -1 -1 0
> Sc=S[,-1]# Sc :suppression de colonne 1 de S
> bm=-S[,1]; # second membre -Sm*vi
> m=5#nombre d'inconnues
> Sa=matrix(c(Sc,bm),ncol=m+1)# matrice augmentée
> rgSc=qr(Sc)$rank# rang de Sc
> # si rg(Sc)=rg(Sa) alors il existe des solutions sinon pas de solution
> if (rgSc==qr(Sa)$rank) print("rang Sm et Sm augmentée égaux, existence de solutions") else ("aucun

[1] "rang Sm et Sm augmentée égaux, existence de solutions”
> if (m==rgSc) print("unique solution") else print("infinité de solutions vérifiant les contraintes"
[1] "infinité de solutions vértfiant les contraintes”

D’apreés le théoréme de Rouché-Fontené, il existe une infinité de solutions v. vérifiant le systeme.
On cherche parmi ces solutions celle(s) qui minimise(nt) la fonction f(v.) = >, 5 cvZ. Cette fonction est
strictement conveze, cela prouve l'unicité de la solution.

(b) Résoudre le probléme avec le logiciel R. Nous allons utiliser la fonction solve.QP de R qui déterminer x le
minimum de f(x) = 1/2t(x) * D x x — t(d)x sous les contraintes exprimées par t(A)x > b. vy étant fixé, notre
vecteur inconnu est x est (v, -+ ,vg). On renomme (ve,- - ,vg) par 1, ,x5). Les contraintes:

Sous forme d’inégalités, cela donne S.x > —Spv1 et —Sex > Spv1.

On ajoute aussi la positivité de toutes réactions, matricellement cela s’écrit Isx > Ogs (I5 est la matrice identité
d’ordre 5).

La fonction a minimiser

f@)=3ic1.5 2? = t(x)I5z.

> # Optimisation min norm(V) avec constraintes SV=0 and v1=1
> #vi >= 0 (>= signifie supérieur ou égal)

> require (quadprog)

> m=5# nombre d'inconnues

> # fonction & minimiser f(x)=sum xi~2 ou x=(v2,...,v6)

> D<-matrix(0,m,m)

> diag(D)<-2*rep(1,m)# D=2*matrice Identité

> d=rep(0,m)# d=vecteur nul

> # ainsi f(x)=1/2 t(x)*D*x -t(d)x=sum xi~2



>
> # Les contraintes écrites sous la forme Ax geq b

> # etat stationnaire et v1=1: Sc x<=bm et - Sc x>=-bm avec bm=-Sm v1

> # positivité des vitesses: Identitéx*V>=0

> # matrice des contraintes

># (Sc)

> #A=(-Sc)

># (D)

> A<- matrix(c(t(Sc),t(-Sc),D),ncol=m,byrow=TRUE)

> bm=-S[,1]; # second membre -Sm*vi

> b<- c(bm,-bm,rep(0,m));# second membre: bm+(-bm)+5 zeros

> #résolution attention: formalisme attendu par solve.QP contraintes t(A)x geq b
> sol <- solve.QP(D, d, t(A), b, meq=0)

> print(sol)

£solution
[1] 5.000000e-01 5.000000e-01 5.000000e-01 2.775558e-17
[5] 5.000000e-01

fvalue

[1] 1

£funconstrained.solution
[1] 0 0 0 0 O

£iterations

[1] 4 0

£Lagrangian
[1] 00021100000

£iact
[1] 4 56
La solution affichée correspond d v. = (va, -+ , V).
(¢) En se ramenerant d un probléme a deux variables (ve,vs), résoudre le probléme a la main.
Vg = 1-— (%]
On exprime les contraintes en fonction de (ve,vs): De SV =0 et vy =1, on tire V3 = Vg + U5
Vg — 1-— Vg — Vs
J) =31 ¢vi=12+0v3+ (va+v5)?+(1—v2)? +vi+ (1 —va—v5)? = g(v2,v5). On a ainsi g, fonction de
deux variables, dont on sait calculer ['unique point critique 5879 =8ve+4vs—4=0et 6879 = 4vg 4+ 6v5 —2 = 0.
2 5
L’unique point critique (vy = %,’U5 = 0) est le minimum de g, fonction strictement conveze (sa Hessienne est
toujours définie positive). A l'aide du systeme, on tire vy = %,114 = %,UG = %
2. Le probléme suivant:
maz v
tel que SV =0
sous les contraintes v; = 1
v; >0 pourl1 <it<6
Awvant tout calcul d’optimisation, il faut se poser la question de l’existence et de 'unicité de la solution.

admet-il une unique solution ?

D’apres le théoréeme de Rouché-Fontené, il existe une infinité de solutions v, vérifiant le systeme S.v. = Spv1-

On cherche parmi ces solutions celle(s) qui mazimise(nt) la fonction f(v) = vs ou qui minimise(nt) f(v) = —vs.
Cette fonction n’est pas strictement convexe, donc rien ne prouve l'unicité: ici, il existe une infinité de solutions:
V =1(1,1,1,0,0,0), V =¢(1,0,1,1,1,0),...

On dit que le probléme est mal posé. Une implémentation avec un logiciel pourra dans le meilleur des cas trouver
une solution parmi linfinité de solutions.



De SV =0 etvy =1, on tire
U4:17’U2
V3 = Vg + Us
vg =1 — vy — s

On cherche a4 mazimiser vs = vg + v tout en gardant toutes les vitesses positives. Le probléme se raméne a
maxva + Us
avec les contraintes
0 S V2 S 1
0<vy+wvs <1

Par conséquent, toute solution s’écrit V. =1t(1,a,1,1 —a,1 — a,0) avec a € [0;1].

> library(1pSolve)

> S = matrix(c(1,-1,0,-1,0,0,0,1,-1,0,1,0,0,0,0,1,-1,-1),
+ nrow = 3,

+  byrow = TRUE)# matrice de stoechiométrie

> f.obj=c(0,0,1,0,0,0)

> f.con=matrix(c(t(S),c(1,rep(0,5))) ,nrow=4,byrow=TRUE)
> f.dir=c("=", "=", =" n=1)

> f.rhs=c(rep(0,3),1)

> sol=1p("max",f.obj,f.con,f.dir,f.rhs)

> print(sol$solution)

oM

[1] 111000
Exercice 2.9 Reprendre le réseau métabolique suivant

R1:
R2:
R3:
R4 :
R5:
R6:
R7:
R8: 2B

R9: C+D

ext
ext

ext

LITILLLT

1. Lire le fichier RM1.csv dans la variable s. Transformer la data frame s en matrice S

> s <- read.csv2("RM1.csv")
> S<-as.matrix(s,nrow=5,ncol=9)

2. Résoudre le probléme suivant:
min||V[?
tel que SV =0
sous les contraintes vy = vy =1 °
v >0 pour1 <i<9eti#T.
Vérifier que le probléme admet une solution puis le résoudre avec R. On verifiera ses résultats (a la main) en ex-
primant la fonction objectif en fonction des variables (v7,vg9) puis on cherchera son minimum.

Plusieurs écritures du probléme sont possibles, en voici une: de SV =0 et v1 = vo = 1, on tire Seve = —SmUm. On
vérifie que ce systéme admet bien une infinité de solutions.

En effet, si le systéme n’admet aucune solution, on s’arréte: il n’y a pas de solution au probléeme de minimisation !
Si le systéeme Sev. = —Spvm nadmet qu’une unique solution, on s’arréte aussi: la solution de S.v. = —Syvy, est
la solution du probléme de minimisation (la région admissible ne contient qu’un élément c’est donc le plus petit!).

> # Optimisation min norm(V) avec constraintes SV=0 and v1=v2=1
> #vi >= 0 excepté v7 (=> signifie supérieur ou égal)
> # etat stationnaire et vi=1 v2=1: Sc x >=bm et -ScVc>=-bm



> # avec bm=-SmVm

> Sc=S[,-c(1,2)]# Sc :suppression des colonnes 1 et 2 de S

> Sm=S[,c(1,2)]# Sm colonnes 1 et 2 de S

> Vm=matrix(c(1,1),ncol=1) ; bm=-Smy,*},Vm

> # test si 1'ensemble Sc x =bm n'est pas vide: existe-t-il des solutions ?

> rgSc=qr(Sc) $rank#rang de Sc

> m=7

> Sa=matrix(c(Sc,bm),ncol=m+1)# matrice augmentéé

> #Si rg(Sc)=rg(Sa) alors il existe des solutions sinon pas de solution

> if (qr(Sa)$rank==rgSc) print ("il existe des solutions") else print("pas de solution")

[1] "4l existe des solutions”

Le rang de S, est 5 et le nombre de variables est 7, donc le systéme S.v. = —Sy, v admet une infinité de solutions.
Cet ensemble est notre région admissible qui est non vide (on admet qu’il est conveze et que la fonction 4 minimiser
est strictement conveze, le probléme est donc bien posé ie admet une unique solution). On va donc chercher le
vecteur v, de norme minimum dans cet ensemble avec solve. QP:

Notre inconnue est maintenant v. = t(vs, vq, vs, Vg, U7, Us, V9) qui est de dimension 7. On veut minimiser f(v.) =
2?23 vZ. Les contraintes s’écrivent:
chc Z _vam
_chc Z vam
v; >0 pouri#£7

On définit donc la matrice et le second membre des contraintes

Se
A= -5, b= ( Ogi7 )
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ot Ir est la matrice identité de dimension 7 sauf la 5éme ligne qui est composée uniquement de 0.

On définit D la matrice identité de dimension 7 et d la matrice colonne nulle de dimension 7. On va minimiser la
. t ) .
fonction f(x) = % xDx —tdx ot x = t(xy, -+ ,x7) correspond a v, = t(v3,v4, Vs, Vg, V7, Vs, V).

require (quadprog)

# fonction & minimiser f(x)=sum xi~2 ou x=(v3,...,v9)
#Les contraintes écrites sous la forme Ax >= b

m=7 # nombre d'inconnues

D<-matrix(0,m,m)

diag(D)<-rep(1,m)# D=matrice Identité 7x7

d=rep(0,m)# d=vecteur nul

# ainsi f(x)=1/2 t(x)*D*x -t(d)x=sum xi~2

# positivité des vitesses: Identité*V>=0 sauf ligne 5 (correspondant & v7)
Itilde=D;Itilde[5,5]=0# Itilde=matrice identité 7x7 avec 1'élement (5,5) remplacé par 0O
# matrice des contraintes

# (Sc )
#A=(-Sc)
# ( Itilde)

A<- matrix(c(t(Sc),t(-Sc),Itilde),ncol=m,byrow=TRUE)

# second membre: bm+(-bm)+7 zeros

b<- c(bm,-bm,rep(0,m));

#résolution attention: formalisme attendu par solve.Q@P contraintes t(A)x geq b
sol <- solve.QP(2*D, d, t(A), b, meq=0)

print(sol)

VVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYV

£solution
[1] 1.00000000 0.26666667 0.33333333 0.40000000 0.06666667



[6] 0.60000000 0.40000000

£fvalue
[1] 1.866667

funconstrained.solution
[1] 0 0 0 0 00 0

£iterations
[1] 6 0

£Lagrangian
[1] 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 2.133333
[7] 1.600000 1.466667 1.333333 2.000000 0.000000 0.000000
[13] 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

£1act
[1] 6 7 8 10 9

A la main, de SV =0 et v; = vy =1, on tire

Vg = Vg

Vs = Vg9 — U7

vy =1 —2v9 + v7
USZI—UQ
’03:1

donc f(v) = > ;.90 =34 (1 —2v9 +v7)? 4 (vg — v7)? + v3 + V2 + (1 — v9)? + v3 dont les dérivées partielles

ng = 6vy — 6Gug + 2 et ng = —6v7 + 16vg — 6 s’annulent en (vy; = 1—15, vg = %), unique minimum (la hessienne est
7 9
définie positive). Avec le systéme, on retrouve V =t(1,1,1, %, %, %, %, %, %)

3. Peut-on résoudre le probléme suivant ?:

max v3

tel que SV =0

sous les contraintes vy = vy =1 °

v; >0 pour 1 <i<9eti#£T.

Ousi, on peut le résoudre mais ce probléme n’est pas bien posé: il admet une infinité de solutions. En utilisant le package
IpSolve, on peut trouver une solution: on commence par dupliquer les réactions réversibles pour obtenir un probléme ou
toutes les variables cherchées sont positives.

s <- read.csv2("RM1.csv")

S<-as.matrix(s,nrow=5,ncol=9)

# on duplique les vitesses réversibles

# vl,v2+,v2-,v3,v4,v5,v6,v7+,v7-,v8,v9

# nommer w1l a wil
S2=matrix(c(S[,1:2],-S[,21,8(,3:71,-S[,71,8[,8:9]),ncol=11)# nouvelle matrice de stoechio
f.obj=c(rep(0,3),1,rep(0,7))# max de w4 (ancien v3)

conl=c(1,rep(0,10))# contrainte sur wl

con2=c (0,1, rep(0,9))# contrainte sur w2
f.con=matrix(c(t(52),conl,con2),nrow=7,byrow=TRUE)#matrice des contraintes
f.dir=c(rep("=",7))# contraintes d'égalité

f.rhs=c(rep(0,5),1,1)# second membre
sol=1p("max",f.obj,f.con,f.dir,f.rhs)#résolution

print(sol$solution)# (sous forme w)

VVVVVVVVVVVYVVYV

[1] 11011000010



> V=c(sol$solution[1],so0l$solution[2]-sol$solution[3],so0l$solution[4:7],s0l$solution[8]-sol$solution[9],so0l$s
> print (V)# retour & V : v2=w2-w3 et v7=w8-w9

[1] 111100010
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