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1 Espaces vectoriels

1.1 La définition

Définition 1.1 Un espace vectoriel V sur R ou C est la donnée d’un ensemble V' dont les éléments
sont appelés vecteurs, muni des deuzr opérations :

de VxVdansV , (u,v) — u+v (l'addition) ,

de RxVdansV , (\u) — Au (la multiplication par un scalaire)

telles que

- addition est associative, commutative, posséde un élément neutre noté 0 et toul élément u de V
a un symétrique noté —u ,

- pour tout \,u € R et pour tout u €V, on a

AMpw) =dpu , A+pu= u+pu , Au+v)= u+lv , lu=u.

Les éléments de R sont appelés des scalaires.

Exemples

1°-V = R2, les éléments sont notés z = (z1,72) ou y = (y1,¥y2) . L’élément neutre est 0 = (0,0),
le symétrique de x est —x = (—x1, —x3) , Uaddition est définie par =z + y = (1 + y1, 22 + y2) et la
multiplication par un scalaire par Az = (Az1, Ay;) . On définit de la méme fagcon R® et R"” pour tout
entier n > 1.

2°- L’espace des fonctions continues sur un intervalle [0, L] avec L > 0. Il est noté C°([0, L]) , avec
les opérations classiques d’addition et de multiplication par un scalaire.

3" - L’espace des fonctions continues sur [0, L], nulles en £ = 0 et en z = L. On le note

Vo = {veC(0,L]) | v(0)=0, v(L)=0 }.



1.2 Les sous-espaces vectoriels

Soit W un sous ensemble de V' un espace vectoriel donné.

Définition 1.2 W est un sous espace vectoriel de V lorsque W+#0D et si l’addition de vecteurs et la
multiplication par un scalaire sont des lois internes pour W, c’est a dire

Vu,veW ,VAeR, wu4+veW , uelW.

Exemples 1

1 °- Toute droite passant par lorigine est un sous espace vectoriel de R2. C’est encore vrai pour
R™.

2 °- L’espace Vi défini ci-dessus est un sous espace de C° ([0, L]) .

Remarque 1.3 : Tout sous espace vectoriel est un espace vectoriel.

Proposition 1.4 Un ensemble W0, inclus dans un espace vectoriel V est un sous espace vectoriel
de V' si et seulement st
VALueR YuveW Iu+pupweW.

1.3 Les bases

Définition 1.5 Soit V' un espace vectoriel, uq,us, .., U, des vecteurs de V' et A, Ao, ...\, des réels.

Le vecteur v = Ajuy + Agug + ... + AUy, est une combinaison linéaire des vecteurs uq, us, ..., Uy,
de V.

Proposition 1.6 Soit uq,us, ..., u, une famille de vecteurs de V' ; on pose
m
W = {’LLEV | U:Z)\juj' , )\jER}.
j=1
Alors W est un sous espace vectoriel de V.

Remarque 1.7 1l s’agit du sous espace engendré par le systéme générateur u, us, ..., Up,.

Définition 1.8 Soit uy, us, ..., u,, une famille de vecteurs de V. On dit que les vecteurs uy, Ug, ..., Uy,
sont indépendants lorsque

AU+ XU+ ...+ AUy, =0 = A=A =...=},=0.

La famille uy, uo, ..., un, est appelée une famille libre de vecteurs. Dans le cas contraire on parle
de vecteurs liés.

Définition 1.9 Une famille uq, uo, ..., u, constitue une base de V' si les vecteurs uy, uo, ..., U, sont
indépendants et constituent un systeme générateur de V.



Exemple 1.10
1°- PourV =R2, les vecteursu; = (1,0) et uy = (0,1) constituent une base, dite base canonique,
de R?.
2 - Les fonctions
X

u;(z) = sin (jf> , 1<j<m

constituent un systeme libre de Vy. En effet, si pour tout
- T
xe|0,L] , bsm(—) =0,

on peut interpréter cette combinaison linéaire comme une série de Fourier (finie) dont la somme
est nulle, les coefficients de Fourier sont donc nuls, et pour tout j =1,2,...,m, on a b; = 0.

Théoréme 1.11 Soit {uy, us, ..., u,} une base de V un espace vectoriel. Alors

YoeV dA, Ao, ..., N\, uniques tels que v = Z)\juj.

j=1

Démonstration Soit v € V ; le systéme {u, us, ..., u, } étant générateur, il existe au moins un jeu
de coefficients {1, Ag, ..., A\ } tels que v = Z?Zl Aju; . Il reste a montrer lunicité. Supposons qu’il
existe un autre un jeu de coefficients {1, fo, ..., pn } tels que v = Z?Zl piu; . Alors

n

Y N—m)u; =0,

Jj=1
et comme les u; sont indépendants, on obtient pour tout j , A\j = u; , d’ou 'unicité.

Théoréme 1.12 (admis) Soit V un espace vectoriel admettant une base a n vecteurs. Alors toute
autre base de V' aura aussi n vecteurs.

Définition 1.13 Ce nombre n est appelé dimension de V', et est noté dimV .
Remarque 1.14 La dimension peut étre infinie. C’est le cas pour [’espace Vj.
Exemple 1.15 On considére ’espace vectoriel R? et les trois vecteurs

ur = (1,1) , us =(2,1) , usg=(3,1) .

Soit x = (x1,22) un vecteur de R% ; on recherche une décomposition de x sur cette donnée de trois
vecteurs uy, Us, u3, de la forme x = A\juq + Aaug + Azuz. On trouve par exemple Ay = 229 — 11 , Ay =
Ty — Ty, A3 =0, mais ausst Ay =0, Ay =319 — 21, A3 =21 — 229 . Il n’y a pas unicité de la
décomposition, et donc la donnée des trois vecteurs u,, us, us ne constitue pas une base de R?. Par
contre, pris deur a deuz ils constituent chaque fois une base de R? qui est bien de dimension 2.



Proposition 1.16 (admise) Soit V' un espace vectoriel de dimension n, et p vecteurs uy, us, ..., .
-1- si {uy, ug, ..., up} constitue un systéme générateur de V, on peut en extraire une base de V et
nécessairement p > n. Si p = n il s’agit d’une base de V.

-2- st les vecteurs uy, Uy, ..., up sont indépendants, on peut compléter cette donnée par n —p vecteurs
Up1, -y Up choisis judicieusement, de maniere a obtenir une base de V . Nécessairement n > p, et
st m = p, les vecteurs uy, s, ..., U, constituent une base de V.

Exemple 1.17 On considére l'espace Vi constitué des fonctions continues sur [0, L], nulles en
x =0 et enx = L. On peut envisager un sous espace vectoriel de Vi constitué des séries de Fourier
tronquées (cf.Exemple 1.10). On peut envisager d’autres types de bases. On se donne un entier N,

assez grand en pratique, puis on pose
L

N+1
puis x; = jh, j =0,1,2.., N + 1, afin de découper Uintervalle [0, L] en N + 1 petits intervalles
[z, 2j+1] avec § = 0,1,..,N. On introduit le sous espace V}, de Vi défini par

Vi = {veVy | vaffine sur chaque intervalle [x;, xj1] } .
On construit une base de V}, constituée des fonctions ¢y telles que

1 sij=k .
o(z;) = {0 Szjz']j#k pour k=1,..N et j=0,1,..,N+1.

La partie non nulle du graphe de ¢y représente un triangle de hauteur 1 et de base [xy_1,Ti1].
Chaque fonction ¢y est continue et nulle en xt =0 et enx =L, pour 1 <k < N, d’ou ¢y € Vj.
Soit u € Viy; on considere la fonction up € V}, telle que

up(z;) = u(z)).

On dit que uy, est l’interpolée P de u aux points x;. On démontre immédiatement

Uy = Z U(.’L‘k)¢k

k=1

en testant chaque point xj. Les vecteurs ou fonctions ¢ constituent une base de Vi,. La dimension
de V), est donc N. L’espace vectoriel de dimension finie Vj, approche l’espace vectoriel Vy qui est de
dimension infinie.

2 Les applications linéaires

2.1 Définition, propriétés élémentaires

Définition 2.1 Soit V et W deux espaces vectoriels sur R et f une application de V' dans W. On
dit que f est linéaire lorsque

VANpeR Yu,veV , fAu+pmw) = Af(u) + pf(v) .



Remarque 2.2 On a nécessairement f(0) =0 , lorsque f est linéaire.

Définition 2.3 On note L(V,W) lensemble des applications linéaires de V' dans W, puis

Imf ={fluyeW | veV} |, Kerf ={ueV | fluy=01}.

Remarque 2.4 L’ensemble Imf est un sous espace vectoriel de W | et Kerf est un sous espace
vectoriel de V.

Exemple 2.5 On prend V = R3 et W = R?, et f(z) = (x1 + 22,21 — x3). Alors Imf = R? et
Kerf est une droite de l’espace R® définie par lintersection des plans x1 + x9 =0, z, — x5 = 0.

Soit f,g € L(V,W), A € R . On définit les applications f + g et Af par
VweV (f+g)w) = flu)+g@) , Af)@w) = A f(u).

On vérifie immédiatement que ces applications appartiennent & L(V,W) et que, muni de ces
opérations, L(V, W) est un espace vectoriel sur R.

2.2 Les matrices

Soit f une application linéaire de V', un espace vectoriel de dimension n, dans W, un espace vectoriel
de dimension m. On utilise une base {vq, vs, ...,v,} de V et une base {wy, wo, ..., w,} de W. Ainsi
un vecteur v € V' et sa transformée f(v) € W s’écrivent respectivement

v = Zakvk , flv) = Zﬁz’wi .
k=1 i=1

Il existe une relation entre les §; et les a. On pose
m

f(Uk) = ZB,]C w; .
i=1

On obtient

m

flw) = f (Z%W) = > o flue) = D ok Y Bpwi = ) (Z&k%) w;
k=1 k=1 k=1 =1 P

1=1

D’ot, pour tout 2 =1, 2, ..., m,

> Baay = B
k=1



Prenons maintenant un autre espace vectoriel U de dimension finie p, sur lequel on utilise la
base {u1, us,...,u,} , et une applications g de U dans V' . On considere un vecteur v € U et sa

décomposition
P
u = E )\j Uj; .
=1

On pose comme précédemment
n
g(u;) = E Agj vk
k=1

pour obtenir

g(u) =g (Z%‘W) = Z)\j g(uy) = ( Akj)\j> U -

k=1

D’ou, pour tout £ =1,2,...,n,
»
ZAkj)\j = O
j=1

si on prend v = ¢g(u) . On peut maintenant vouloir représenter f (g(u)). On obtient

i=1 j=1
On pose
n
Cij == ZBikAkj .
k=1

On a ainsi introduit trois tableaux de coefficients : le premier contient les coefficients Ay; et peut
se mettre sous la forme de n lignes et p colonnes; il sera noté A, et représente I'application linéaire
g. Le second contient les coefficients B;; et peut se mettre sous la forme de m lignes et n colonnes;
il sera noté B et représente ’application linéaire f. Le troisieme contient les coefficients Cj; et peut
se mettre sous la forme de m lignes et p colonnes; il sera noté C et représente ’application linéaire
composée f o g.

Définition 2.6 Une matrice est la donnée d’un tableau de coefficients rangées en p et n colonnes;
elle est dite carrée lorsque p = n.

Exemple 2.7 On considere [’espace vectoriel V' constitué des polynomes de degré inférieur ou égal

a deuzx. L’application
1

p — f(p) = / (z — 1) p(t) dt

-1



est bien une application de V dans V. On veut la représenter par une matrice. Pour cela, il nous
faut d’abord utiliser une base de V; prenons les polynémes 1, x et x2. On pose

p(t) = )\() —+ )\1t + )\2t2.

flp)(z) = /_lltZP(t)dt - (/_11 2t p(t) dt) T + (/_llp(t) dt) 22

2 2 4 2
f(p)(a:) = = )\0 + —/\2 + (g )\1) T + <2/\0+§ /\2) £E2,

Alors

On obtient

ce qui donne la matrice :

s

Il
N Owin
Owih O
win Oun

Proposition 2.8 L’ensemble des matrices a p lignes et n colonnes est un espace vectoriel de di-
mension pn sur R si on le munit des deux opérations

(A—i—B)Z-j = Ay + By , ()‘A)ij = XA
pour toutes matices A, B a p lignes et n colonnes et A € R.

On peut aussi effectuer des produits de matrices pour représenter la composition des applications
linéaires, comme dans I’exemple ci-dessus, ol une matrice C a été définie par

Cij = ZBikAkj-
k=1

La matrice A avait n lignes et p colonnes, la matrice B avait m lignes et n colonnes, pour obtenir
une matrice C' de m lignes et p colonnes. Pour obtenir le coefficient Cj; on effectue les produits,
composante par composante, de la ligne N °i de la premiére matrice citée (ici B) par la colonne
N °j de la seconde matrice citée (ici A). Pour cela, il est indispensable que le nombre de colonnes
de la premiere matrice citée (ici B) soit exactement le méme que le nombre de lignes de la seconde
matrice citée (ici A).

Ces distinctions entre lignes et colonnes font que, dans le cas des matrices carrées (p = n) le
produit de matrice n’est pas commutatif en général, c’est a dire

BA # AB (en général).

Le produit BA n’est pas défini lorsque n#p. Lorsque n = p, ce produit possede un élémént neutre,
qui est la matrice identité :

1 0 0 0
I = 0 1 0 0
0 0 O 1



Pour toute matrice carrée A, ona Al = A = A.

La diagonale d’une matrice carrée est la donnée des éléments A;; a la ligne N° j et & la colonne
de méme N ° j. Une matrice carrée est dite matrice diagonale lorsque tous ses éléménts hors
diagonale sont nuls : A;; = 0 si 777 . Ainsi, la matrice identité est une matrice diagonale.

Remarque 2.9 On peut définir la puissance d’une matrice A™. Dans ce cas, il y a commutativité :
A (A™) = (A™) A = A™

On peut donc aussi définir des séries entiéres de matrices, et des fonctions analytiques (développables
en séries entieres) de matrices f(A), et conserver la commutativité.

Proposition 2.10 Soit f une application linéaire de V', muni de la base {vy,va, .., v,] dans W muni
de la base {w1, wa, ..., wy}. On écrit les décompositions de chaque f(vg) sur la base des w;, c’est a
dire

flog) = D Bix wi .
i=1

Alors les coefficients B;, constituent la matrice de lapplication linéaire f.
Remarque 2.11 L’ordre des indices i,k doit absolument étre respecté.
Définition 2.12 Une matrice carrée A est symétrique lorsque pour tout ¢,j on a A;j = Aj;.

Remarque 2.13 Les matrices symétiques se retrouvent fréquemment dans les applications.

2.3 Un exemple d’application

On considere I'intervalle [O, L] comme représentant une étagere de longueur L. Cette étagere est
posée sur appuis a ses extrémités. On pose dessus quelques bouquins, ce qui représente une charge
qu’on notera f. Il s’agit d’une fonction bornée, constante par morceaux. Cette charge va provoquer
un petit déplacement u de 1’étagere par rapport a sa position ”sans charge”, qu’on représente par
le déplacement nul : u = 0. Le déplacement u se traduit par une fonction continue (I’étagere ne se
brise pas) nulle en x = 0 et en & = L, c’est a dire sur les appuis. Les déplacements possibles sont
biens décrits par I'espace V; décrit plus haut.

Le calcul théorique du déplacement u en fonction de la charge f se fait en résolvant 1’équation
différentielle

- + Ku=f , u0)=u(L)=0.

Le coefficient K représente la raideur du matériau. On veut approcher le déplacement u. Pour cela,
on va utiliser I’espace V}, également introduit plus haut. On rencontre un premier probléme : on ne
peut pas dériver deux fois un élément de V},. Par contre, on peut le dériver une fois, sauf au points
zj, j=0,1,.., N +1, et obtenir une fonction constante par morceaux qui est intégrable. On prend
un vecteur ¢y de la base {¢1, o, ..., dx }, on multiplie I’équation précédente par ¢y et on integre par
parties pour obtenir

/O (W(@)d(x) + K ulz) bp(a) dv — / F(@)on(a) do



Il reste a poser u(z) = Z;vzl A;j ¢;(x) pour obtenir une expression de la forme

N
> AN o= by
j=1

by = / f(@)(x) do | Ay = / (¢)(2)1(z) + Ko;(2)¢x(2)) dz .

On peut noter que la matrice A est symétrique et bien entendu carrée, et que les coefficients Ay; se
calculent facilement (au pire des polynémes de degré 2). On peut aussi constater que

Ay =0 silj—kl>2,

c’est a dire que la matrice est tridiagonale.

La matrice A représente I'application linéaire qui fait correspondre le déplacement a la charge. En
I'inversant, ce qui sera précisé plus loin, on obtient le déplacement en fonction de la charge. Ce
calcul permet de prévoir si I’étagere va résister a la charge qu’on lui impose. Bien siir, on ne se
lance pas dans de tels calculs dans nos bricolages domestiques, mais ils sont indispensables pour la
conception d’un pont routier ou du toit d’une grande surface et sa résistance au poids de neige.

3 L’inversion d’une matrice carrée

Dans I'exemple précédent, la relation entre la charge b = Z,]c\;l b, oy, et la déformation u = ZN Aj D,

j=1
se traduisait par
N
Z A Aj = by
j=1

pour chaque valeur de k. On note A la matrice des coefficients Ay; afin d’obtenir I’écriture matricielle
Au=1b.

Ceci permet, connaissant la déformation u, de trouver la charge b, mais offre peu d’intérét. On
est en pratique plus intéressé par le calcul de la déformation u connaissant la charge b. L’équation
Au = b constitue alors un systéme de N équations linéaires & N inconnues, les coefficients A;. La
question est de savoir si la matrice A admet une matrice inverse A~'de coefficients B;;, tels que

N
1 sii=j
Bt Ay, = 0;; = e
Z kT K {O si 1#].
k=1
La matrice des coefficients ¢;; est la matrice identité. La relation ci-dessus s’écrit aussi
A7tA = T.

Le calcul de A~! correspond & résoudre N? équations & N? inconnues, les B;;. Bien entendu on ne
va pas a priori calculer A™! (c’est & dire résoudre N? équations) pour ensuite résoudre le systéme



Au = b qui n’a que N équations. On a simplement besoin de savoir si A~! existe ou non, c’est 3
dire si A est inversible ou non. En effet, en multipliant par A~! on obtient

A7 Au = A% , dou uw = A".

On cherche maintenant un critére qui nous indique si la matrice inverse A~! existe ou non.

3.1 Les déterminants en dimensions 1 et 2
Dans le cas de I’espace vectoriel R, de dimension 1 sur R bien entendu, 1’équation
Au = b

est une équation scalaire et la solution évidente est

b
Z ’
a condition d’avoir A#0 . Si A = 0, on ne peut évidemment pas résoudre de facon unique cette
équation : si b#0 il n’y a pas de solution, et si b = 0 il y en a une infinité.
Dans le cas de la dimension 2, en considérant par exemple I'espace vectoriel R? et sa base
canonique, la matrice A est de la forme
v 0

et le systeme Au = b correspond aux deux équations

u =

O!)\l +B)\2 = b1 y ’}’/\1 + 5)\2 = bg .

La résolution donne

- (Sbl - 5()2 . O!bQ - ’Ybl
1 — a5—ﬂ7 ; 2 = Oz5—ﬂ7 )
a condition que les dénominateurs soient non nuls, c’est a dire
ad— By #0.

Ce nombre est appelé le déterminant de la matrice A.

Définition 3.1 Le déterminant de la matrice

=5 5)

det(A) = ad — By,

est le nombre

ausst noté
a (3

det(4) = |4] = |7

10



Remarque 3.2 La matrice inverse de

(0
A= ﬁ(fl) (—57 —f)

Si det(A) est non nul, la matrice A~! existe. Si det(A) = 0, il n’y a pas de matrice inverse.

est

3.2 Les déterminants en dimension supérieure a 2

On considére en dimension 3 la matrice

All A12 A13
A= A21 A22 A23
A31 A32 A33

Définition 3.3 Le déterminant de la matrice A est le nombre réel

A22 A23 A12 A13
A32 A33 A32 A33

A12 A13

det(A) = A
et(4) = An Ay Ay

— Ay + Ay

Ce déterminant est obtenu en développant par rapport a la premiere colonne. On prend chaque
élément de cette colonne, affecté d’un signe, et multiplié par la matrice 2 X 2 obtenue en éliminant
la colonne concernée et la ligne de I’élément concerné. Ainsi, un facteur A;; sera multiplié par la
matrice 2 X 2 obtenue en retirant la ligne 7 et la colonne 5 de la matrice 3 x 3 initiale, notée A.
On peut opérer a partir de n’importe quelle colonne ou n’importe quelle ligne. La regle des
signes est celle-ci : o
Le facteur A;j est af fecté du signe (=1)"™* .

On peut aussi la représenter dans un tableau

Pour la dimension supérieure ou égale a 4, on conserve la méme regle. Ainsi, pour n = 4, on
développe par rapport a une ligne ou une colonne, en calculant une combinaison de déterminants
d’ordre 3. Ensuite, pour n = 5, on procede de méme en combinant des déterminants d’ordre 4, et

11



pour une dimension n + 1 on procede a une combinaison de déterminants d’ordre n, etc... La régle
des signe reste la méme, ainsi, pour n = 6, par exemple, elle est représentée par le tableau

+ -+ - + -
-+ - 4+ - 4+
+ -+ - + -
e
+ -+ - + -
- 4+ -+ -+

Théoréme 3.4 (admis) Soit A et B deur matrices carrées de méme ordre. Alors

det (AB) = det(A) det(B)

Proposition 3.5 Si la matrice A est inversible, alors

1
det (A)

det (A7) =

Proposition 3.6 Le systéme homogéne
Au = 0

admet la solution triviale (et unique) u =0 si et seulement si det (A) #0 .

Remarque 3.7 Si Au = 0 admet une solution u#0 alors nécessairement det (A)

= 0.

Proposition 3.8 Soit vy, vy, ...,v, la donnée de n vecteurs d’un espace vectoriel V de dimension

n , et ey, e, ....e, une base de V. On pose pour chaque valeur de j = 1,2, ...,n,

n
’Uj = E Aij €; .
i=1

Alors les vecteurs v; forment une base de V' si et seulement si det (A) #0 .

Démonstration 1°- On suppose det (A) #0; il nous faut montrer que vy, vy, ..., v, forment une
base. Les vecteurs vy, vs, ..., v, sont indépendants : si on dispose de coefficients A1, Ag, ..., A, tels que

Zn:)\jvj = 0,
j=1

alors

i ( ; AZ])‘]> € = 0,
1

=1 j=

12



et donc, les e; constituant une base, le vecteur u de composantes \; est une solution de Au = 0 avec
det (A) #0, donc u = 0 et tous les \; sont nuls.
Le systeme vy, v, ..., v, est générateur : Soit w un vecteur de V. Il peut s’écrire

n
w = E Hi€q
i=1

et on cherche ensuite un vecteur u de composantes A; telles que pour tout 7 =1,2,..,n, on ait

ZAij)\j = M .
j=1

Puisque det (A) #0, le vecteur u existe et est unique; on obtient
n n n n n
w = Z ( AZJ)‘J) € = Z ()\] ZAZ]€Z> = Z)\jvj .
i=1 \j=1 j=1 i=1 j=1

Le vecteur w a été reconstitué sur le systeme vy, s, ...,v, qui constitue donc bien un systéme

générateur. D’apres la définitionl.9, les vecteurs vy, vy, ..., v, constituent bien une base.

2 °- On suppose que les vecteurs vy, vo, ..., v, constituent une base de V. On considére un vecteur
) ) )

u € V. Il se décompose de facon unique sur la base des v; et aussi sur la base des u;, c’est a dire

qu’il existe un seul jeu de composantes Ay, Ay, ..., A, et un seul jeu de composantes 1, s, ..., f, tels

que
n n

u = E Ajv;g o, u = E i€;
j=1 i=1

On en déduit que les composantes A1, Ao, ..., A, et py, fo, ..., ti, sont liées par les relations
n
ZAij/\j = M, 1= 1,2,...,7'L .
i=1

L’unicité des deux jeux de composantes implique que det (A) =0 .

Remarque 3.9 La démonstration précédente est instructive a plus d’un titre. Dans la seconde
partie, les \; sont les composantes de u dans la base vi,vs, ..., v, et les p; sont les composantes de
u dans la base ey, eq, ..., e,. Ils sont liés par les relations

n
> Ak = i, i=1,2..n.
j=1

La matrice A permet donc de passer des composantes \; dans la base vy, vy, ..., v, aur composantes
;i dans la base ey, es, ..., e,. Il s’agit de la matrice de changement de base. La matrice inverse
A~ permet de revenir a la base vi,vs, ..., Uy .

Proposition 3.10 Si deuz vecteurs colonnes de A sont colinéaires (l'une est proportionnelle
Pautre), alors det(A) = 0.
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Démonstration : cela signifie que dans la liste des vecteurs vy, v, ..., v, il y a un v; et un vy tels
qu’il existe un scalaire v pour lequel v; = yvi. De ce fait les v; ne constituent pas une base, et donc
det(A) = 0.

Définition 3.11 Soit A une matrice carrée de coefficients A;;. La matrice A" de coefficients
Ay = Aii
est appelée matrice transposée de A. Elle obtenue en échangeant les lignes et les colonnes.

Théoréme 3.12 Soit A une matrice carrée. On a

det(A) = det(A")

Ce résultat (admis) indique que tous les résultats obtenus sur les colonnes s’appliquent aussi aux
lignes, et en particulier celui-ci.

Proposition 3.13 Si deux vecteurs lignes de A sont colinéaires (I’'une est proportionnelle a 'autre),

alors det(A) = 0.

3.3 Changement de base

On s’intéresse maintenant a I'influence d’un changement de base sur la matrice d’une application
linéaire f de V dans V. On considére un vecteur u qui se décompose ainsi

n n
u = E /\] Uj y U = E i€
j=1 =1

sur les deux bases précédentes. On a les relations
n n
pour tout j , v; = ZAijei , et pour tout i , u; = ZA,-J-)\J- )
i=1 J=1

On note M la matrice représentant f dans la base vy, v, ..., v, et H la matrice représentant f dans
la base ey, eq, ..., e,. On a d’une part

f(’U,) = Z M]Cj)\jvk = Z Mk]/\jAzkez ,
Jk i,4,k
et d’autre part

flu) = ZHik,ukei = ZHikAkj)\jei.
i,k 5,k

par identification des composantes sur une base, il vient pour tout i, j,
n n
k=1 k=1
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n n
et en prenant pour vecteur u tel que A;#0, il reste (Z AikMkj> = (Z HikAkj) . En écriture
k=1

k=1
matricielle, cela devient

AM = HA,

ce qui constitue la relation de passage de H a M et inversement. On a

H=AMA" ou M = A'H A.

La matrice de changement de base A est aussi appelée matrice de passage, et dans ce cas,
notée P . Elle est relativemant facile a construire. On se fixe un indice k entre 1 et n, et on prend
u = v, le kK —ieme vecteur de la base vy, vy, ..., v, , ce qui revient a prendre A\, =1, \; =0 s7 j#k .
On a alors, pour chaque composante p;, 1 = 1,2, ..,n du vecteur vy,

n
pi = > Ak = A
j=1
On constate que la k — iéme colonne de la matrice de passage A est constituée des composantes y;

de vy dans la base vy, vo, ..., Uy.

Remarque 3.14 Ceci était déja implicitement écrit en posant

n
Vp = E Aire;
i=1

4 Diagonalisation d’une matrice carrée

Soit A une matrice carrée opérant sur un espace vectoriel V' de dimension n. On recherche les
directions privilégiées pour lesquelles A se comporte comme une simple homothétie, c’est a dire
qu’un cherche un vecteur u#0 tel qu’il existe un scalaire A pour lequel

Au = du .

Définition 4.1 Si une telle situation existe, le paramétre \ est appelée valeur propre de A et le
vecteur u est appelé vecteur propre associé a la valeur propre \.

Remarque 4.2 [ est fondamental d’exiger u#0, sinon tout réel est valeur propre. On remarque
ausst que st u est vecteur propre, tout vecteur de la forme [u avec [#0,est aussi vecteur propre
associé a la méme valeur propre \.

Supposons qu’on ait trouvé n vecteurs propres ui, us, ..., 4, d’une application linéaire f, consti-
tuant une base de V. La matrice de passage d’une base donnée ey, es, ..., e,,, dans la base des vecteurs
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propres 1, Us, ..., U, est notée P . On note A la matrice représentant f dans la base eq, eg, ..., €,, et
D la matrice représentant f dans la base vy, v, ..., v,. On a

D =P'AP, ou A= PDP

comme précédemment, avec
n
Uj = E P,'jei .
i=1

Soit u un vecteur de V. Il peut s’écrire

n n
uzgajuj ; u:Eﬁiei
j=1 1=1

avec, pour chaque = 1,2, ...,n , la relation

n
ZPz'ja/j = 0
j=1
On veut écrire la matrice D. On a
n n
flu) = f (Z%’Uj) = Zaj f(ug)
et en notant \; la valeur propre associée au vecteur propre u;, donc telle que
flug) = Xjuy,
on obtient
n n n
flu) = Z’\jaj u; , a comparer avec f(u) = Z ( Djkozk> u;
k=1

j=1 j=1

qui est la formule attendue. On en déduit, pour chaque j = 1,2, ..., n, la relation

n
E Djkak = )\j o7
k=1

On prend par exemple, pour j fixé, le vecteur u = u;, c’est a dire a; = 1, oy = 0 57 k#j et on
obtient

Dj; = Xj
Ensuite, on fixe encore j et aussi un autre indice 7#j et on prend v = u;+u;, pour avoir a; = o; = 1,
les autres valeurs oy étant nulles. Il reste

D;j; + Dj; = A,
et on en déduit
D=0, sii#j,
c’est a dire que la matrice représentant f est une matrice diagonale dans la base des vecteurs

propres, les éléments diagonaux étant exactement les valeurs propres A, Ay, ..., A,, dans 'ordre de
classement des vecteurs propres .
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Théoreme 4.3 Soit A une matrice carrée opérant sur un espace vectoriel V de dimension n,
admettant n valeurs propres distinctes. Alors les n vecteurs propres associés contituent une base
de V et exprimée dans cette base de vecteurs propres, cette matrice est une matrice diagonale, la
diagonale étant constituée des valeurs propres A1, Ao, ..., A\, rangée dans l’ordre des vecteurs propres
de la base.

Démonstration- Il suffit de montrer que les vecteurs propres ui,uo, ..., u, sont indépendants.
Supposons qu’il existe des coefficients oy, as, ..., o, tels que

a1ur + agus + ... + ayu, = 0.

Montrons que ces coefficients ¢y, sont tous nuls. On commence par s’intéresser au premier, c’est a
dire ov;. On introduit la matrice

By = (A=XI) (A= XsI) ... (A=),

qui correspond a un produit de matrices. On a nécessairement

B, (Zm&%) = 0, ou encore Z ap Biup, = 0.
k=1

k=1

On calcule chaque Biug . On a

Byuy = (ﬁ (A —/\j)> (%

Jj=2
et on observe que ce produit est toujours nul si k& > 2. En effet, le facteur (A, — A;) devient nul
lorsque 7 = k. Il reste donc

Zak Bluk = O (H(/\l—)\])> uy = 0,
k=1

j=2
ol le produit est non nul, les valeurs propres étant distinctes, ou u;#0 en tant que vecteur propre,

et il ne reste que la possibilité a; = 0 . Pour montrer que la coefficient oy est nul, on introduit la
matrice

B, = [[(A-N\I)
i#k
et on évalue Biu; pour 1#k. On obtient

Byu; = (H ()\i - )\j)) U
J7k

qui est nul, le facteur (A; — \;) devenant nul pour j =i . Il reste

n

Z()ji Bku, = O (H (/\k:_/\j)> U = 0,
i=1 j#k

ol le produit est non nul, les valeurs propres étant distinctes, ol ux#0 en tant que vecteur propre,

et il ne reste que la possibilité ap = 0 . Ainsi tous les coefficients oy sont nuls, les vecteurs propres

Uy, Usg, ..., U, sont indépendants et forment donc une base car ils génerent nécessairement V, étant

du méme nombre que la dimension.
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4.1 Le calcul des valeurs propres

L’introduction d’une base de vecteurs propres d’une application linéaire est ainsi tres intéressante
car dans cette base la matrice représentant cette application linéaire est diagonale. Le théoreme
précédent indique qu’il suffit de disposer de n valeurs propres distinctes Ai, Ao, ..., A\,. La question
qui se pose est maintenant de savoir caractériser ces valeurs propres, pour les calculer. Soit A un
nombre; il s’agit d’une valeur propre de A lorsqu’il existe un vecteur propre u (#0) tel que

(A=X)u = 0.
D’apres le remarque 3.7, ceci impose
det(A— M) = 0.
On introduit donc la fonction P de R dans R, définie par
P(\) = det(A—XI) ,

et en constatant que le calcul du déterminant d’une matrice carrée n x n ne fait intervenir que
des combinaisons linéaires de produits de n termes chacun, on se rend compte que P()) est
nécéssairement un polynome de degré inférieur ou égal a n . Il est en fait exactement de degré
n, le calcul du coefficient de A" étant assez facile & obtenir; il est égal & (—1)", et il est bien
différent de zéro.

Définition 4.4 Le polynéme P(\) = det(A — AI) est appelé polyndéme caractéristique de la
matrice A.

On vient de constater le résultat suivant.
Théoréme 4.5 Les valeurs propres de A sont les racines de son polyndome caractéristique.

Ainsi, les valeurs propres sont distinctes lorque le polynome caractéristique n’admet pas de racines
multiples. Ce polynome étant de degré n, et si ses racines sont toutes simples, on dispose bien de n
racines distinctes, et donc de n vecteurs propres.

Conclusion 1 Lorsque les valeurs propres sont distinctes, il exriste une base de vecteurs propres
dans laquelle la matrice A est diagonale. Le calcul des valeurs propres correspond a extraction des
racines d’un polynome. Le calcul des vecteurs propres revient a chercher une solution non nulle d’un
systeme de n — 1 équations a n inconnues. En effet, il s’agit de résoudre

(A-X)u =0,

ot les équations sont liées. On doit en enlever une et fizer arbitrairement une des composantes du
vecteur u, ce qui ne pose pas de probleme puisque, selon la remarque 4.2, u n’est déterminé qu’a
une constante multiplicative preés.

Remarque 4.6 Il n’est jamais exclu que certaines valeurs propres soient des nombres complexes;
dans ce cas, les composantes du vecteur propre associé peuvent [’étre également.
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Remarque 4.7 Lorsqu’une valeur propre est double, deux cas peuvent se présenter, sutvant le
nombre de vecteurs propres associés. Dans le cas ou il y a deur vecteurs propres, notons-les u; et
ujt1, 4 suffit de citer deux fois la valeur propre dans la liste, une fois avec la notation \; et l'autre
fois avec la notation A1, et de procéder exactement comme dans le cas précédent. Dans le cas ot
on ne trouve qu’un seul vecteur propre, on est contraint de compléter la liste des u; pour en faire
une base, par un autre vecteur qui ne soit pas une combinaison linéaire des précédents. Dans ce
cas, on n’obtiendra pas une matrice diagonale dans la nouvelle base, mais on peut "bien choisir” le
vecteur additionnel pour la rendre triangulaire, c’est a dier telle que

Aj = 0sii<j (triangulaire inférieure)
ou telle que
A;j = 0sii>j (triangulaire supérieure)

On reprend la méme idée pour une valeur propre triple ou lorsqu’il y a plusieurs valeurs propres
multiles. D’un point de vue académique, cette situation est assez courante, par qu’elle permet de
proposer des exercices "moins triviauz” aux étudiants. D’un point de vue pratique, cette situation
signifie surtout que le modele mathématique est surdimensionné, et qu’il est peut-étre utile d’enlever
une équation qui vient parasiter les autres....

Théoréme 4.8 Soit A une matrice carrée de valeurs propres A1, s, ..., A, chacune étant citée au-
tant de fois que sa multiplicité (par exemple une valeur propre double est citée deuz fois). Alors

det(A) = [[A .

c’est a dire que le déterminant est égal au produit des valeurs propres.

Démonstration Dans la nouvelle base des vecteurs propres éventuellement complétée, la matrice
A devient diagonale ou triangulaire, c’est a dire qu’en utilisant la matrice de passage P, on a

D = P'AP .

Or le déterminant de D, qui est soit diagonale soit triangulaire, est égal au produit des termes
diagonaux, d’apres la regle de calcul consistant a toujours développer suivant la premiere colonne.
Il est donc égal au produit des valeurs propres. Il vient

det (P)
det (P)

Aj = det (D) = det(P) det(A) det (P7") =

1

det (A) =det(A) ,

n

J

d’ou le résultat.
Corollaire 4.9 Une matrice inversible ne peut pas avoir de valeur propre nulle.

Exemple : On considere la matrice

8 0 9
A=1|-3 -1 -3
-6 0 -7
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dans une base eq, e9, e3 donnée. Les valeurs propres sont —1 (double) et 2. Il y a deux vecteurs
propres indépendants associés a la valeur propre —1 : u; = e; — e3 , et us = e, et pour la valeur
propre 2, on a uz = 3e; — e; — 2e3. Dans la base des vecteurs propres, la matrice devient diagonale :

D = P'AP,
avec
-1 0 0 1 0 3 -2 0 -3
D = 0 -1 0] ,P={(0 1 -1 et Pl = 1 1 1
0 0 2 -1 0 =2 1 0 1

5 Quelques exemples d’applications

5.1 Les systemes d’équations différentielles linéaires

On travaille dans 'espace vectoriel V' = R™, muni de la base canonique eq, e, ..., e,. Soit A une
matrice n X n, admettant n vecteurs propres uq, Us, ..., 4, constituant une base de V. On note P
la matrice de passage de la base ey, es, ..., e, dans la base uq, us, ..., u, . On sait que la j — ieme
colonne de P est constituée des composantes du vecteur u; dans la base e, e, ..., €. On sait aussi
que dans la base u1,us, ..., u, , la forme de la matrice est diagonale :

D = P'AP.

On se donne ensuite une fonction F' définie sur [0, +oo[ et & valeurs dans V' et un vecteur Xy € V.
On cherche une fonction X définie sur [0,+o0] et & valeurs dans V, solution du systéme
d’équations différentielles

X'ty = AX(@®t) + Ft) , X(0) = X, .
Ce systeme peut aussi s’écrires
X'(t) = APP'X(t) + F(t) , X(0) = X, .
On le multiplie par la matrice P~ , pour obtenir
(PIX'(t)) = (PT*AP) (PT'X(t) + (PT'F@1)

et en posant
Y(t) = P'X() , G(t) = P'F(t),
on obtient
Y'(t) = DY) + G(t),

ol lamatrice D est diagonale. Il s’agit en fait maintenant d’un systeme de n équations indépendantes
de la forme

yi(t) = Ajy(t) + g;(8)
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en notant \; la valeur propre associée au vecteur propre u;, et g;(t) la j —éme composante de G(?),
dans la base des vecteurs propres. L’intégration de cette équation donne une solution de la forme

yi()) = BjeM' + z(t),
ol zj(t) est une solution particuliere de I’équation avec second membre, et B; une constante

d’intégration.
Il reste a revenir & X (¢). On a, pour chaque i = 1,2, ...,n , dans la base ej, e, ..., €,

Xi(t) = Y Py Bje¥' + > Pyz(t)
j=1 j=1

en séparant la solution du systéme homogene et la solution particuliere du systeme avec second
membre. Pour fixer les constantes d’intégration, on doit satisfaire, pour chaque i = 1,2, ..., n,

ipij (Bj +2(0)) = Xi(0) = X, -

Il s’agit d’un systeme linéaire.
On a aussi, en travaillant dans la base des vecteurs propres uy, us, ..., Uy,

X(t) = Z (ZPUBJ e)‘ft> e + Z (ZRJZJ(t)> €
i=1 \j=1 i=1 \j=1
qui devient

X(t) = ZB]- ehit u; + Z z;i(t) u; .
=1 =1

Pour obtenir les constantes B; il suffit maintenant de faire ¢ = 0, et d’identifier les composantes
(cette fois ci dans la base uy, ug, ..., u,). On obtient

Bj +2(0) = X;(0) = Xo;

en notant ainsi

les composantes de X (t) dans la bas u1, ug, ..., tn.
Remarque 5.1 Lorsque la matrice A dépend de t, le systéme s’écrit
X'(t) = A@) X@t) + F@t) , X(0) = Xo

On veut procéder de la méme facon, les valeurs propres et les vecteurs propres pouvant dépendre de
t. En posant X (t) = P(t)Y(t) ,il vient

POY'(t) + POY() = AQPOY () + F(t),
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et en multipliant par P=1(t) on obtient
Y'(t) = (D(t) =P O)P'()) Y(t) + G@),

en conservant les mémes notations. On perd l’avantage de la matrice diagonale, sauf dans un cas,
lorsque les vecteurs propres sont des constantes. Dans ce cas, P'(t) = 0 , et la matrice diagonale est
conservée.

Remarque 5.2 Lorqu’il y a des valeurs propres multiples, et qu’on ne dipose pas d’une base de
vecteurs propres, on peut procéder de la méme facon, avec une matrice D ou D(t) qui est triangu-
laire. Les vecteurs de base additionnels viendront perturber le terme (appelé Source) F(t). On ne
développera pas de méthode générale pour ce cas, qui se résoud le plus souvent au cas par cas.

6 Exercices et Exemples

6.1 Un exercice académique

On consideére la matrice

o

I
—_ O =
=
[ e —

ou € est un parametre réel.
1° - Pour quelles valeurs de € la matrice A est-elle inversible ? (Rep.e#1),
2° - Ecrire la matrice A=, Rep.

1 -1 0
-1 1 1
Am= | = 1 =
1 1
1€ e—1
3’ - Déterminer € pour que A = —1 soit valeur propre de A.

4 ° - Déterminer le vecteur propre associé.
5° - Montrer que les autres valeurs propres sont positives.
6 ° - Déterminer la seule solution bornée du systeme différentiel

7(t) = z) +yt)+2(0), y') = yt) +2(t)+1, ') = =(t) +y(t) +ez(t) ,

telle y(0) = 1. Rep. z(t) = e '+ 1, y(t) =2et -1, 2(t) = —4e7!, Il n’y a pas de composantes
sur les autres vecteurs propres car elles ne seraient pas bornées (e’ —s oo si A > 0).
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6.2 Quelques exemples en météorologie

On considere le systeme différentiel

#'(t) = u(t),

y'(t) = (),
u'(t) = —ku(t) + wo(t) —a
V() = —kov(t) — wu(t) — b

avec des données initiales
CC(O) = Zo, y(O) = Yo, U(O) = U, U(O) = g

données. Ce systeme représente les trajectoires x = z(t), y = y(t) de particules ou de phénomeénes
portées par un vent de vitesse u(t),v(t). Il peut s’agir d’'un nuage toxique, de vents de sables,
d’un nuage de sauterelles, d’'un tourbillon ou méme d’une tornade ou d’un cyclone. Le parametre
k (< 107%) est un coefficient de friction. On a toujours k¥ > 0. Le parametre w représente la force
géostrophique, ou force de Coriolis; on a

T Sing
21600

en un point de latitude ¢, avec ¢ > 0 dans I’hémisphere nord, ¢ < 0 dans ’hémisphere sud, et
¢ = 0 a ’équateur. Les termes a et b représentent le gradient de pression atmosphérique; ils sont
en général positif dans la zone tropicale de I’Atlantique (ITCZ). Le systéme est écrit pour une carte
en coordonnées de Mercator.

La matrice du systéeme s’écrit

0 0 wu 0
0 0 0 v
0 0 -k w ’
0 0 —w =k

et on obtient ses valeurs propres en calculant les racines de

0—A 0 U 0
0 0—A 0 v
det 1 0 —k—-\A w =0,
0 0 —w —k—=A
ce qui donne I’équation
M(A+E)?+w?) = 0.
Les racines sont
A=0 racine double,
A = —k—1iw racine stmple
A = —k+4+1iw racine stimple

On constate cependant que le systeme constitué des deux dernieres équations est indépendant,
et qu'une fois résolu en u(t) et en v(t), les deux premieéres équations ne correspondront plus qu’a
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une simple recherche de primitives. On ne rencontrera donc aucun probleme avec la valeur propre
double A = 0.
Le systeme en u, v fait apparaitre les valeurs propres complexes

A= —k — w
et A\ = —k + iw, et un terme source constant. On obtient une solution particuliere constante
Uy, VU, solution du systeme linéaire
—ku+wv=a, —kv—wu=2».
On obtient
B wb+ ka _ wa— kb
BT T g 0 T gy
Par ailleurs, on sait que .
et = cos(wt) + i sin(wt)

et on cherche une expression pour u(t) qui soit de la forme
u(t) = Ae *cos(wt) + Be *sin(wt) + u.,

ol u, est la solution particuliere que I'on vient de déterminer. On obtient ensuite v en utilisant la
méme équation, mise sous la forme

(u'(t) + ku(t) + a)
et on obtient, en utilisant
(kus + a)
Pexpression de v(t),
v(t) = B e Fcos(wt) — Ae *sin(wt) + v, .
Il reste a utiliser les conditions initiales pour déterminer A et B. On obtient immédiatement
A=wu—u , B = vg—u,
Les trajectoires x(t) et y(t) sont obtenues en intégrant. On obtient

k (uo — uy) + w (vo — ) w(ug —uy) —k(vo—vi)

a:(t) = T+ U t+ Y (1 _ e*ktcos(wt)) —+ Y e sin(wt) ,
et

k - Ux) ™ — Wy _ — Ux k — Uy _ .
y(t) = yotust+ (% Uw)Q +a];2(u0 u.) (1 —e ktcos(wt)) +w (% lei k2(U0 u.) e sin(wt) .

Nous allons maintenant, a partir de ces formules, étudier quelques situations.
La zone tropicale : Au sud de I'anticyclone des Acores, en zone intertropicale, la pression varie
trés peu en fonction de la longitude (variable x) et on peut négliger la composante a par rapport a
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e

" s-Acores
P=1020mBars |

Anticyclone des Acores’ /=

P=998mBars pot—au—noir

Ocean Atlantique (Mercator)

b. De plus, si on n’est pas trop pres de ’équateur, la friction k est petite devant w. On obtient que
v, devient négligeable devant u,, et es trajectoires sont tres étirées d’est en ouest. Ceci correspond
aux vents Alizés, que recherchent les navigateurs pour se rendre aux Caraibes. On observe que la
direction (u.,v.) est trés proche de la tangente a l'isobare, orthogonale & la direction (a,b) ce qui
s’observe nettement sur les cartes météorologiques. Ces mémes vents vont entrainer les cyclones qui
se forment pres des iles du Cap Vert en été, vers les Caraibes et la Golfe du Mexique.

La zone équatoriale : Ici, la latitude ¢ est proche de zéro, et la force géostrophique (Coriolis)
devient infime lorsque la pression devient telle que b ~ 0, c’est a dire que la pression ne dépend pas
de la longitude. Les composantes u, et v, de la vitesse sont proches de

ka wa

Uy Y ——F———= Vs —_ .
w? + k2 w? + k2

Il est intéressant de remarquer qu’en négligeant la friction, on aurait eu v, >~ 7 , c’est a dire des
vents tres violents, ce qui n’est pas du tout le cas... En effet, les navigateurs se retrouvent quelquefois
encalminés, donc immobilisés, dans une zone sans aucun vent, appelée la zone du pot-au-noir, en
référence au récipient servant a contenir le cirage (noir) utilisé autrefois pour 1’entretien des cuirs
sur les navires, et qui traduit 'ambiance de cafard et d’angoisse que connaissaient a ’époque les
marins affamés dans de telles circonstances. Cette zone est toujours redoutée par les skippers qui
remontent 1’Atlantique depuis le Cap Horn.

Les tourbillons : dans les deux exemples précédents, la variation en ¢ restait tres petite. On se
place maintenant a une échelle plus réduite. On prend zo = R, 3y =0, ug = 0, vg = —zy , avec
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zg > 0. Le parametre R correspond au rayon d’un tourbillon atmosphérique.

%21 friction 1.9 E-5 021 friction 2.5 E-5

ool o R= 100 m ool o

=02 compos

composante _04 radiale a

radiale a
-0.6 composante ~0.6{ composantt

transverse b _ogl transverse b

-1.0|

ngon dg l'oeil = 10.95 ‘ ‘ ngon dg l'oeil = 11.01‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Tourbillon  anticyclonique Tourbillon _ cyclonique

trajectoire

trajectoire

Le calcul précédent donne la trajectoire des particules depuis le rayon externe du troubillon,
vers le centre, ou elle vient s’enrouler autour d’un oeil central , dans un sens déterminé par la
valeur du coefficient de friction. Comme chaque point du cercle de rayon R géneére une trajectoire,
on observe un vent tournant (tourbillon) qui raméne tout vers le centre et ensuite vers le haut.
Le terme géostrophique est ici augmenté par rapport aux exemples a grande échelle, traduisant, en
combinaison avec le terme source constant, ’aspiration vers le centre du phénomene. Ce phénomene
explique les envols subits de foin que ’on observe en été, et est utilisé au Sahel, par exemple par
les criquets pélerins pour s’élever en altitude, et migrer vers de nouvelles contrées. Le phénomene
suit alors les vents imposés par les valeurs u, et v, des parametres.

Les tornades : il s’agit d’une version plus violente du phénomeéne précédent, la force géostrophique
est rendue plus forte par le phénomene d’aspiration. On observe un évasement du phénomene pres
du sol, puis un rétrécissement en altitude.

Les différentes figures montrent une famille de trajectoires reproduites d’apres le calcul précédent
de notre systeme d’équations différentielles. Ici encore la valeur du terme de friction oriente 1’en-
roulement des trajectoires autour de 'oeil. Il existe une valeur critique de la friction pour laquelle
cet oeil est réduit a un seul point.
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Remarque 6.1 Les cyclones ont un comportement analogue, en ce qui concerne [’enroulement
autour de l’oeil. Le départ des trajectoires a partir du cercle externe est cependant trés différent,
il est compléetement radial, et non transverse, ce qui implique un comportement non linéaire tres
différent de celui décrit ici. Les échelles sont également trés différentes.

Remarque 6.2 Ces différents exemples suggérent l'interprétation suivante : la solution particuliére
de l’équation avec second membre décrit la trajectoire du phénoméne global, de basse fréquence. La
solution générale de I’équation homogéne décrit le détail du phénoméne, de plus haute fréquence.

7 Orthogonalité

7.1 Produit scalaire

Soit V' un espace vectoriel sur R.

Définition 7.1 Une forme bilinéaire sur V est une fonction définie sur V. xV a valeurs dans
R, linéaire en chacune de ses variables :

(u,v) — a(u,v)
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On a ainsi, pour tout u,v € V, et tout Ay, Ao, pi1, to € R,
a(Aur + Agug, piv1 + piava) = Aypna(ur, vi) + Aapna(us, vi) + Apga(ur, v2) + Aapza(usg, vs) -

Définition 7.2 Une forme linéaire symétrique sur V' est une forme linéaire sur V telle pour
tout u,v €V, a(u,v) =a(v,u) .

On a alors
a(Aug + AU, V1 + pove) = Apa(ur, v1) + (Aepn + A piz) a(ur, v2) + Agppa(usg, v2)

Définition 7.3 La forme quadratique associée d la forme linéaire a(u,v) est application J de
V' dans R définie par
VueV Ju) = alu,u) .

Proposition 7.4 On a la relation suivante, pour tout u,v € V,

Ju+v) = Ju) + 2a(u,v) + J(v) .

Remarque 7.5 On en déduit

a(u,v) =

(J(u+v) = J(u) = J(v)) ,

N =

ce qui signifie qu’étant donnée une forme quadratique J(u) on peut toujours lui associer une forme
bilinéaire symétrique.

Définition 7.6 Une forme bilinéaire symétrique est positive lorsque la forme quadratique associée
est toujours positive, c’est a dire

YueV , Ju) > 0.
Elle est définie positive lorsqu’elle est positive et que

Ju) =0 = u=0.

Définition 7.7 Un produit scalaire sur V' est la donnée d’une forme bilinéaire symétrique définie
positive sur V.

Définition 7.8 Un Espace Euclidien est un espace vectoriel de dimension finie, muni d’un pro-
duit scalaire. Le produit scalaire est souvent noté simplement (u,v) au liew de a(u,v).
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Exemples 1 1 °-L’espace R* muni du produit a(u,v) = 2?21 u;v; est un espace euclidien. La
forme quadratique associée induit la norme euclidienne

full = VJ(u) =

qui elle méme induit la distance euclidienne

2
lu=vll = VIw=0v) = |> (-
2 °- L’espace V}, introduit précédemment, muni du produit scalaire

a(u,v) = /0 (u'(z)v'(z) + Ku(z)v(z)) dz .

3 °- L’espace vectoriel des polynomes de degré < n, muni du produit scalaire

ap,q) = / w(z) pl(e)a(z) de |

1
ot w(zx) est une fonction positive donnée (appelée fonction poids).
Définition 7.9 Deuz vecteurs u et v sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul :

a(u,v) = 0.

Définition 7.10 Une base uq,us, ..., u, d’un espace Fuclidien est une base orthogonale lorsque
ses vecteurs sont deux a deux orthogonauz, c’est a dire

(uj,ug) = 0 si j#k .

L’utilisation d’une base orthogonale simplifie beaucoup les calculs. Ainsi, lorsque dans un espace
V' la base uy,usg, ..., u, est orthogonale, le produit scalaire du vecteur u = aqu; + Qs + ... + Uy,
par le vecteur v = Bruq + Pous + ... + Bru, donne

(w,v) = arfillwml® + b lluall” + o + b llual®
Il n’y a pas de termes en (uj, uy) avec j#k .

Définition 7.11 Une base orthogonale uy, us, ..., u, est une base orthonormée lorsque pour tout
7=12..,n0na
Jul] = 1.

Remarque 7.12 Dans une base orthonormée uy, us, ..., Uy le produit scalaire du vecteur u = aur+
Qally + ... + apuy, par le vecteur v = Bruy + Boug + ... + Bruy, donne simplement

(u,v) = 1P + @fs + ... + apfy

29



7.2 Application : la projection

Soit. E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire a(u,v) et V un sous espace vectoriel de F,
de dimension finie. On utilise une base vy, vy, ...,v, de V. On cherche un élément u € V rendant
minimal la quantité J(u — f).

Définition 7.13 Cet élément u rendant J(u — f) minimal est appelé projection de f sur V.
Soit 7 € {1,2,...,n}. On écrit que la quantité
J(u— f+ )

est minimale en A\ = 0. S’agissant d’une fonction de R dans R, il suffit de dériver et d’écrire que la
dérivée est nulle en A = 0. On a

Ju—f+v) = Ju—f) + 2ha(u—fu) + NJ(v),
de dérivée

% Ju—f+I) = 2a(u— f,v) + 2X J(v)

qui est nulle en A\ = 0,c’est & dire que pour tout ¢ € {1,2,...,n} , on a
a(u,v;) = a(f,v) -
On pose b; = a(f,v;) et on décompose u sur la base : u = E?:1 [jv; , pour obtenir

Za(vj,vi) i = b; .

i=1

Il s’agit d’un systéme linéaire dont la matrice de coefficients A;; = a(v;,v;) est symétrique. On
montre facilement que det(A)#0, d’ou existence et I'unicité de la projection u de f sur V.

Remarque 7.14 Dans l’exemple de [’étagere, le role de V étant joué par Vi, le déplacement u
correspond a la projection de la charge f selon le produit scalaire

a(u,v) = /0 (u'(z)v'(x) + Ku(z)v(z)) dx .

La matrice A obtenue est symétrique, définie positive, et tridiagonale, donc aisément inversible.

Exemple 7.15

On s’intéresse a l'espace H constitué des fonctions v définies sur l'intervalle [0, 2] , & valeurs dans
R, telles que

v € C'([0,2]) ,
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v est un polynome de degré < 2 sur [0, 1],

v est un polynome de degré < 2 sur [1,2] .

L’espace H est un sous espace vectoriel de C' ([0, 2]). En effet, si u et v sont des éléménts de
H et )\, u deux réels, on a bien \u+ pv € C* ([0, 2]), et Au + pv est bien un polynome de degré < 2
sur [0, 1] et aussi sur [1,2]. Les vecteurs sont de la forme

o(z) = a + br—1) + c(z—1)? si0<z<l1,
T \d + V(-1 +dz—-1)? sil<z<2.

La continuité impose a = @', et la continuité de la dérivée impose b = b'.
On considere les fonctions vy, ve, v3, v4 définies sur [0, 2] par :

vi(z) = 1 (fonction consgante)
va(z) = Vb (z-1)
vs(2) = V3 (z-1)

v(z) = V6 (x—1) |z —1] .

Ces quatre fonctions constituent une base de H.
En effet, il suffit de montrer I'indépendance linéaire. On considere un élémént de la forme
A1 + AUy + A3v3 + Agvy, €t on écrit que pour tout zx,

A1 () + Agva(z) + Azvs(z) + Aqva(z) = 0.

En faisant x = 0, on obtient A; = 0. Ensuite, en divisant par \/g(fc — 1), il reste

3
Do (z— 1)+ Ag\/g + Mlz—1] = 0.
On fait x = 1 pour établir A3 = 0, puis x = 0 et x = 2 pour obtenir le systeme
X+ A=0, o+ =0,

d’ou )\2 = )\4 = 0.
La matrice de projection sur cette base est notée A, dont les coefficients sont définis par

a; = /0 vi(x) vi(z) dz (3,5 € {1,2,3,4}) .

La matrice A est symétrique, définie positive. Le calcul des coefficients a;;, pour 4,5 € {1,2, 3,4}
donne

25
2 25 0 0
26 9 o9

A= |3
o o 2 B
0 0 ¥ 9

2
Le choix particulier de la base permet d’utiliser des arguments de symétrie pour réaliser

(13 = Q31 = Q14 = Qg1 = Gg3 = A3z = G4 = Qg2 = 0 .
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Le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres d’'une matrice de la forme
2 «
a 2

2— ) « - - 2 2
Det[ N _)\} = 2-)N)"—«

avec o € R, utilise

2

, dont les racines sont Ay = 2 — a et Ay = 2 + «, d’ou les valeurs propres, et les vecteurs propres

correspondants R, = (_11) et Ry = <1) .

La matrice A étant diagonale par blocs, d’apreés ce qui précede, avec a = %g puis a = —V215, ses
valeurs propres sont

25 25 Vi5 Vi
2

1 3 a)‘2 + 3 a)\3 9 1)\4 +

bl

et les vecteurs propres correspondants

1 1 0 0
—1 1 0 0
=11y A N BT | e = 14
0 0 -1 1

Le déterminant de A est égal au produit des valeurs propres, et vaut

(-5 (-) -

La base uy, us, us, us est orthogonale, la matrice de passage P dans cette base et son inverse P!
sont

1 0 O 1 -1 0 0
_|-11 0 0 4 111 1 0 0
P=149 0 1 1 P =5l 01 4
0 0 -1 1 0 0 1 1
Dans cette base, la matrice de projection est diagonale :
A 0 0 O
_ 0 X 0 O
b 0 0 X3 O
0 0 0 M\

Soit f une fonction intégrable sur [0,2] . On veut projeter f sur H, c’est a dire chercher le
vecteur v € H le plus proche de f. On commence par évaluer

2
; =/0 f@) ve) de, j=1,2,3,4,
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qui sont les composantes d’un vecteur b = fiv; + fovs + f3vsz + fiv4 que 'on rééerit sur la base des
vecteurs propres : b = byuy + bous + bsuz 4+ byuy .Dans cette base de vecteurs propres, le calcul des
composantes de : u = [Biuq + PBous + P3us + Piuy est immédiat :

Bj = _ ) j:1>253a4'

Dans la base initiale, on obtient : © = a v, + V9 + a3v3 + 44 avec
1
2\

1
2

1

(fi—f2) + g

(fi+fe) , a = fi—f2) + (fi+f2)

a= 2
et ¢
1

a3 = 2)\3(f3—f4) + 2%\4(]”34—]04) , Oy =

1

1
I (fs = fa) + oW (f3 + fa)

20000 T T T T T T T T T T
‘Tm.dat’ using 3:2  +
‘temperature_f.dat’ using 3:1
18000 - —

16000 |- L .
14000 | a .
12000 | R i

E 10000 | e | .
8000 |- o .
6000 |- Vg -

4000 |- .

2000 |-

210 215 220 225 230 235 240 245 250 255 2é0 265

Cet exemple intervient lors de ’exploitation des mesures des radiosondes utilisées pour obtenir
des mesures de températures a différentes altitudes. En pratique, I'intervalle [0, 2] correspond a un

intervalle allant du sol (z = 0) jusqu'a zg = 20000 meétres. La mi hauteur, 2 , et ici x = 1,

correspond a la tropopause ol on observe une inflexion de la courbe des températures, entre la
tropospheére (en dessous) et la stratospheére (au dessus). Le cas présenté ici correspond a une région

33



de latitude assez proche du pole, la température au sol étant de 260 ° K, soit -13 ° C. Dans une telle
région, la tropopause se situe a 10 km d’altitude environ. Il n’y a pas de symétrie entre les deux
cotés de la tropopause, ce qui exclut 1'utilisation de polynomes de degré < 3 par exemple. Pour des
mesures donnant,

f1 = 471.49071 , f, = 352.31732, f3 = —32.7621, f, = —30.221767 ,

on obtient oy = 235, ay = 1, ag = —28, a4 = 12. On obtient ’approximation de la température
au sol en faisant z = 0 , ce qui donne u(0) = B + V5 B2 — V3 Bz — V5 By = 258.9 K

On observe que ce n’est pas exactement la valeur attendue, et comme la mesure d’'une température
au sol est tres facile a réaliser directement, on peut remplacer une des quatre équations précédentes,
par exemple la derniére par une équation liant les coefficients aq, ag, a3, a4 et la température au sol
mesurée (ici 260 ° K). Cette équation s’écrit a1 +vV5 as—v3 a3 —/5 oy = 260. Lors de la résolution
du nouveau systeme ainsi obtenu, les valeurs de a; et de as sont inchangées. Il reste a résoudre le

systeme de deux équations —v3 a3 — VB ay = 260 — a; — Vbas , 2a3 + @ ay = —32.7621 ,
ce qui donne a3 = —26.096 , oy = 10.03347 . On observe une nette variation avec les résultats

précédents, ce qui illustre un mauvais conditionnement de la matrice A, révélé par un rapport

in(\; . . . N . ..
2;%2 )) relativement petit. Notons que la matrice correspondant au second systéme linéaire n’est

pas symétrique, et que la construction d’'une base othogonale n’est pas immédiate.

7.3 La régression linéaire

On dispose de mesures expérimentales

(331,3/1) ) (332,@/2) ) ey (wn’yn)

et on cherche a en tirer une loi d’état de la forme
y=ar+b,

c’est a dire évaluer les parametres a et b. On suppose qu’au moins deux x; sont différents, c’est a
dire que n > 2 et qu’il existe un indice j et un indice £ tels que z;#x;. La méthode des moindres
carrés consiste a rechercher a et b réalisant le minimum de

n

2
J(a,b) = > (az;+b—y;)* .
=1
Ce minimum est caractérisé par les racines communes des dérivées partielles %(a, b) et %(a, b),
c’est a dire

aJ - aJ -
%(a,b) =2 zj(az;+b—y;) =0, %(a,b) =2 (azj+b—y) = 0.

Jj=1 Jj=1

Ces deux équations correspondent au systéme linéaire :
n n n
() o+ (Sm) 0 = Som
j=1 j=1 j=1
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(Z@) a+nb = Zyj.
j=1 j=1

Le déterminant de la matrice est égal a

n n 2
Dzan?—( a:j> > 0.
1

=1 i=

En effet, 'expression

ne peut pas étre négative ou nulle (si elle est nulle, on a x = z; pour tout j ce qui signifierait que
tous les z; sont égaux, ce qui n’est pas notre hypothese). Comme il s’agit d’un polynéme du second
degré en la variable x , qui s’écrit

n n
nax? — 2 (Zx]> T+ Y 23>0,
on sait que son discréminant est strictement négatif, d’ou
n 2 n
(ij) cnYal
On obtient, en posant
1 < 1 o 1 1 o
EZEZ%‘ ; @=szj, 02=EZ$§,0=;Z%‘%,

j=1 j=1 j=1

les valeurs de a et b,

<

p—x
0?2 — 72

Il s’agit de la droite des moindres carrés.

On peut tout aussi bien rechercher une loi de la forme

Yy = a101(x) + ax$2(x) + ... + @ () ,

avec m < n. Ceci peut intervenir dans une recherche de loi de type exponentiel par exemple
z = A z7, illustrée par une figure ci-dessous, avec une cinquantaine de mesures. On aura In(z) =
In( A) + v In(z) , et on prendra y = In(z) , ¢1(x) = 1, ¢o(x) = In(x) et bien entendu a; =
In(A) , ag =+ . On cherche a rendre minimal I’expression

n

J(ay,a,...,am) = Z(a1¢1(-’rj) + 2o (%) + oo + Amm(z;) — y;)°

i=1
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On écrit que les dérivées partielles sont nulles au minimum, c’est a dire pour tout 1 = 1,2, ...

0J
8ai

(0,1, agy ..., am) =

2 ng)z(.IJ) (a1¢1(l‘j) + a2¢2(xj) + ...+ am¢m(xj)) =0 s

ce qui conduit a un systeme linéaire

avec

et les coefficients de la matrice

aq bl
az ba
A = ,
Qm, b
1 n
b; = n : ¢i(Ij)yJ
7j=1
1 n
A = — i) pr(7;)
j=1
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On remarque que cette matrice est symétrique, définie positive lorsque les m vecteurs

¢z($1)
¢z($2)

constituent un systeme libre de R". Dans ce cas, la matrice A est inversible, et on peut calculer les
coefficients a1 as, ..., Gm.

8 Les formes hermitiennes et la dualité

On considere un espace vectoriel V' sur C et non plus sur R. Rappelons le nombre complexe conjugué
du nombre complexe z = x + iy est le nombre complexe Z =x — iy . On a

=2, 70 = Z2W, 2Z=2"+y =|7| ,

|

et si Z = z, alors z est un réel.

8.1 Les formes hermitiennes

Définition 8.1 Une fonction f de V dans C est antilinéaire lorsque,

pour tout u,v €V , tout A€ C, flu+v) = f(u)+f(v) , fOu) = X f(u) .

Définition 8.2 Une fonction a définie sur'V xV et a valeurs dans C est sesquilinéaire lorsqu’elle
est linéaire par rapport au premier argument et antilinéaire par rapport au second.

Ainsi la fonction a vérifie, pour tout u,v € V, et tout A\, u € C,
a(Au, pv) = Aga(u,v) .

Définition 8.3 Une fonction a définie surV XV et a valeurs dans C est une forme hermitienne
lorsqu’elle est sesquilinéaire et vérifie, pour tout u,v € V,

a(u,v) = a(v,u) .

Proposition 8.4 Soit a une forme hermitienne sur V. Alors

VueV a(u,u) € R .
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La démonstration est immédiate.
Définition 8.5 Une forme hermitienne est positive lorsque
VueV alu,u) > 0.
Elle est définie positive si elle est positive et vérifie
a(u,u) = 0 = u=0
Dans ce cas, la forme hermitienne est appelée produit scalaire sur V', et la quantité
[ull = +a(u,u)
est appelée norme de u , associée au produit scalaire a (.,.) .
Exemples 1 1 °- Pour V =C, on pose, pour z =x + iy et w = u + v,
a(z,w) = zw0 = (zu+yv) + i (yu—zv) .

On a bien a(z,z) = 2z = 2° + y* et la norme associée correspond au module |z| = 27z .
2°- 81V est un espace de polynomes a valeurs complexes de la variable réelle x € I un intervalle
réel, on pose

apq) = / w(z) p(z) 9(z) dx

ot w est une fonction (poids) donnée, strictement positive sur I . La norme est définie par

Ipll = \//Iw(:c) p(z)|” do

3 °- On considére deux séries de Fourier complexes,

+00 +0o
u(z) = Z a, e, wv(x) = Z b, €™,

n=—00 n=-—00
et on pose
+oo
a(u,v) = E anby, .
n=—oo

1l s’agit d’un produit scalaire définie sur I’ensemble des séries de Fourier convergentes. La norme
est la racine carrée de la somme de la série absolument convergente
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Définition 8.6 Un espace hermitien est un espace vectoriel sur C, de dimension finie et muni
d’un produit scalaire.

Dans les trois exemples précédents, on est en présence d’un espace hermitien a condition de limiter
a un entier n le degré des polynomes, ou de filtrer les hautes fréquences des séries de Fourier, en
imposant |n| < N, pour un entier N fixé. Le produit scalaire est souvent noté

(u,v) = a(u,v)

Nous conserverons la notation a (u, v)

Définition 8.7 Soit a une forme hermitienne sur V. La fonction J de V dans R définie par
J(u) = a(u,u)

est appelée forme quadratique associée a a.

Remarquons que si la forme a était seulement sesquilinéaire, la forme quadratique associée serait

complexe. Dans le cas hermitien, on peut envisager des projections comme dans le cas Euclidien.
Soit H un espace Hermitien, de dimension n, et ej, es, ..., €, une base de H. On note af(.,.) le

produit scalaire de H, et on considere deux vecteurs u et v de H, dont les développements sur la

base sont notés
n n
u = E aje; , v = E Brex
j=1 k=1

On calcule a(u,v). On obtient

n n
a(u,v) = ZZ a;fbi ale;, ex) -
7j=1 k=1
On note A la matrice de coefficients A;, = a(ej, ex) . On remarque qu’elle vérifie la propriété
Ajk = A—k] ;

c’est & dire que sa transposée s’identifie avec sa complexe conjuguée.

Définition 8.8 Un matrice hermitienne est une matrice dont la transposée est égale a sa com-
plexe conjuguée.

Ceci généralise la notion de matrice symétrique. On constate immédiatement qu’une matrice her-
mitienne a coefficients réels est symétrique.

On s’intéresse maintenant aux effets d’'un changement de base. On introduit une nouvelle base
fi, fos o, fn de H | et la matrice de passage ou de changement de base est notée P avec

fe = Zijej-
j=1
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Dans cette nouvelle bases les décompositions de nos deux vecteurs seront notées

= Zf)/l fj y U = Zémfm
=1 m=1

On a, pour tout j, k les relations

a = Zij o B = ZPkm(Sm
=1 m=1

D’ou

0= Saian = 3 o) Tl = S (S
7.k

Jok,lm

et en posant B
B =PAP,

U) = ZVlaBlm
Im

Proposition 8.9 La transformée d’une matrice Hermitienne A par une matrice de passage P est

on obtient

B =P AP

Remarque : Cette formule ne fait pas intervenir P~ 1.

Théoreme 8.10 Les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles. Si la forme hermi-
tienne associée est positive, elles sont non négatives. Si la forme hermitienne associée est un
produit scalaire, elles sont strictement positives.

Démonstration Soit u un vecteur propre d’une matrice hermitienne A, associé a une valeur propre
A. On a u#0 . On peut considérer A comme la matrice d’'une forme hermitienne a sur C* x C”
exprimée dans la base canonique ey, e, ..., €,, c’est a dire que 1'on a

Ajx = alej,ex) -

De la méme fagon on peut développer u sur cette base :
n
=1

On calcule maintenant a(@, ) qui est un réel strictement positif, en utilisant

n

Za(ej,ek) ap = Aoy ,j=1,2..,n
k=1
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qui traduit Au = Au, pour obtenir, en multipliant par @;,

n n
_ _ — 2
a(u,u) = Zaj ay alej,ex) = /\Z a;ja; = A Z|aj\ ,
gk j=1 j=1
dont on déduit que A est réelle et non négative si a(w,w) > 0. Si la forme hermitienne associée est

un produit scalaire, elle est strictement positive car le vecteur propre est non nul, par nature.

Théoréme 8.11 Soit a une forme hermitienne sur V un espace vectoriel de dimension finie. Alors
il existe une base orthogonale uy,us, ..., u, relativement a a, c’est a dire vérifiant

a(uj,ug) = 0 sij#k . (8.1)

La démonstration se fait par construction de cette base. Dans cette base, la matrice de a est de la
forme

A0 .0
A — 0 A ... 0
0 0 .. A\

Siu =37, ajuj, la forme quadratique associée est

Tw) = Y X leyl”
j=1

1

ey

Ce résultat induit le résultat suivant, en posant v; = u; de facon & avoir une base orthonor-

male, c’est a dire telle que

1 sij=k),
alvj, o) = {0 si j#k .

Théoreme 8.12 Tout espace hermitien H admet une base orthonormale. Dans cette base, le produit
scalaire hermitien est le produit scalaire canonique, c’est a dire

n n n
a(u,v) = Z a;f; , pour u:Zajvj, v o= Z B,vj ,
7j=1 7j=1 7j=1

en notant vy, ve, ..., v, cette base.

8.2 La dualité

Soit H un espace hermitien, et f une application linéaire de H dans H. On choisit de représenter
H par une base orthonormée eq, es, ..., €, .
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Définition 8.13 On note f* l'unique application linéaire de H dans H, caractérisée par
Vu,v € H, a(f(u),v) = a(u, f(v)) .
L’application f* est appelée adjointe de f.
Proposition 8.14 Soit f, g deux applications linéaires sur H, et a € C. Alors
(f+9)" = f+g , (fog) =ygof , (af)) =7af
= Ir=1d , () =)

On note A la matrice de f.
Proposition 8.15 La matrice A* de f* est donnée par
A = A
la conjuguée complezxe de la transposée de A. FElle est appelée matrice adjointe de A.

Pour le démontrer, il suffit de développer

a(Au,v) = a(u, A*v)

Définition 8.16 Soit H un espace hermitien, f une application linéaire de H dans H, représentée
par la matrice M dans une base orthonormeée ey, e, ..., €,.

On dit que f est normal lorsque fo f*= f*o f |

On dit que [ est autoadjoint lorsque f* = f ,

On dit que f est unitaire lorsque fo f*= f*of = Id,

On dit que M est une matrice normale lorsque MM* = M*M

On dit que M est une matrice hermitienne lorsque M* = M

On dit que M est une matrice unitaire lorsque MM* = M*M = Id .

Proposition 8.17 L’application linéaire f vérifie :
f est unitaire si et seulement si f* = f~1,

st f est autoadjoint, alors f est normal,

st f est unitaire, alors f est normal.

Proposition 8.18 La matrice M vérifie :
st M est hermitienne, alors M est normale,
st M est symétrique, alors M est normale,
st M est unitaire, alors M est normale,

st M est orthogonale, alors M est normale.
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Proposition 8.19 Soit f une application linéaire normale. Alors, pour tout uw € H, on a

a(f(u), f(w) = a(f*(u), f"(u))

Démonstration : On calcule

a(f(uw), f(w)) = a(u, f*(f()) = alu, F(f () = a(f(w),f(u)) .

Proposition 8.20 Si u est un vecteur propre de f , une application linéaire normale, associé a la
valeur propre A, alors u est ausst vecteur propre de f* associé a la valeur propre \.

Démonstration : On calcule

a (f*(u) = M, f*(u) = M) = a(f*(u), f*(u) = Aa (v, f* () = Aa (f*(u),u) + Ma (v,u) |

ou

d’apreés la proposition précédente, et
Aa(u, f*(w) = a(f(u), M) , Aa(f*(u),u) = a(lu, f(u))
On en déduit
a (f*(u) = Mu, f*(u) = M) = a(f(u) = A, f(u) —du) = 0, car f(u)=Au,

et donc, a étant un produit scalaire,

d’ou le résultat.

Proposition 8.21 Deux vecteurs propres associés a deux valeurs propres distinctes d’une applica-
tion linéaire normale sont orthogonauz.

Démonstration : On note f I’application linéaire, et u, v les vecteurs propres associées respecti-
vement aux valeurs propres A et p. On a f(u) =M , f(v)=pv.Ona

Aa(u,v) = a(du,v) = a(f(u),v) = alu, [*(v)) = a(u,fw) = palu,v),

dot
(A=n) alu,v) = 0,

et comme A#y on a nécessairement a(u,v) =0 .

Théoreme 8.22 Soit H un espace Hermitien et f une application linéaire normale sur H. Alors
il existe une base orthonormale de H constituée des vecteurs propres de f.
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Démonstration (partielle) : On se place dans le cas ou toutes les valeurs propres sont simples.
Alors il existe bien une base de vecteurs propres u1, Us, ..., u,, €t d’apres la proposition précédente,
cette base est orthogonale. Il suffit de la rendre orthonormale, en remplacant u; par

1
Vj = —/—— Uj .
’ G(Uj,uj) !

Lorsqu’il y a des valeurs propres multiples, le résultat reste vrai, et on I’admettra.

Théoreme Spectral 1 Une matrice hermitienne est diagonalisable, ses valeurs propres sont réelles
et il existe une matrice de passage unitaire qui la diagonalise, c’est a dire,

M =PDP,

en notant M la matrice hermitienne, D la matrice diagonale et P la matrice de passage, qui est
unitaire.

Ce résultat traduit en terme de matrices le théoreme précédent sur les applications linéaires.
Proposition 8.23 Soit f une application linéaire sur H un espace hermitien. Alors

f est unitaire <= Yu,v € H a(f(u), f(v)) =a(u,v) <= VYue H |f(u)| =|ul

Démonstration : Si f est unitaire, pour tout
u,v € H, a(u,v) =a(f"(f(u)),v) =a(f(u),f(v)) .
Inversement si a (u, v) = a (f (w), f(v)) pour tout u, v € H, alors
Vu,v € H a(u,v) = a(f*(f(uv)),v) ,

et donc
a(u— f*(f(u),v) =0,

pour tout v et en particulier pour v = u — f*(f(u)),d’ou ||u— f*(f(u))|| = 0, et pour tout u €
H, f*(f(u)) = u. On obtient f(f*(v)) = v ,pour tout v € H en inversant les roles de u et de v.

Pour la méme hypotheése, en faisant u = v on obtient ||f(u)|| = ||u| . Réciproquement, on a
2 2 . . 2 . . 2
a (f(u), f(0)) = [[f(w+ )" = [If (w = )" + [l f(w+@)|]” =i |[f(u— )]
et donc, en utilisant plusieurs fois || f(w)|| = ||w]|, avec w = u+ v, puisw =u—v, w =u+iv, w=

U — 1V, ONl &
4 a(f(u), f(©)) = llu+oll” = llu—ol* +illu+ivl* —illu—il|* = 4a(uv) ,

d’ou le résultat.
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Proposition 8.24 Soit f une application linéaire sur H un espace hermitien. Alors

f unitaire <= sa matrice A dans une base orhogonormale est unitaire

Démonstration : On a

f unitaire <= f* =l <= A" = A* = A7 <= A unitaire .

Proposition 8.25 Soit f une application linéaire sur H un espace hermitien. Si f est unitaire,

alors
|det(A)] = 1.

Démonstration : On a det(A*) = det(A’) = det(A’) = det(A) , puisque A’ et A ont le méme
déterminant. Comme f*o f = Id, on a A*A = Id , et donc

1 = det(Id) = det(A*A) = det(A*) det(A) = det(A) det(A) = |det(A)|* ,
d’ou le résultat.

Proposition 8.26 Soit M une matrice sur C*. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) MM* = Id

(2) M*M = Id

(3) M est inversible et M* = M~

(4) les vecteurs colonnes de M forment une famille orthonormale de C
(5)  les vecteurs lignes de M forment une famille orthonormale de C"

De plus, le déterminant d’une matrice unitaire est de module 1.

Proposition 8.27 Soit f une application linéaire sur H un espace hermitien. Pour que f soit
autoadjointe, il faut et il suffit que sa matrice dans une base orthonormale soit hermitienne.

Démonstration :En notant A la matrice, on a

f autoadjointe <= f = f* <= A = A’ <= A hermitienne .

Proposition 8.28 Soit f une application linéaire sur H un espace hermitien. Si f est autoadjointe,
alors ses valeurs propres sont toutes réelles
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Démonstration : On note A la valeur propre et u le vecteur propre associé : f(u) = Au. On a

a(f(u),u) = a(u, f*(u)) = a(u, f(u))

c’est a dire
a(Au,u) = a(u, \u)

ou
A=A a(w,u) = 0 = A=A,

la valeur propre A est réelle.

Proposition 8.29 Soit A une matrice normale sur C". Alors il existe une matrice unitaire P telle
que P Y AP soit diagonale. Elle s’écrit aussi P*AP.

Démonstration immédiate a partir du théoreme 8.22 .
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