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Exercice 1. Soit (2, A, i) un espace mesuré avec u(S2) = 1. Soit (f,)n une suite
d’applications mesurables de (2, A) dans (R, B(R)). On dit que (f,) converge
presque partout vers 0 sur  s’il existe A C Q mesurable tel que p(A) = 1
et (fn)n converge simplement vers 0 sur A. On dit que (f,), converge presque
uniformément vers 0 sur €2 si pour tout € > 0, il existe A C €2 mesurable tel que
w(A) >1—e€ et (fu)n converge uniformément vers f sur A.

1) Soit (A,), une suite d’éléments de A telle que pour tout n, u(A,) > 1—
a) Montrer que p(Up,A,) = 1.

S

Pour tout n, A, C UgAr C Q. Comme p est croissante, 1 — 1/n < p(4,) <
(U Ag) < 1. En faisant tendre n vers +o0o on obtient pu(UpAg) = 1.

b) Montrer que si (fn), converge uniformément vers 0 sur §, alors (fn)n
converge presque partout vers 0 sur €.

La convergence uniforme sur €2 entraine la convergence simple sur €2 et en parti-
culier la convergence presque partout.

Remarque : La réponse a cette question est assez simple. En fait il y "a un oubli
du mot “presque” dans la question; il fallait écrire :

Montrer que si (f,)n converge presque uniformément vers 0 sur €, alors (fn)n
converge presque partout vers 0 sur €.

Pour répondre a cette question, on procede de la fagon suivante : Pour tout & > 1,
il existe Ay € A tel que pu(Ax) > 1—1/k et (f,), converge uniformément vers 0
sur Aj.

Soit x € U, A,. Il existe n tel que z € A,. Comme (f,), converge uniformément
vers 0 sur A, (f.(z)), converge vers 0. Donc (f,), converge simplement vers 0
sur U, A, et d’apres le a), u(UpAg) = 1, ce qui montre que (f,), converge vers 0
presque partout.

2) On suppose que (fy)n converge presque partout vers 0 sur 2. On note

1
Anp = ﬂ {\fn! S;}, N e N*,p € N*.

n>N



a) Vérifier que pour tout N,p, Ay, € A et que 1 (Un>14n,) = 1.

Comme f est mesurable, |f| est aussi mesurable et donc {| fol < %} € A. Dot

An,p € A comme intersection dénombrable d’ensembles dans A.
Soit A € Atel que u(A) = 1 et (f,,), converge simplement vers 0 sur A. Soit z € A
et soit p > 1. Il existe N > 1 tel que pour tout n > N, |f.(x)| < 1/p. 1l existe

donc N tel que x € [, {\fn] < %} = Anp, ce qui montre que A C Un>1An,.
Dot pu(A) < p(Uns14n,) < 1, et par conséquent p (Uy>1An,) = 1.

b) Soit € > 0. Montrer que pour tout p € N*, il existe N, = Ny(€) > 1 tel que
M(Avap) Z 1 - 2%

Soit p fixé. Pour tout N ona Ay, C An1, et donc la suite (Ay,)n est croissante.
Par conséquent Imy_, oo ft(Anp) = pt (Un>14n,) = 1. D’ou lexistence de N, >
1 tel que p(An, ) > 1— 5.

¢) On note A = Np>1An, ,. Montrer que j1(Ac) > 1 —e.

PO\A) = 1 (Upz1 (2\ Aw,p)) < Z/“‘(Q\ANM) = Z(l_M(ANpﬁp) < Z o =
p>1 p>1 p>1

Dot pu(A) =1 —p(Q\ A) > 1 —e.

d) En déduire que (f,,)n converge presque uniformément vers 0 sur$) (Théoréme
d’Egorov).
D’apres ¢) il suffit de montrer que pour tout € > 0, (f,,), converge uniformément
vers 0 sur A.. Remarquons d’abord que pour tout p > 1,
A C AN, p = ﬂnsz {|fn| < ]lj} Donc pour tout p > 1, il existe IV, tel que pour

tout n > N, et pour tout = € A, |f,(z)| < 1/p. Ceci entraine que (f,), converge
uniformément vers 0 sur A..

Exercice 2. Soient (2, A, i) un espace mesuré et f une fonction mesurable de
Q dans R, qui n’est pas presque partout constante. On veut démontrer qu’il existe
a € R tel que

u(f <a)>0 et pu(f>a)>0.

Soit
A={aeR: pu(f<a)>0} et B={acR: u(f>a)>0}.

1) Montrer que A et B sont non vides.



Soit, pour n € N,
U,={zxe€eX; f(x) <n} et V,={zeX; f(z) > —n}.

Les suites (U,)n>0 €t (Vi,)n>0 sont croissantes pour 'inclusion. On a donc

limy, 100 #(Un) = p1(UnenAn) = u(X) > 0. Donc il existe n tel que u(U,,) > 0, ce
qui signifie que n € A.

De méme on a lim, o p(Vy) = p(UnenVy) = pu(X) > 0 et donc il existe un
n € B.

2) Montrer que A (resp. B) est de la forme [a, +00] ou |a, +00] (resp. | — o0, (]
ou | —o0),8[), ot « et B sont des réels.

Soit a € A. Pour tout @’ > a,ona (f <ad) 2D (f <a), u(f <d)>p(f <a)>0
et par conséquent a’ € A. Donc A est bien un intervalle de la forme [or, +00[ ou
Ja, +oo[, ot aw = inf A € RU {—00}.

De méme si a € B et ' < a,on a u(f >d) > pu(f >a)>0et donc a € B,
ce qui montre que B est un intervalle de la forme | — 0o, 3] ou | — oo, B[, ou
B =sup B € RU{+o0}.

3) Montrer que si AN B =0 alors « = (3 et f = « presque partout. Conclure.

Pour tout a € Ron a u(f < a)+ pu(f > a) = pu(X) > 0. Donc pu(f < a) >0 ou
wu(f > a) >0, ce qui signifie que a € AU B. D’ou R = AU B.
Supposons que AN B = (. Comme A et B sont des intervalles non vides, qui
forment une partition de R, on a o = 3 € R.
Pour tout n > 1, « — 1/n ¢ A, soit u(f < a —1/n) = 0. Comme la suite
((f £a—=1/n)), est croissante, on a pu(f < a) = lim,_ oo p(f < a—1/n) = 0.
D’autre part, on a u(f > a) = lim,— oo p(f > o+ 1/n) = 0, puisque la suite
((f > a+1/n)), est croissante et a + 1/n ¢ B. Donc u(f # a) = u(f < a) +
u(f > a) =0, ce qui veut dire que f = o u-presque partout.
Conclusion : On a vu que si AN B = (), alors f est presque partout constante, ce
qui est en contradiction avec les hypotheses. Donc AN B # (). Soit « € AN B,
on a bien

p(f <a)>0 et u(f>a)>0.

Exercice 3. Soit (2, A, ) un espace mesuré et soit f : Q — [0, +00] une appli-
cation mesurable. On note P ’ensemble des partitions finies C = {C4,...,C,} de
Q, ou Cy,...,C, sont dans A. Pour C = {C4,...,C,} appartenant a P on pose :

Se(f) = > u(Cy)inf{f(z), @ € Gy} et 1(f) =sup{Se(), € € P},



1) Montrer que I(f) < [ fdpu.
Soit C = {C4,...,C,} € P.On a

(ig]ff)ch < fxe; et Z;(igjff)ij <> fxe, = f.

=1
olt x¢; est la fonction caractéristique de C. D’ou

f( "y (infe, f)ch> dp < [ fdu, soit Sc(f) < [ fdu. En prenant le sup sur
C € P, on obtient I'inégalité I(f) < [ fdpu.

2) Si f(E) est un ensemble fini, montrer que I(f) = [ fdp.

Si f(E) est fini alors f prend un nombre fini de valeurs a4, ..., a, deux a deux
distincts. On pose C; = {x € Q, f(z) = a;} = ['({a;} € A On a f =
> _1ajxo; et Se(f) = 220 a;u(Cy) = [ fdp, oi C = {Cy,...,C,} € P. D'o
I(f) > [ fdu. D’apres 1) on a l'égalité I(f) = [ fdpu.

8) Montrer que I(f) = [ fdpu.

D’apres 1) il suffit de prouver [ fdu < I(f). On a

/fduzsup{/sodu; © étagée etOSsoéf}

= sup{I(p); ¢ étagée et 0 < ¢ < f}
< I(f)-

La derniere inégalité découle du fait que si ¢ < f alors I(p) < I(f).



