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Corrigé du devoir maison no 1.

Exercice 1. Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré avec µ(Ω) = 1. Soit (fn)n une suite
d’applications mesurables de (Ω,A) dans (R,B(R)). On dit que (fn) converge
presque partout vers 0 sur Ω s’il existe A ⊂ Ω mesurable tel que µ(A) = 1
et (fn)n converge simplement vers 0 sur A. On dit que (fn)n converge presque
uniformément vers 0 sur Ω si pour tout ε > 0, il existe A ⊂ Ω mesurable tel que
µ(A) ≥ 1− ε et (fn)n converge uniformément vers f sur A.

1) Soit (An)n une suite d’éléments de A telle que pour tout n, µ(An) ≥ 1− 1
n

.
a) Montrer que µ(∪nAn) = 1.

Pour tout n, An ⊂ ∪kAk ⊂ Ω. Comme µ est croissante, 1 − 1/n ≤ µ(An) ≤
µ(∪kAk) ≤ 1. En faisant tendre n vers +∞ on obtient µ(∪kAk) = 1.

b) Montrer que si (fn)n converge uniformément vers 0 sur Ω, alors (fn)n
converge presque partout vers 0 sur Ω.

La convergence uniforme sur Ω entraine la convergence simple sur Ω et en parti-
culier la convergence presque partout.

Remarque : La réponse à cette question est assez simple. En fait il y ’a un oubli
du mot “presque” dans la question ; il fallait écrire :

Montrer que si (fn)n converge presque uniformément vers 0 sur Ω, alors (fn)n
converge presque partout vers 0 sur Ω.

Pour répondre à cette question, on procède de la façon suivante : Pour tout k ≥ 1,
il existe Ak ∈ A tel que µ(Ak) ≥ 1− 1/k et (fn)n converge uniformément vers 0
sur Ak.
Soit x ∈ ∪nAn. Il existe n tel que x ∈ An. Comme (fn)n converge uniformément
vers 0 sur An, (fn(x))n converge vers 0. Donc (fn)n converge simplement vers 0
sur ∪nAn, et d’après le a), µ(∪kAk) = 1, ce qui montre que (fn)n converge vers 0
presque partout.

2) On suppose que (fn)n converge presque partout vers 0 sur Ω. On note

AN,p =
⋂
n≥N

{
|fn| ≤

1

p

}
, N ∈ N∗, p ∈ N∗.
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a) Vérifier que pour tout N, p, AN,p ∈ A et que µ (∪N≥1AN,p) = 1.

Comme f est mesurable, |f | est aussi mesurable et donc
{
|fn| ≤ 1

p

}
∈ A. D’où

AN,p ∈ A comme intersection dénombrable d’ensembles dans A.
Soit A ∈ A tel que µ(A) = 1 et (fn)n converge simplement vers 0 sur A. Soit x ∈ A
et soit p ≥ 1. Il existe N ≥ 1 tel que pour tout n ≥ N , |fn(x)| ≤ 1/p. Il existe

donc N tel que x ∈
⋂
n≥N

{
|fn| ≤ 1

p

}
= AN,p, ce qui montre que A ⊂ ∪N≥1AN,p.

D’où µ(A) ≤ µ (∪N≥1AN,p) ≤ 1, et par conséquent µ (∪N≥1AN,p) = 1.

b) Soit ε > 0. Montrer que pour tout p ∈ N∗, il existe Np = Np(ε) ≥ 1 tel que
µ(ANp,p) ≥ 1− ε

2p .

Soit p fixé. Pour toutN on a AN,p ⊂ AN+1,p et donc la suite (AN,p)N est croissante.
Par conséquent limN→+∞ µ(AN,p) = µ (∪N≥1AN,p) = 1. D’où l’existence de Np ≥
1 tel que µ(ANp,p) ≥ 1− ε

2p .

c) On note Aε = ∩p≥1ANp,p. Montrer que µ(Aε) ≥ 1− ε.

µ(Ω\Aε) = µ
(
∪p≥1

(
Ω \ ANp,p

))
≤
∑
p≥1

µ(Ω\ANp,p) =
∑
p≥1

(1−µ(ANp,p) ≤
∑
p≥1

ε

2p
= ε.

D’où µ(Aε) = 1− µ(Ω \ Aε) ≥ 1− ε.

d) En déduire que (fn)n converge presque uniformément vers 0 sur Ω (Théorème
d’Egorov).

D’après c) il suffit de montrer que pour tout ε > 0, (fn)n converge uniformément
vers 0 sur Aε. Remarquons d’abord que pour tout p ≥ 1,

Aε ⊂ ANp,p =
⋂
n≥Np

{
|fn| ≤ 1

p

}
. Donc pour tout p ≥ 1, il existe Np tel que pour

tout n ≥ Np et pour tout x ∈ Aε, |fn(x)| ≤ 1/p. Ceci entraine que (fn)n converge
uniformément vers 0 sur Aε.

Exercice 2. Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré et f une fonction mesurable de
Ω dans R, qui n’est pas presque partout constante. On veut démontrer qu’il existe
α ∈ R tel que

µ(f ≤ α) > 0 et µ(f > α) > 0.

Soit

A = {a ∈ R : µ(f ≤ a) > 0} et B = {a ∈ R : µ(f > a) > 0}.

1) Montrer que A et B sont non vides.
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Soit, pour n ∈ N,

Un = {x ∈ X; f(x) ≤ n} et Vn = {x ∈ X; f(x) ≥ −n}.

Les suites (Un)n≥0 et (Vn)n≥0 sont croissantes pour l’inclusion. On a donc
limn→+∞ µ(Un) = µ(∪n∈NAn) = µ(X) > 0. Donc il existe n tel que µ(Un) > 0, ce
qui signifie que n ∈ A.
De même on a limn→+∞ µ(Vn) = µ(∪n∈NVn) = µ(X) > 0 et donc il existe un
n ∈ B.

2) Montrer que A (resp. B) est de la forme [α,+∞] ou ]α,+∞[ (resp. ]−∞, β]
ou ]−∞), β[), où α et β sont des réels.

Soit a ∈ A. Pour tout a′ ≥ a, on a (f ≤ a′) ⊇ (f ≤ a), µ(f ≤ a′) ≥ µ(f ≤ a) > 0
et par conséquent a′ ∈ A. Donc A est bien un intervalle de la forme [α,+∞[ ou
]α,+∞[, où α = inf A ∈ R ∪ {−∞}.
De même si a ∈ B et a′ ≤ a, on a µ(f > a′) ≥ µ(f > a) > 0 et donc a′ ∈ B,
ce qui montre que B est un intervalle de la forme ] − ∞, β] ou ] − ∞, β[, où
β = supB ∈ R ∪ {+∞}.

3) Montrer que si A ∩B = ∅ alors α = β et f = α presque partout. Conclure.

Pour tout a ∈ R on a µ(f ≤ a) + µ(f > a) = µ(X) > 0. Donc µ(f ≤ a) > 0 ou
µ(f > a) > 0, ce qui signifie que a ∈ A ∪B. D’où R = A ∪B.
Supposons que A ∩ B = ∅. Comme A et B sont des intervalles non vides, qui
forment une partition de R, on a α = β ∈ R.
Pour tout n ≥ 1, α − 1/n /∈ A, soit µ(f ≤ α − 1/n) = 0. Comme la suite
((f ≤ α− 1/n))n est croissante, on a µ(f < α) = limn→+∞ µ(f ≤ α − 1/n) = 0.
D’autre part, on a µ(f > α) = limn→+∞ µ(f > α + 1/n) = 0, puisque la suite
((f > α + 1/n))n est croissante et α + 1/n /∈ B. Donc µ(f 6= α) = µ(f < α) +
µ(f > α) = 0, ce qui veut dire que f = α µ-presque partout.
Conclusion : On a vu que si A∩B = ∅, alors f est presque partout constante, ce
qui est en contradiction avec les hypothèses. Donc A ∩ B 6= ∅. Soit α ∈ A ∩ B,
on a bien

µ(f ≤ α) > 0 et µ(f > α) > 0.

Exercice 3. Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré et soit f : Ω→ [0,+∞] une appli-
cation mesurable. On note P l’ensemble des partitions finies C = {C1, . . . , Cp} de
Ω, où C1, . . . , Cp sont dans A. Pour C = {C1, . . . , Cp} appartenant à P on pose :

SC(f) =

p∑
j=1

µ(Cj) inf{f(x), x ∈ Cj} et I(f) = sup{SC(f), C ∈ P}.
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1) Montrer que I(f) ≤
∫
fdµ.

Soit C = {C1, . . . , Cp} ∈ P . On a

(inf
Cj

f)χCj
≤ fχCj

et

p∑
j=1

(inf
Cj

f)χCj
≤

p∑
j=1

fχCj
= f,

où χCj
est la fonction caractéristique de Cj. D’où∫ (∑p

j=1(infCj
f)χCj

)
dµ ≤

∫
fdµ, soit SC(f) ≤

∫
fdµ. En prenant le sup sur

C ∈ P , on obtient l’inégalité I(f) ≤
∫
fdµ.

2) Si f(E) est un ensemble fini, montrer que I(f) =
∫
fdµ.

Si f(E) est fini alors f prend un nombre fini de valeurs a1, . . . , ap deux à deux
distincts. On pose Cj = {x ∈ Ω, f(x) = aj} = f−1({aj} ∈ A. On a f =∑p

j=1 ajχCj
et SC(f) =

∑p
j=1 ajµ(Cj) =

∫
fdµ, où C = {C1, . . . , Cp} ∈ P . D’où

I(f) ≥
∫
fdµ. D’après 1) on a l’égalité I(f) =

∫
fdµ.

3) Montrer que I(f) =
∫
fdµ.

D’après 1) il suffit de prouver
∫
fdµ ≤ I(f). On a∫

fdµ = sup

{∫
ϕdµ; ϕ étagée et 0 ≤ ϕ ≤ f

}
= sup{I(ϕ); ϕ étagée et 0 ≤ ϕ ≤ f}
≤ I(f).

La dernière inégalité découle du fait que si ϕ ≤ f alors I(ϕ) ≤ I(f).


