
Corrigé du DM n˚1 E. Amar

Exercice 1 On pose fk(t) :=
ke−t

1 + kt
; c’est une suite croissante

fk+1 − fk =
e−t

(1 + kt)(1 + (k + 1)t)
> 0.

On peut donc appliquer Beppo Lévi :

lim
k−→∞

∫ 1

0

fk(t) dt =

∫ 1

0

lim
k−→∞

fk(t) dt.

Mais

∀t ∈]0, 1], lim
k−→∞

fk(t) = lim
k−→∞

ke−t

1 + kt
=

e−t

t

car t > 0 et comme

∫ 1

0

e−t

t
dt ≥

∫ 1

0

e−1

t
dt = ∞ on en déduit

lim
k−→∞

∫ 1

0

ke−t

1 + kt
dt = ∞.

Exercice 2

a) Comme la fonction
1

xα est décroissante sur [0,∞[, on a

∀x ∈]k, k + 1],
1

(k + 1)α ≤
1

xα =⇒
∑
k≥1

1

(k + 1)α1]k, k+1](x) ≤ 1

xα .

Comme α > 1, la fonction
1

xα est intégrable sur [n,∞[, n > 0 d’où intégrant∫ ∞

n

∑
k≥1

1

(k + 1)α1]k, k+1](x) dx ≤
∫ ∞

n

dx

xα =
1

(α− 1)nα−1 .

Mais la série, à termes positifs, donne∫ ∞

n

∑
k≥1

1

(k + 1)α1]k, k+1](x) dx =
∑
k≥n

1

(k + 1)α =
∑

k≥n+1

1

kα ,

d’où ∑
k≥n+1

1

kα ≤
1

(α− 1)nα−1 .

b) Comme t−→tα est une fonction mesurable sur [0,∞[ muni de la tribu borélienne, fα est

mesurable comme composée de fonctions mesurables, donc

(
f

k

)α

aussi, et une série de fonctions

mesurables positives est mesurable donc la fonction

F :=
∑
k∈N∗

(
f

k
)αχ{f≤k}

est mesurable.
Si f(x) ∈]n, n + 1], n ≥ 2 alors

F (x) =
∑
k≥n

(
f

k
)α ≤ f(x)α

∑
k≥n

1

kα ≤ f(x)C(
f(x)

n− 1
)α−1 ≤ C

(
n + 1

n− 1

)α−1

f(x) ≤ 2α−1Cf(x).

Si f(x) ≤ 2 ...
D’où F ≤ Kf.
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c) On intègre l’inégalité précédente et la série étant à termes positifs, Beppo Lévi permet
d’échanger sigma et intégrale (comme en TD) :

∞ > K

∫
Ω

f dµ ≥
∫

Ω

F dµ =

∫
Ω

∑
k∈N∗

(
f

k
)αχ{f≤k} dµ =

∑
k∈N∗

1

kα

∫
{f≤k}

fα dµ.

Exercice 3
a) Déjà vu en TD :

On pose Bk :=
⋃
l≥k

Al, alors Bk ↘
⋂

k∈N∗

Bk = lim Al et :

µ(Bk) = µ

(⋃
l≥k

Al

)
≤
∑
l≥k

µ(Al)−→0, k−→∞,

car la série de terme général µ(Al) est convergente. Comme µ(A1) ≤
∑
l≥1

µ(Al) < ∞ car la série est

convergente, la continuité monotone séquentielle de µ donne
µ(lim Al) = lim µ(Bk) = 0.

b) Dire que fk(ω) tend vers 0 signifie
∀ε > 0, ∃N, ∀n ≥ N, fk(ω) < ε.

Donc nions cette proposition, fk(ω) ne tend pas vers 0 signifie
∃ε > 0, ∀N, ∃k ≥ N, fk(ω) ≥ ε.

Ainsi si fk(ω) ne tend pas vers 0, il existe ε > 0, qui dépend éventuellement de k et une infinité
de k tels que fk(ω) ≥ ε.

Posons ∀n ∈ N∗, Ak(n) := {ω ∈ Ω, fk(ω) ≥ 1/n}, alors dire que la suite fk(ω) ne tend pas
vers 0 signifie ∃n t.q. ω ∈ Ak(n) pour une infinité de k, donc

∃n ∈ N∗ t.q. ω ∈ lim
k−→∞

Ak(n) =: Bn.

Mais µ(Bn) = 0 par hypothèse ; notons B := {ω ∈ Ω t.q. fk(ω) 9 0} on a ainsi :

B =
⋃
n≥1

Bn=⇒µ(B) = µ

(⋃
n≥1

Bn

)
≤
∑
n≥1

µ(Bn) = 0.

Autre preuve :
Notons B := {ω ∈ Ω t.q. fk(ω) 9 0}. Si ω ∈ B alors lim fk(ω) > 0, donc si on pose Bn := {ω ∈

Ω t.q. lim fk(ω) >
1

n
}, on a

B =
⋃
n≥1

Bn.

D’autre part on a vu (TD) que Bn = lim{fk >
1

n
} donc, utilisant l’hypothèse et le a), on a que

µ(Bn) = 0, et donc µ(B) = 0.
c) On veut montrer que, pour f ∈ L1(µ) on a :

(∗) ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 t.q. ∀A ∈ A, µ(A) ≤ δ=⇒
∫

A

f dµ ≤ ε.

Si (∗) est faux cela signifie

(∗∗) ∃ε > 0, ∀δ > 0, ∃A ∈ A t.q. µ(A) ≤ δ et

∫
A

f dµ > ε.

Prenons δ = 1/n2 et posons An tel que µ(An) ≤ 1

n2 et

∫
An

f dµ > ε.
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Comme
∑
n≥1

µ(An) ≤
∑
n≥1

1

n2 < ∞, on a que µ(lim An) = 0 par le a).

Mais avec Bk :=
⋃
n≥k

An on a que Bk ↘ B := lim An donc∫
Bn

f dµ ≥
∫

An

f dµ > ε,

et, comme f est positive, dν = f dµ est une mesure sur A, et on a

ν(B) = lim
k−→∞

ν(Bk) = lim
k−→∞

∫
Bk

f dµ > ε.

Mais ν(B) =

∫
B

f dµ = 0 car µ(B) = 0 donc contradiction.

d) Soit f intégrable sur [0,∞[ et posons

∀x ∈ [0,∞[, g(x) :=

∫ x

0

f(t) dt.

On veut montrer que g est uniformément continue, i.e.
∀ε > 0, ∃δ, |x− y| < δ=⇒|g(x)− g(y)| < ε.
On a donc

|g(x)− g(y)| =
∣∣∣∣∫ x

0

f(t) dt−
∫ y

0

f(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ x

y

f(t) dt

∣∣∣∣ .
Mais ∣∣∣∣∫ x

y

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

y

|f(t)| dt.

Appliquons ce qui précède avec dµ := dt, |f | , A =]y, x[ et donc

∀ε > 0, ∃δ > 0 t.q. µ(A) =

∫ x

y

dt = |x− y| < ε=⇒
∫ x

y

|f(t)| dt < δ=⇒|g(x)− g(y)| < δ,

et la conclusion.

3


