Corrigé du DM n "1
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Exercice 1 On pose fi(t) := m; c’est une suite croissante
ot
Jorr — fo = > 0.

(1+ k)1 + (k+ 1))
On peut donc appliquer Beppo Lévi :
1 1

lim fi(?) dt:/ lim  fi(t)dt
k—s 00 0 0 k—s o0

Mais - »
e’ e
Vvt €0,1 1 i —
.1l i fil) = = =
car t > 0 et comme / e dt > eT dt = oo on en déduit
0

‘ 1 keft
lim
Exercice 2

dt =

.1 L
a) Comme la fonction — est décroissante sur [0, co[, on a
T

1 1 1 1
Y kEkE+1, —— < — —1 < —,
r E] y K+ ]7 (/{?—i-l)a =~ xa:>§ (k+1)a 1%, k+1}(x) =

1
Comme « > 1, la fonction — est intégrable sur [n, co[, n > 0 d’ou intégrant

dx 1
dr < e
/n Z k:+1 Y, k(@) d / *  (a—1)n*!

k>1
Mais la série, a termes positifs, donne

1 1
/n Zk+1 Lk, ke (7) do = Z(k+) - ko

k>1 k>n k>n+1

1 1
E : « S; -1
k (v — 1)n”

k>n+1

d’ou

E. Amar

b) Comme t—t® est une fonction mesurable sur [0,co[ muni de la tribu borélienne, f* est

(0%
mesurable comme composée de fonctions mesurables, donc (E) aussi, et une série de fonctions

mesurables positives est mesurable donc la fonction

F=) (%)QX{fSk}

kEN~
est mesurable.

Si f(z) €]n, n+ 1], n > 2 alors

n—1

Flo) =0 (0 < 10" Y e < s@c et <o (P pw) < 20sa)

k>n k>n

Sif(x) <2 ..
Dot F < K.



c) On integre I'inégalité précédente et la série étant a termes positifs, Beppo Lévi permet
d’échanger sigma et intégrale (comme en TD)

1
oo>K/fdu>/qu /Z X{fSk}dM:Zk_a/{f k}fadu-
<

keN* keN*
Exercice 3

a) Déja vu en TD :
On pose By, := UAZ’ alors By \, ﬂ B, =1lim A4 et :

1>k keN*
= u (U Az) <> pu(A)—0, k—so0,
1>k 1>k

car la série de terme général p(A;) est convergente. Comme p(A;) < Z 1(A;) < oo car la série est

1>1
convergente, la continuité monotone séquentielle de p donne

p(lim A;) = lim pu(By,) = 0.
b) Dire que fi(w) tend vers 0 signifie
Ve >0, AN, Yn > N, fr(w) <e€
Donc nions cette proposition, fi(w) ne tend pas vers 0 signifie
Je >0, VN, 3k > N, fr(w) > ¢
Ainsi si f(w) ne tend pas vers 0, il existe € > 0, qui dépend éventuellement de k et une infinité
de k tels que fr(w) > e.
Posons Vn € N*, Ax(n) = {w € Q, fr(w) > 1/n}, alors dire que la suite fi(w) ne tend pas
vers ( signifie In t.q. w € Ag(n) pour une infinité de k, donc
dn e N* t.q. wehm Ak(n) =: B,.

Mais pu(B,) = 0 par hypothese notons B :={w € Q t.q. fr(w) - 0} on a ainsi :
B=|]JBi=u(B)=p <U Bn> <> By =

n>1 n>1 n>1
Autre preuve :

Notons B := {w € Q t.q. fr(w) - 0}. Siw € B alors lim f,(w) > 0, donc si on pose B, := {w €
— 1
Qt.q. lim fr(w) > =}, on a
n
B=|]JB.
n>1

— 1
D’autre part on a vu (TD) que B,, = lim{f;, > —} donc, utilisant ’hypothese et le a), on a que
n

w(B,) =0, et donc u(B) = 0.
c) On veut montrer que, pour f € £'(u) on a :

(%) Ve>0, 30(e) >0t.q. VAe A, pu(A) < 5:>/ fdu<e.
A
Si (%) est faux cela signifie

(%%) e >0, V§ >0, JA € A t.q. p(A) <d et /fd,u>€.
A

1
Prenons 6 = 1/n? et posons A, tel que u(4,) < — e / fdu>e.
n An

[\



1 —
Comme ZH(An) < Z — < 00, on a que pu(lim A,) = 0 par le a).
n

n>1 n>1

Mais avec By, := U A, on a que By \, B :=lim A4,, donc

n>k
fduz [ fause
By, An
et, comme f est positive, dv = f du est une mesure sur A, et on a

v(B) = khinmy(Bk) = / fdu>e.

Mais v(B) = / fdp =0 car u(B) = 0 donc contradiction.
d) Soit f iﬁtégrable sur [0, oo[ et posons
vz € [0, 00], g(z) = / F(t)dt.

0
On veut montrer que g est uniformément continue, i.e.

Ve>0, 36, [z —y| <0=|g(z) —g(y)| <e
On a donc . Y N

dt — dt| = dt| .

[ rwa- [ 5w t\ NG t\

lg(z) — g(y)| =
/y C dt' < / )

Appliquons ce qui précede avec du = dt, |f|, A =]y, z[ et donc

Mais

Ve >0, 30 > 0 t.q. /L(A):/ dt = |x — y| <e:>/ |f(t)] dt < 6= |g(x) — g(y)| <0,
Yy

)
et la conclusion.



