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Texte (en italiques) et corrigé du Devoir Maison 2

Partie I

1.1. Soit a un nombre réel strictement supérieur a —1. Prouver la conver-
gence (au sens de Lebesque) de l'intégrale

// dxdy
01]2 1 _.Ty

en montrant (grace a un théoréme du cours que l'on citera) l'identité

//01]21—1’ydxdy_z(k+a) (*)

Prouver que le résultat subsiste lorsque a est un nombre complexe de partie
réelle strictement supérieure a —1 et que la formule (%) reste encore vraie
dans ce cas.

La fonction sous l'intégrale est une fonction positive. D’autre par, en dévelop-
pant en série géométrique, on a, pour z,y €]0,1[ et a > —1,

a,,a

T o0 [e.9]
: Yy —xyxZa:y Zxa+ka+k
-y k=0 k=0

Grace au théoreme de Fubini-Tonnelli (appliqué ici deux fois de suite), on
peut affirmer :

(e 9]

//O e dxdy = //MQ vy (S (ay)*) dudy

k=0
_ 2 : a+k a+k
B / /o 10,1]2 ) ey =

Z://}v . anrkyaJrk dr dy
0,1

k=0 k=0
2 0 a+k+1l 11\ 2
= Y ( [ aear) :Z([—x J,)
=0 10,1] 0 CL+I€+1 0
kzo(a—l—k—l— — k—i—a

Si a est un nombre complexe de partie réelle strictement supérieure a —1, on
constate (en appliquant Fubini-Tonnelli comme ci-dessus) que la fonction

(x y) i |xy‘a _ (xy)Rea _ xReayRea
’ l—zy 1-—ay 1— 2y
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est intégrable sur |0, 1]* puisque la série Y ;- 1/(k + Rea)? est convergente
d’apres le critere de Riemann. La clause de sécurité permettant d’appliquer
cette fois le théoreme de Fubini (deux fois encore) est remplie et on a exac-
tement la méme chaine d’égalités que précédemment.

1.2. Vérifier, toujours si a €)—1,400], la convergence (au sens de Lebesgue)
de ["intégrale
a,,a 1
// x yl og(zy) dedy.
10,1)2 - Y

Pour tout € > 0, il existe une constante C, > 0 telle que

Ce
vX 6]071]7|10gX| S ﬁ

(en effet limyx .o+ X“log X = 0). Pour x,y €]0,1] et a > —1 + ¢, on a donc

2y |log(zy)| _ a*y" " (wy)|log(zy)| _ 0Ty

1—2xy 1—2xy -1 —ay

et la clause de domination assure l'intégrabilité de la fonction au membre de
gauche (la fonction majorante (z,y) — Cc(zy)* ¢/(1 — zy) est intégrable sur
[0, 1[? du fait que a—e > —1, comme cela a été vu a la question 1.1). Comme
€ peut dans ce qui précede étre choisi arbitrairement petit, la convergence de
I'intégrale proposée dans cette question est assurée pour tout @ > —1 (il y a
toujours dans pareil cas un € > 0 tel que a > —1 +¢€).

1.3. Déduire de l’identité établie a la question 1.1, en citant avec précision
le théoreme utilisé (d’ailleurs deux fois, on dira pourquoi), que l'on a, pour
tout a > —1, lidentité

o

xy? log(xy) 1
TY OB gy = 25—
/A)JP 1—ay vy ; (k+a)?

Si z,y €]0,1], la fonction

xaya ealog(acy)
a€R—

1—:cy: 1—ay

est de classe C! sur R et de dérivée

0 [ zy” } _ a2y log(ay)
dall —ayl  1—ay



Pour tout @ > —1 + ¢, on a donc

‘ B |: $aya jH - l.fl+ey71+e log(:vy)
Oa Ll —ayll — 1—xy

la fonction dominante étant ici une fonction intégrable sur ]0,1]* (question
1.2) indépendante de a. Les conditions d’application du théoreme (de Le-

besgue) de dérivabilité des intégrales dépendant d’un parametre (ici en I'ocur-
rence a) sont remplies et 'on peut affirmer que la fonction

ao—>// Ty dxdy
o2 L — 2y

est de classe C! sur | — 1+ €, +00[, de dérivée
a CL]
0 / 2y 108(2Y) 1oy
1071]2 1 - fL‘y

De méme, pour tout k£ € N*, la fonction

1
(k+ a)?

a —

est de classe C* sur | — 1, +oo[, de dérivée

2
ar— ——)70.
(k+a)?
Pour tout a > —1 + ¢, pour tout £ € N, on a

‘ 2 2
(k+a)3l = (k—1+4¢€)3

\ <

Comme la série > °(k — 1 + €)™ est convergente, le théoreme de dérivation
terme a terme des séries de fonctions dépendant d’un parametre (cas par-
ticulier du théoreme de Lebesgue des intégrales fonction d’un parametre)
s’applique et 'on peut affirmer que la fonction

1

aE]—1+e,+oo[l—>Zm

k=1

est de classe C! sur | — 1 + €, +00[, de dérivée

= 1
a€l—1+e¢€+400f——-2)» ——.
;(k’—l—a)?’
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Du fait de la formule (x) établie & la question 1.1, on a donc, en dérivant les
deux membres comme fonctions du parametre a, 1'identité voulue pour tout
a > —1 + €. Mais € étant ici arbitraire, 'identité est bien valable pour tout
a> —1.

1.4. En reprenant la méme démarche que celle utilisée dans la question
précédente, vérifier, si a et b sont deux nombres réels distincts appartenant
a lintervalle | — 1, +00], les deuz formules

a,b 00
/A),ﬂ? 1x—y$ydxdy - bia(z(kia_%%))

k=1
a,,b
z%y° log(xy) 1
———dxdy = (
/471]2 1 —ay a—>b

On reprend exactement les calculs faits a la question 1.1 (avec le théoréeme
de Fubini-Tonnelli appliqué deux fois) pour obtenir, pour tout a,b distincts
et strictement supérieurs a —1,

a,b >
Yy a, b k
dxdy:// :L"y( xy )dxdy
/4,1]2 I —uzy 10,12 2( )
_ // <Zxa+kyb+k) dIdy
10,1]2

NE

((kia)2 B (kib)2)>'

k=1

k=0
_ Z // xa+kyb+k dr dy — Z (/ anrk dﬂf) </ berk dy)
k=0 ]071[2 k=0 }011} ]071}
_ i ([ xa+k+1 :|1><|: yb+k+1 :|1>
— a+k+1lo b+k+1lo

= 1 = 1
- ;(a+k+1)(b+k+1) " L (k+a)(k +b)

k=1

- bia<§:<kia_%w>>'

k=1

Exactement comme a la question 1.3, on montre que l'intégrale fonction de
deux parametres

(a,b) € (] — 1, 400[)? // 'y’ dx dy
]0,1]2 1 - J;y



est de classe C' et admet respectivement comme dérivées partielles par rap-
port aux parametres a et b

b
(a,b) €] — 1, +00[? // 2y los oy
10,1]2

1—ay
ayb ]

(a,b) €] — 1,40 +— // TY O8Y o dy
10,1]2 1 —ay

De méme, la fonction

@ne -t — (3 (- )

est de classe C! (comme série de fonctions dépendant de deux paramétres,
on utilise le méme argument qu’a la question 1.3) et admet respectivement
comme dérivées partielles par rapport aux parametres a et b

o)

, 1

(a,b) €] — 1, +o0[* +—— _;(/@+a)2(k+b)
2 N !

(a,b) €] = 1, +o0] _;(/f+a)(k+b)2

En ajoutant ces deux dérivées partielles, on trouve

; k+ a) k+b)(k:—1ka+k;41rb> :aib(;<(kia)2_ (l{:ib)2>)'

Mais ce résultat s’obtient aussi (du fait de la premiere formule établie dans
cette question) en ajoutant les deux dérivées partielles de

(a,b) €] — 1, 00[*— // 'y dz dy,
10,1]2 1-— Ty

ce qui donne

a bl 1 a bl
// vy’ (logx + ogy)dxdy:// Ty 108(@Y) g
10,1]2 1 —xzy 012 l—ay

On obtient ainsi la seconde formule a établir dans cette question.

b}



1.5.1 Déduire de 1.4 que, si P est un polynéme en deux variables a coeffi-
cients entiers tel que n = max(degy P, deg, P) € N*, alors

// P(x,y)log(xy) de dy = an(P) + b,(P) ((3)
0,1]

1—uzy B a3

ot d, désigne le PPCM (« plus petit commun multiple ») de 1,...,n, a,(P)
et b,(P) sont deux éléments de Z (dépendant du polynome P), et ((3) :=
S 7°1/kP. Le but de la suite du probléme est précisément de prouver que ce
nombre ((3) (dont on connait bien peu de choses, sauf une valeur numérique
approchée) est un nombre irrationnel (tout comme ((2) qui, on le rappelle,
vaut m2/6).

Comme l'indication le suggere, on écrit P sous la forme

Y) = zn: En: ap X*Y'".
k=0 [=0

La contribution a I'intégrale proposée du monéme ay, ;, X*Y* de cette décomposition
est, d’apres la premiere formule établie a la question 1.4,

)

avec la convention qu’une somme de 1 a 0 est nulle. La contribution a cette
meéme intégrale du monome ay ; X kY lorsque n > k > 1 > 0 vaut (cette fois
d’apres la seconde formule établie a la question 1.4)

k

_2ak,k kZ::l m = —26Lk7k (g(g) — Z (

1

g, ( 1 _ 1 ) _ g, 1
_ 2 2) _ 2
k=l = \(K + k) (K +1) k=1 (k")

Enfin, la contribution toujours & cette méme intégrale du monome ay; X*Y"
lorsque n > [ > k > 0 vaut (toujours d’apres la seconde formule établie a la
question 1.4)

e (v @) =

LQuestion plus difficile; on pensera & écrire le polynéme P = Y o< k<n @e1X kY1 sous
forme développée et a utlhser les identités établies en 1.3 et 1.4 (seconde identité). Si
vous bloquez, vous pouvez éventuellement admettre cette question ; elle servira en fin de
probleme.

+




Un multiple commun pour tous les nombres k?(k —[) (avec 1 < k' < n,
0 < kl<netk=#I), (K)? (avec 1 <k < n), est précisément d>, ol
d,, est le PPCM des nombres entiers compris entre 1 et n. En ajoutant les
contributions de tous les monomes impliqués dans P et en mettant toutes les
fractions qui apparaissent dans l’expression finale (soit isolément, soit comme
coefficients de ((3)) au méme dénominateur commun (en 'occurrence ici,
on vient de le voir, d3), on obtient bien I'expression voulue pour l'intégrale
proposée.

Partie 11
2.1. On pose, pour tout n € N, pour tout x € R,

1 dr
Po) = — | (XA = X))
(@) = — | 75 (X N
vérifier que P, est, pour chaque n € N, une fonction polynomiale de degré
exactement n et que P,(1 — x) = (=1)"P,(x) pour tout n € N, pour tout
x eR.

On dérive n fois une fonction polynomiale de degré exactement 2n ; le résultat
est donc bien une fonction polynomiale de degré exactement n. Comme la
fonction (z(1—x))™ est invariante sous I’action de la transformation z < 1—x,
on a bien, en dérivant n fois, P,(1—xz) = (=1)"P,(x) car (d/dzx)(1—z) = —1
(on applique juste ensuite la regle de Leibniz).

2.2. En utilisant le théoréme de Fubini (qu’il faudra ici rappeler en expliquant
comment et pourquoi il s’applique) vérifier, pour tout n € N, l'identité

//}071}2 Pn(:r)liﬁi;og rY) dzdy //A} ; 1_ - (y? drdyd-

et justifier la convergence des deuz intégrales.

Si k et [ sont des entiers positifs ou nuls, on a, en utilisant Fubini-Tonnelli
et la formule de changement de variables dans les intégrales de Lebesgue,

dz
drdydz = / zky! / ———— ) dxdy
///013 1—( 1_959) 10,1[2 ( ]071[1—(1—xy)2>
B / </ du ) ¥yt drdy
0,12 ]o l—ay L —u/ 1—uy

B / y' log(zy) dxdy
10,1[ 1 —zy

d’apres la seconde formule établie a la question 1.4. Apres avoir développé
(z,y) — P.(z)P,(y) comme somme de de mondmes aj, 2%y’ et avoir appliqué
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la formule précédente pour chacun de ces monomes, on obtient bien ’égalité
requise (par linéarité de la prise d’intégrale). Le calcul que I'on a fait a la
question 1.4 et celui que l'on vient de faire ici justifient la convergence (et
d’ailleurs aussi I’égalité) des deux intégrales.

2.3. En utilisant la formule de changement de variables (que l’on rappellera
ici), vérifier, pour tout n € N, ['identité

/ / /Ms % dadydz = (—=1)" / / /m 1o g"f”ifff{j)y)z dzdydz .

On applique la formule de changement de variables dans les intégrales de
Lebesgue en utilisant le changement de variables (z,y,z) = (1 — 2/,¢/, 2)
dont le Jacobien est identiquement égal a 1 (on 'applique dans I'intégrale
triple au membre de droite de la formule établie & la question 2.2).

2.4. Pour z,y €0, 1], vérifier l’identité

[ & -/ = __log((1-a)y)
o I=(—(=a): Sy G-I -=(l-y) 1-(-ay

(on pensera a la méthode classique de calcul de primitives de fractions ra-
tionnelles via la décomposition en éléments simples).

On décompose en éléments simples, si z,y €]0, 1], la fraction rationnelle

1 _ Oay . Bay
1-(1-X)r)1-X(1-y) 1-(1-X)z 1-X(1-y)

Fm,y(X) =

Par identification, il vient
ary(1 = X(1=y) + Boy(l - (1 = X)z) =1,
soit
Ay + Boy(l—2)=1 et —a,,(1—y)+a28,,=0.
On trouve
T 3 1—y
o0=—— = 7
1—y(l—2)’ 1—y(l—=)

En intégrant sur |0, 1[, on trouve

/1 dz L5 /1 dz

Yoy o 1—(1—=2)z ")y 1—2(1-y)

Qg y /I du N By /1y du  log((1—2)y)
0 o 1

x l—u 1—y N

—u I1-(1—-2)y
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Ce résultat est bien aussi celui que 'on obtient apres le changement de va-
riables consistant *a remplacer z par z(1 — (1 — x)y) dans l'intégrale

/1 dz
o T-(—(T—2))z’

2.5. En utilisant la formule établie en 2.4 et le théoréme de Fubini (on
jJustifiera encore son utilisation ici), vém'ﬁer, pour tout n € N,

/ / /m 3 . 1”_(y92>y) dadydz
o

Le changement de variables (2/,v',2') = (z,1 — y, z) transforme la seconde
intégrale en l'intégrale

// [ ——

y)
///0 g (1 — (1— Z§ %f (—1(1 —y dvdz ()

(puisque P,(1 —y) = (—1)"P,(y) d’apres la question 2.1). Il s’agit d’'une
égalité entre intégrales convergentes car (grace au théoreme de Fubini-Ton-
nelli et aux formules établies & la question 2.4)

///01 (1- 1 — Z) )%D_( z)(ll ) dxdydz
= //0 o | P()] |Pn(y)|(/0 1- (1_2);Z)Z<1_Z(1_y)>dxdy
= log((1 — z)y)
= //01]2 )| | Pa(y )|1g_(1—_x)?2dxdy
= [ IP@NR T dny < o0

(pour arriver a la derniere ligne, on a effectué le changement de variables
(', y") = (1 —x,y) et utilié |P,(1 — x)| = |P,(z)|). Le fait que ces intégrales
soient convergentes provient de I’application de Fubini (sans valeurs absolues
cette fois) et 'on a donc

///01 (1—(1- 23?)5 (_ylu — ) tedudz
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_ //MQ Pn(:z:)&(y)(/o1 i (1—z)$?1_z(1_y)>d$dy
_ //0 @R (/0 g Cﬁ_ )y)z> ddy
B ///01 - 17fy;2)y) dedydz . (2)

En combinant (1) et (2), on obtient I'identité requise.

Partie 111

3.1. En utilisant n intégrations par parties en x, puis en y, déduire de la
formule établie a la question 2.5 et de [’expression méme des fonctions po-
lynomiales P,, n € N, que,

///0 o 1 —(1 _x 1n( x))y)z dxdydz

///0 SN e (1- z)x)(l)n—(zz;))znll dedydz.

11 suffit de remarquer que le membre de gauche s’écrit aussi (du fait de la
formule établie a la question 2.5)

/ / /m]g (1— (Ifnsz);n)((yl)_ ) drdydz .

Apres avoir utilisé le théoreme de Fubini, on effectue n intégrations par par-
ties sous l'intégrales en = pour obtenir (chaque fois la partie toute intégrée
[ ] est nulle)

///]01 (1—(1— Z)Pn)((yl)_ ) dzdydz
- L ) B
- o f /]0 R /01 1 —(fl_—j);)nﬂ ) %ﬁw

(en effet P,(x) = (d/dz)"[(x — x*)"] par définition). Toujours grace au
théoreme de Fubini, on écrit cette nouvelle intégrale sous la forme

co [ (P ) et
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Pour z €]0, 1], on a, aprés n intégrations par parties en y cette fois, compte
tenu du fait que que Py (y) = (d/dy)"[(y — v*)"],

' Pu(y) won 1 —y)"
/0 1—zydy_(_ )’z /0 ﬁd@

En reportant dans (3) et en utilisant une nouvelle fois le théoreme de Fubini,
on obtient bien la réécriture de (3) sous la forme

///01 (1—(1 _Z/Z) )y(f _( Zy))zjx dxdydz .

3.2. Montrer que la fonction positive

(x —2?)(y — y?)(z — 22)
(1= (1=2)2)(1 - 2y)

se prolonge en une fonction continue dans [0, 1)2, nulle sur la frontiére de ce
cube. Vérifier que F(x,y,z) = F(x,y,1 — 2) et en déduire que le mazimum
de F dans [0,1] est atteint sur le plan z = 1/2. Montrer que ce mazimum
vaut 17 — 12+/2. Déduire de la question 3.1 que

’/ / /10,1]3 1— ﬁn(—x )(fn—(yi)y)z dudydz| = O((17 - 12v2)").

On a, dans [0,1?, 1 -2 <1—(1—2)zet 1 —y < 1— zy, ce qui prouve que
la fonction F' est majorée par zy(z — 2%) dans le cube et se prolonge donc
sur [0,1[x[0, 1[x[0, 1] en une fonction nulle lorsque zyz(1 — z) = 0. Mais on
aaussil —z2<1l—-zyetz=1—(1—-2)<1—(1-2)z, ce qui prouve que
F est aussi majorée par (z — z%)(y — y?), donc se prolonge en une fonction
continue dans [0, 1]* et nulle en fait sur toutes les faces de ce cube (i.e aussi
sur les faces © = 1 et y = 1). La formule F(z,y,2) = F(z,y,1 — z) est
immédiate a vérifier. Le maximum sur [0, 1]* de la fonction continue positive
F (ce maximum est atteint dans ]0,1[> car [0, 1]* est compact et que F est
nulle sur la frontiere de ce cube) est nécessairement atteint (du fait de la
symétrie z «» 1 — z autour du plan z = 1/2) sur ce plan médian z = 1/2.
Pour trouver le point ou ce maximum est atteint, il suffit donc étudier la
fonction

F o (2,9,2) €0,1P—

(z —2%)(y — y°)

(z,y) € [0,1]* — F(z,y,1/2) = i(l 1D
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Le maximum de la fonction

x — 22

€ [0,1] — p(x) := -2

est atteint en un point ot ¢'(z) = 0; on trouve immédiatement (il suffit
de calculer ¢’ et de chercher ou cette fonction s’annule sur [0,1]) que ce
point vaut 2 — v/2. Le maximum de la fonction F est donc atteint au point
(2—+/2,2—1+/2,1/2) et la valeur de F en ce point se calcule immédiatement,
et vaut

1 <(2— V2)(V2 - 1)>2
4 (1/v2)

De la formule établie en 3.1, il résulte

’///0 - Pf@f’fygz)y)z dadyd:

< (max F)" / / / dwdyd: dxdydz
[01 o155 (1 —( 1—z) (1 — zy)

1
< (maxF)" // Hoe@y)l gy — 0((17 — 12v2)")
0,12 1 —

- %((2 —V2)(V2 1)) =17 - 12V2.

[01

3.3. En combinant les résultats des questions 1.5 et 3.2, montrer qu’il existe,
pour tout n € N, des entiers A, et B,, dans Z tels que

4. 1 Buit(3)] +£”C( I O((17 — 12v2)") .

P.(z)F,
o1z L—ay

A+ Bag(3)
3
ou A,, B, € Z d’apres la question 1.5 puisque P, est (du fait de sa définition)
un polynome a coefficients entiers. Cette intégrale se calcule a partir des
résultats établis aux questions 2.2, 2.3, 2.5 et 3.1 et est égale a 'intégrale

positive
_ 2\n
// (x = )"y —v")"(2 ZnJ)rl dxdydz
o1 ( 1 —2)z)(1 — zy))

12
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L’intégrale

s’écrit sous la forme




qui est un O((17 — 12v/2)") d’apres le résultat établi & la question 3.2. On a

done bien
|An + B,((3)

= = O((17 — 12V2)").

0<
3.4. Admettant que d,, = O(e"'*9) pour tout ¢ > 0, déduire de 3.3 les
inégalités
|An + Bag(3)]

et en conclure que ((3) ¢ Q (on supposera ((3) = p/q et on exploitera le fait
qu’un entier non nul est toujours de valeur absolue au moins égale a 1).

0

On utilise juste (en exploitant 1’hypothese admise sur le comportement a-
symptotique de d,, en choisissant € assez petit, ici par exemple ¢ = .003)
que d3 = O(e¥1:903)) = O(e391*"). Or un calcul numérique (prendre une
calculette!) montre que e39(17 — 12¢/2) < .597206 < 1; on a donc bien

|An +d§n§(3)| — O(l/di) )

Si ((3) = p/q, on aurait 0 < |A,q + B,p| < 1 pour n assez grand, ce qui
est impossible puisque A, By, p,q sont des entiers (un entier non nul est
toujours de valeur absolue supérieure ou égale a 1!). Il est donc impossible
que ¢(3) soit un nombre rationnel !
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