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Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

Question de cours. On rappelle qu’une distribution T (a valeurs dans le
corps K =R ou C) sur un ouvert Q) de R™ est dite d’ordre fini s’il existe un
entier p € N tel que

VK CcQ, 30(K) 20, tq VeeDg(QK), (T,¢)] < CK)Nkp(p).

Montrer qu’une distribution T' de support compact Ko CC € est d’ordre fini.
Que peut-on dire de T lorsque Ky est un singleton ? [on ne demande pas pour
ce dernier point de démonstration, seulement un énoncél.

Si T est une distribution a support compact inclus dans le compact K et
pyp une fonction plateau identiquement égale a 1 au voisinage de Ky et de
support inclus dans le compact Ky, = {z; d(z, Ky) < n} pour un certain
17 > 0 donné, on a

(T, @) = [T )| < CyNioyp50.0) (#)

(d’apres le critere (1.14) de la Proposition 1.2 du cours). L’ordre de T est
donc bien fini, majoré par p(Kj,,). Si K, est un singleton {x¢}, la distribution
T est de la forme

T = P(0/0x1,...,0/0x,) [0s,],

ou P € K[Xy, ..., X,;] (Proposition 3.4 du cours, on se ramene en effet au cas
xo = 0 par changement d’origine dans R").

Exercice 1.

1. Soit p € D(R,R). Montrer que les séries

Z2jso<2j> & Z?%(Tﬂ')

sont convergentes.

Comme Supp ¢ est un compact de R, donc inclus dans [—R, R] pour un
certain R > 0, on a ¢(27) = 0 dés que j > log, R. La premiere somme est en
fait finie, donc convergente. Comme ¢ est de classe C'*°, elle est continue sur



R, en particulier en ¢t = 0 et lim;_, 1o ©(277) = (0). La suite (©(277));>1 est
donc bornée en module par une constante M et on a

D 27p27)[ <MY 277 =M < +oc.
j=1 j=1

La seconde série est donc bien aussi convergente.

2. Montrer que
+oo
p EDR,R) — Y 2p(2)

définit une distribution T d’ordre 0 sur R.

Si Supp¢ C [—R, R] pour R > 0, on a (si [ | désigne la partie entiere)

Jj=+o0 [logy R]+1 A
D Yp@)] = Y Y0p(?)
Jj=—o0 j=—o00

[logy R]+1
< sup X 2
up [ ;

< N[—R,R],O(QO) X (]. + Q[IOgQ R + ].] R)

Le critere quantitatif (1.14) de la Proposition 1.2 du cours est bien satisfait.
On définit donc bien ainsi une distribution, par ailleurs d’ordre 0, c¢’est-a-dire
en fait (voir la Remarque 1.20 du cours) une distribution-mesure.

Exercice 2. Soit N € N*. On rappelle que toute fonction de classe OV sur
R se développe en série de Taylor avec reste intégral sous la forme

N-1 @ 0 N 1

¥ x -

Vo eR, o(x)= E l!( >ml—l—m/0 (1 —7)N LM (rz) dr.
1=0

1. Construire une distribution Ty d’ordre au plus N sur R, a valeurs réelles,
telle que

Vo € D(R,R), (T, ) _/R%dx.

Indication. On cherchera 'action de Ty sous la forme

e—0 €x

, x
(T, ) = lim [/ &N) dr — Ry[p; 6]]
|z|=e
ou l'on explicitera le terme correctif Ry[p;€].
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Si ¢ est une fonction C*° sur R, on peut, en utilisant la formule de Taylor
avec reste intégral (rappelée par ailleurs dans I’énoncé), écrire
N-1
(0) , i

TR

)!/0 (1 —T)N_lgp(N)(Tx) dr.

1=0
Si ¢ est de support dans [—R, R], on peut écrire, pour € > 0,
1

N—

p(x) / pP(0) ; y
—x dr = x dr +
426 N e<|z|<R ( =0 il >

+(Ni 1)! /s§x|§R (/01<1 - T)NilSO(N) (1) dT) dx
0]
_ Z T ¢ (0) ) <[$Z—N+1]§ n [$l—N+1}:§%>

(N —-1-1
0<I<N-—-1
(N-1)
% (0)( R 6)
T (1og = +log —
+(N—1)! oge—l—ogR—l—

+—(N i 0 /e§|w|§R </0 (1-— T)N_lgo(N)(Tx) dT) dx

2 (0) 1 1
=2 2 NN —1-1) ((—:N—l—l N RN—H)

0<I<N-—1
I=N (mod 2)

ﬁ /e§|x|§R </01<1 - dT) de.

+

Si I'on pose

o)
¢ (0) 1
R el =2
vlgiel 2 NN —1—1) V10
0<I<N—1
I=N (mod?2)

on remarque que la limite lorsque € tend vers 0% de
()
[ 25 s - Ralesd &
lz|>e ¥

existe et vaut

®

¢ (0) 1

-2

2. NI Rt

0<I<KN -1

I=N (mod 2)

+(N i 1)! /[R R] (/01(1 - ) dT) de. 2)
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Ceci est vrai pour toute fonction test de support dans [— R, R]. On remarque
cependant que 'expression (1) ne fait aucunement intervenir R. Comme la
quantité limite (2) est majorée en module par C'(R) x Ni_g r),n(®) pour une
certaine constante positive C(R), il résulte du critere (1.14) de la Proposition
1.2 du cours que 'on définit bien ainsi une distribution T d’ordre au plus
N. Si Supp ¢ C R*, on a par définition

Ty = [ 2 as

puisque Ry[yp; €] = 0 dans ce cas pour tout € > 0 (toutes les dérivées de ¢
en 0 sont nulles).

2. Vérifier 2V - Ty = 1 au sens des distributions sur R, 1 désignant ici la
distribution fonction correspondant a la fonction presque partout égale a 1
sur R.

On a, pour toute fonction test ¢,

e—0F x

= (/mzegp(x) dx> :/Rgo(x) dz = (1, )

puisque Ry[z™¥ ;€] = 0 pour tout € > 0 du fait que la fonction 2% s’annule
en z = 0 a un ordre (en 'occurrence N) strictement supérieur a N — 1.

3. Montrer qu'une distribution T € D'(R,R) telle que 2 - T = 0 (au sens
des distributions sur R) est nécessairement de support l'origine. En conclure
que T est de la forme T = P(d/dz)[dy], ou P € R[X]| est un polynéme de
degré au plus N — 1.

(2N Ty, @) = lim </|x|>€ xNng(x) dr — Ry[z"¢; e])

Indication : on pourra s appuyer sur le résultat qui était demandé a la fin de
la question de cours proposée en téte du texte.

Si ¢ est une fonction-test telle que Supp ¢ C R*, la fonction

@)

est aussi une fonction-test. On a donc

(T, ) = <:17N-T, %> =0

puisque zV - T = 0 au sens des distributions. La distribution 7" est donc

de support l'origine. D’apres la Proposition 3.4 du cours (ce résultat a aussi
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été rappelé dans la question de cours), il existe un polynéme P € R[X] (ici
K = R par hypotheses) tel que

r—r()

au sens des distributions.

4. Trouwver toutes les distributions T € D'(R,R) telles que z™ -T =1 au sens
des distributions sur R.

Si T et S sont deux distributions solutions de zV - T = 1 au sens des dis-
tributions, on a z™ - (T — S) = 0. Comme Ty est solution de z¥ - T = 1
(d’apres la question 2), toute autre solution de cette équation est de la
forme T = Ty + W, ou W est solution de %V - W = 0, i.e. est de la forme
W = Pld/dz] 0] (d’aprés la question 3). Les solutions T de z¥ - T = 1
(T € D'(R,R)) sont donc les distributions de la forme

d
T=Ty+ P(—) %], P eR[X].
dx
Probleme (autour du laplacien perturbé).

On considere, pour a > 0, la fonction

exp(—ay/x? + y? + 22)
Va2 4yt 4 22 .

1. Montrer que f, est une fonction localement intégrable (définie presque
partout) sur R® et définit donc une distribution fonction T, dans R3.

fo i (2,y,2) € RO\ {(0,0,0)} —

La fonction .

x7y7z —
( ) Va?+y?+ 22

est localement intégrable sur R? du fait du critere de Riemann (X — || X|*
est intégrable au voisinage de l'origine dans R"™ si et seulement si a« > —n,
ici —1 > —3). Comme la fonction

(,y,2) — exp(—av/x% + y% + 22)

figurant au numérateur est une fonction continue, donc localement bornée
sur R" (elle est méme en fait bornée par 1), on a bien affaire avec f, a
une fonction localement intégrable (définie sur R? \ {(0,0,0)}, donc presque
partout dans R?), définissant donc une distribution-fonction 7, par

(To ) = / Fol,y,2) o, y, =) dadyd=.
RS
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2. Montrer qu’il existe, pour tout n € N*, deux constantes réelles o, et (3,
(que 'on déterminera en fonction de n) telles que la fonction :

_ 2, 2, 2
Jan = faX{\/m>l/n} + (om(x +y 4+ 24+ ﬁn> X{\/a2 g2 122<1/n)

soit de classe C* sur R™.

Indication : on remarquera que toutes les fonctions impliquées dans [’expres-
sion de f,, sont radiales, et que le probléme se raméne par conséquent a
ajuster oy, et 3, de maniére a réaliser le raccord Ct de deux fonctions d’une
variable au point r = 1/n.

Pour réaliser le raccord continu entre f, et f,, en tout point X de la sphere
de centre (0,0,0) et de rayon 1/n, il faut que

_ exp(—a/n)

fa,n(X):%_’_ﬁn:fa(X) 1/—71

= nexp(—a/n). (3)

Une fois ce raccord continu réalisé, pour réaliser le raccord C* de ces deux
fonctions, il faut, puisqu’il s’agit de fonctions radiales, assurer le raccord C*
en 1/n des deux fonctions

A = ZPET) 4 ) = anr® 1 B

r
Ceci revient a assurer A'(1/n) = A/ (1/n), donc

(—n* —an) exp(—a/n) = 2n ay,.
On doit donc poser

a, = —w exp(—a/n)

et (en reportant dans (3))

_Sn—i-a

Bn exp(—a/n).

3. Montrer que, pour toutn > 1,0 < f,, < f, dans R3\ {(0,0,0)}, puis que
la suite de fonctions (fon)n>1 tend simplement vers f, dans R\ {(0,0,0)}.
En déduire que, U'on a, T, et T,, désignant les distributions fonction sur R
correspondant respectivement a fq et fon,

lim T,, =1,

n—-+00



au sens du principe de convergence des suites dans D'(R3,R).

La fonction r €]0,00[— A(r) est une fonction convexe (on vérifie immé-
diatement que A” > 0 sur |0, +00]), tandis que la fonction r — A, (r) est une
fonction concave sur |0, +oo[ du fait que «,, < 0. Comme ces deux fonctions
(I'une convexe, l'autre concave) se raccordent C! en r = 1/n, la fonction
convexe A (dont le graphe reste au dessus de ses tangentes par convexité)
domine sur ]0, 1/n[ la fonction concave A,, (dont le graphe reste en dessous de
ses tangentes par concavité). On a donc f,,, < f, sur R¥\{(0,0,0)}. La suite
de fonctions (fon)n>1 converge simplement vers f, puisque f, ,(X) = fo(X)
pour tout X tel que || X|| > 1/n. D’apres le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, on a, si ¢ € D(R? R),

lim /fa,n(:c,y,z)w(w,y,Z)dxdydz=/ fa(®,y,2) o(2,y, 2) dedydz
R3 R3

n—-+o00

(on a|funp| < falp| presque partout dans R? et f, est localement intégrable).
On a donc bien
lim T, =T,

n—-+0o00

au sens du principe de convergence des suites dans D'(R?, R).

4. On rappelle que le Laplacien d’une fonction radiale

(,y,2) € R\ {(0,0,0)} — g(v/a? + 2 + 2)

(avec g de classe C* dans |0,+o00[) vaut ¢"(r) + 2¢'(r)/r. En utilisant ce
résultat, calculer (A — a?1d)[f,] dans R3\ {(0,0,0)}.

Il s’agit d’un calcul immédiat (la fonction f, est C* hors de (0,0,0)). On
utilise I'indication donnant I’expression du Laplacien d’une fonction radiale.

5. On rappelle la formule de Green-Ostrogradski : si F' et G sont deuz fonc-
tions de classe C* au voisinage d’un fermé borné U a frontiére C' de R3,

/ / / (FAG — GAF) drdydz = / / <FVG— GV F, et (1, Y, z)>daay,
U ouU

ot dogy désigne la mesure de Lebesque induite sur OU par la mesure eucli-
dienne sur R (A désigne le Laplacien, V la prise de gradient). Soit R > 0
et ¢ € D(B((0,0,0), R),R). Soit n > 1. En découpant l’intégrale

///Ra(A — a*1d)[fo (2,9, 2) p(2,y, 2) dvdydz

en une intégrale sur la boule fermée B((0,0,0),1/n) et lintégrale sur la cou-

ronne fermée {1/n < /2?2 +y?+y? < R}, puis en appliquant a chacune
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de ces intégrales la formule de Green-Ostrogradski rappelée précédemment,
montrer que

(A= a1)[T, ) 90> -

/// Gan—a (&n(:z + %+ 2 )—l—ﬁn>> o(x,y, z) dedydz.
2—l—yz-l—22<1/n

En déduire
(A — a2Id)[Ta] = —471'5(0’070)

au sens des distributions sur R3.

La fonction f,, n’est pas de classe C? (le raccord réalisé & la question 2 est
seulement C') et il faut donc exprimer (A — a»ld) [T},,] au sens des distribu-
tions (et non au sens des fonctions!)!. Cela donne, pour toute fonction-test
o € D(R3,R),

(A= a1)[T,), ) = [ ) (&~ I(X) d
B /IIX<1/ (| X% + ) (A = @”1d) [p] (X)) drdydz

Ja(X) (A = a*1)[)(X) dwdyd.

Chacune des deux intégrales au membre de droite ci-dessus se transforme par
la formule de Green-Ostrogradski (mentionnée dans I'indication). Comme les
normales extérieures a la boule Bgn(0,1/n) et a son extérieur (en un point
de la sphere de centre l'origine et de rayon 1/n) sont opposées et que les
gradients des fonctions f, , et f, impliqués coincident sur la sphere de centre
lorigine et de rayon 1/n (le raccord est C', voir la question 2), on en déduit

(BTl = [ o) (& Tl (00 ded:
+ /R3 0(X) (A — a®1d)[£,](X) dzdydz

— / o(X) <6 oy, — CLQ(oanXH2 + ﬁn)> dxdydz
IX(I<1/n

(on utilise aussi ici le résultat établi a la question 4). Lorsque n tend vers
I’infini, la limite de cette expression est la méme que celle de

/ (6ar,, — a*B3,) p(X) dwdydz.
[XN<1/n

IL’indication ici était équivoque et il en a été tenu compte dans le bareme.
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Comme ¢ est continue en (0,0, 0), on obtient la méme limite en remplagant
¢ par la constante ¢(0,0,0). La limite vaut donc

. 47 1
lim — x 3 x (6ay, — a?B,) = —47 (0,0,0).

n—-+o0o

Comme (A—ay 1d) [T}, ] converge au sens des distributions vers (A—a?Id) [T
(continuité de l'opérateur de dérivation des distributions, voir la Proposition
2.5 du cours), on a bien

(A= @ 1d)[T.], ¢) = —474(0,0,0),
d’ou (au sens des distributions) la formule

(A - a2Id) [Ta] = —47'('6(0’070).



