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Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

Probleme I (intégration « pratique »)

1.a. Pour quelles valeurs du paramétre réel X la fonction
t €]0, +oof— t* et

est-elle intégrable sur |0, +oo[ par rapport a la mesure de Lebesque ?

D’apres le critere de Riemann (cours de L2), la fonction ¢ €]0, co[— t“
(pour o € R) est intégrable sur |0, 1] si et seulement si a > —1 et sur [1, 00|
si et seulement si @« < —1. Pour que
t €]0, +oo[— t* et

soit intégrable sur |0, 1], il faut et il suffit donc (puisque e~* ~ 1 au voisinage
det=0")que A\—1> —1, i.e A > 0. Comme e~ = O(t~*7!) au voisinage
de 400 (car 'exponentielle impose sa limite, ici zéro, a toutes les fonctions
puissance), on a t* le7t = O(t72), d’olt l'intégrabilité de cette fonction sur
[1,+00o[ quelque soit A dans R. La fonction proposée est donc intégrable sur
10, 00 si et seulement si A > 0.

1.b. Soit A un nombre réel tel que la fonction
t €]0, o[ t* et

soit intégrable sur |0, 00[. Citez (en indiquant comment vous les utilisez) les
résultat du cours qui vous permettent d’affirmer que, pour tout nombre com-
plexe z tel que Re z = X, la fonction

t €]0, c0[— " 1e

est aussi intégrable sur 10, +oo[, et que l'on a la formule d’Euler

/ t*"tetdt = lim =t (1——) dt = lim [nz/ w”H(1—u)" du].
10,00] n—+oo [ n n—-+o0o 0

Si z est un nombre complexe de partie réelle A\, on a

Vi> O, |tz—1€—t| _ |e(z—1)logt—t| _ tA—l e—t’
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d’ou l'intégrabilité sur |0, oo[ de la fonction continue (donc mesurable)
€0, oo[— t* e

puisque son module est intégrable au vu de la condition sur A. On sait que
pour tout u €] — 1, 1],

= uF
log(1 — —
og(1 —u) ; = (1)
ce qui prouve que pour tout t €]0, 0o

Hm [t* X0, (t) (1 — t/n)"]

n—-+0o00
= nEToo (trl)qo,n] (t) exp [— nlog(1l — t/n)D
© ik
= (0| -1 - 3 s))
gl =

Y

toutes les fonctions
€]0, co[— tz_lx}om] t)(1—t/n)", ne N,

étant majorées en module par la fonction intégrable

]O OO[*—> t)\ 1 —t

du fait des signes négatifs dans le développement (f). Le théoreme de conver-
gence dominée de Lebesgue permet donc d’affirmer

lim Y1 —t/n)"dt = lim o (D11 —t/n)" dt

n—-+o0o 0 n—-+o0o ]Ooo[

= / e tdt,
10,00[

ce qui donne la premiere égalité voulue. Pour obtenir la seconde, il suffit
d’effectuer dans chaque intégrale

/ N1 —t/n)"dt, n € N*,
0

le changement de variables ¢ = nu et d’appliquer la formule de changement
de variables dans les primitives bien connue depuis le L1.



Pour tout nombre réel \ tel que l’intégrale f] tr" et dt est convergente, on note dans

la suite de ce probleme

0,00]

L(\) := / tAle tdt.
10,4o00[

1.c. Enoncez la formule de changement de variables dans les intégrales sur
des ouverts de R"™. Vérifiez que lapplication (u,v) — (u/v,u + v) est un
Cl-difféomorphisme de |0, 00[* dans lui-méme dont vous calculerez l'inverse.
Quel théoréeme du cours justifie l’égalité

WA €]0,1[, T(A) x (1= \) = // (/)=o) 240
]0,00[2 U

En utilisant précisément la formule de changement de variables que vous
venez de rappeler en préliminaire a cette question, démontrez que, pour tout

A €]0,1], lintégrale
/ e
J0400] L+

T(\) x T(1— ) :/
10

est convergente et que l'on a

A dt
,oo[ 1+t '

Si U et V sont deux ouverts de R et ® : U — V un C! difféomorphisme
échangeant U et V', alors, pour qu'une fonction (V, B)-(C, B)-mesurable soit
intégrable sur V relativement a la mesure de Lebesgue, il faut et il suffit que
la fonction

z €U r— f(®(x))|det(d, )|

soit intégrable sur U et 'on a en prime 1'égalité

/V Fly)dy = /U F(®(2)) | det(d, )| da .

L’application (u,v) — (u/v,u + v) est bien de classe C' sur ]0, cc[*. Elle
est bijective de ]0,00[* dans lui-méme car on peut exhiber une application
inverse en remarquant que si (s,t) €]0,00[?, il existe un et un seul couple
(u,v) €]0,00[* tel que u/v = s et u+ v =t, a savoir le couple

_ st s
27 (u,0) = <1+t’ 1+t>'

L’application ®~! étant clairement elle aussi de classe C' sur |0, 00[?, @ est
bien un C!-difféomorphisme de cet ouvert dans lui-méme.



C’est le théoreme de Fubini-Tonnelli qui justifie 1’égalité

VA€o, 1], T\ xT(1=)) = / tr et dt x/ tA= N1t gy
10,00] 10,00]

= / u’\le“dux/ v e do
10,00 10,00

= / o e e dudv
10,002

— // u/v )\ —(u+v) dUdU
0,00[2

(cette égalité est vraie pour tout A € R mais les deux membres ne sont finis
que si A €]0, 1] d’apres le 1.a). Si (u,v) €]0,00[?, on a (calcul immédiat du
jacobien de ® au point (u,v))

det(d(w)@) = utv .

V2

On peut donc écrire, pour tout A €0, 1],

// (u/v))\ef(quv) dudv
0 oo
vdudv

_ / /0 B (u/v)e (u+v]det(d(uv)<1>)\ s dudo

'LL/U —(u+v)
det(dy,)P)| dud
[ e et m

t)\ 1
= S dtd
/ /W,OO[Q 1410 &%

en utilisant précisément la formule de changement de variables. Si I’on utilise
une nouvelle fois le théoreme de Fubini-Tonnelli, on voit que cette intégrale
double est égale a

t)\fl [e%e) t/\*l
/ dt x / e *ds = / dt.

Le fait que I'(A) x I'(1 — \) soit fini d’apres 1.a (car A > 0 et 1 — X > 0 si
A €]0, 1[) implique donc (via le théoréeme de changement de variables rappelé
plus haut) la convergence de 'intégrale

t)\fl
/ dt
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(convergence que 'on pouvait d’ailleurs fort bien voir directement en uti-
lisant le critere de Riemann, la condition A > 0 étant indispensable pour
I'intégrabilité en ¢t = 0, la condition A < 1 I’étant, elle, pour 'intégrabilité en
+00).

1.d. Enoncez précisément le théoreme de dérivation des intégrales dépendant
d’un parameétre. En admettant l’égalité

tdt ™
VA €]o,1 -
€011 A),Oo[ 1+t sin(m))’

exprimez en termes de fonctions classiques la fonction

t)x—l
) dt
+1

A €0, 1[+— (logt) x (
10,400 1

(vous justifierez au préalable la définition de cette derniére intégrale ainsi
que la validité des hypotheses du théoréme du cours que vous avez rappelé en
préambule a cette question).

Voici I’énoncé demandé. Supposons que [ soit un intervalle de R, (€2, 7, u)
un espace mesuré, f une fonction de 2 x I dans C, telle que, pour chaque
w € Q, la fonction A — f(w, ) soit dérivable sur I et que, pour chaque
A dans I, la fonction w — f(w, \) soit intégrable sur 2 relativement & la
mesure p. Si, de plus, pour tout Ay dans [, il existe un voisinage V(Ag) de Ao
dans I, une fonction g, : 2 — [0, c0] intégrable relativement & la mesure

1L avec
VAEV(A), Yw € Q, [fi(w, A)] < gr(w),

alors I'intégrale dépendant du parametre

relr— /Qf(w,)\)d,u(w)
est dérivable sur [ et de dérivée

ANeTr— /Qf/'\(w, ) dp(w) .

Ici Q =]0,00[, I =]0,1[ et f(t,A) =t*1/(1+¢). On a donc

A—1

14+t

fi(t, A) =logt x

Si\€la,f],avec 0 <a<f<1,ona

| log t[tA ! - | log t| max(t*1,¢771)
1+t = L+t '



Le critere de Riemann, combiné avec le fait que |logt| = o(t¢) pour tout € > 0
au voisinage de +oo et que |logt| = o(t™¢) pour tout € > 0 au voisinage de
0", montre que la fonction majorante

|log t| max (¢!, ¢#~1)

t €|0
10, 0of— 14+t

est intégrable sur |0, co[. Nous sommes donc dans les conditions d’application
du théoreme de dérivation des intégrales a parametres pour affirmer que

A dt
A €]0, 1[—
est dérivable sur |0, 1[, de dérivée
A dt
A €]0,1[— logt :

En dérivant le second membre de l'identité admise (par rapport a A), on
trouve que cette dérivée est en fait la fonction

—m2 cos(mA)

A E]O, 1[|—> W ,

d’out la formule (par identification des deux expressions de la dérivée) :

tALdt 72 cos(m)
VA€l 1 log ¢ — .
€10, 11, /M)[ RCLA (sin(m)))2

Probleme II (intégration « théorique »)

Dans les trois premiéres questions de ce probléme,  désigne un ensemble abstrait, T une
tribu sur Q, p : T — [0, 00] une mesure positive sur T .

2.a. Soient p et q deux nombres réels appartenant a [1,+oo[. Soit f un
élément de LL(S1, T, 1), g un élément de L (2T, ). Qu’entend t-on par
« représentant de f » et « représentant de § » ?

Ce que l'on note f (resp. ) est une classe d’équivalence dans ’ensemble
LL(, T, p1) (resp. LE(Q, T, 1)) des fonctions (£2, 7)-(R, B) mesurables, telles
que |f|P (resp. |f|9) soit intégrable relativement & la mesure pu, ce pour la
relation d’équivalence

R <= p{f# [} =0.



Un « représentant » de f est par définition un élément de cette classe d’é-
quivalence ; méme chose pour la définition de ce qu’est un « représentant »
de g.

On note dans la suite || ||, la norme de Minkowski sur L (Q, T, u), r € [1,00].

2.b. On suppose (p et q étant choisis comme en 2.a) qu’il existe deux nombres
entiers m et n strictement positifs tels que

m n
LCNIY
p q

Montrez que si f est un représentant de f et g un représentant de g, alors
f™g" est dans L (Q, T, 1) et que l'on a

™" e < 1A < Nlgllg - (%)

Montrez ensuite (en citant précisément les résultats du cours auquel vous
faites référence) que pour tout € > 0, pour tout n > 0, ’ensemble

Al f,9) = {w € 2 |f(w)] = € et g(w)| > n

est un élément de T et que l'on a

17115 sl
:U’(Ae,n(fa g)) S # .

L'négalité de Holder avec les exposants P = p/m, P’ = q/n (qui sont
conjugués car 1/P +1/P" = 1), donne

Jurrtalraw ([ asmpman)™ s ([ Qarrman) ™ =1 < al;.

Il en résulte donc l'intégrabilité sur 2 (relativement & la mesure u) de la
fonction f™g" avec l'inégalité (*) demandée. Si e > 0 et n > 0 sont fixés,
I'ensemble A, ,(f, g) est I'intersection des images réciproques (respectivement
par f et g) des deux boréliens R\ [—¢, €] et R\ [—7,7n]; comme f™ et g™ sont
(Q,7)-(R, B) mesurables, ces images réciproques sont des éléments de 7 et
leur intersection aussi puisque 7 est une tribu. La monotonie de la prise
d’intégrale nous dit que

En7,]m /
A

i < / P g d < 1™ 1 < 1A LI
(fvg) Ae,ﬁ fvg)

€M



d’ou l'inégalité ‘
LA1E" > 1lg1lg

mmpn
e

N(Ae,n(fa g)) <

2.c. Enoncez le théoréme de Riesz-Fisher. On suppose que (fk)keN* est une
suite d’éléments de L (Q, T, ) et que (gr)ren+ est une suite d’éléments de
L (T, p) telles que

[[filly" > Hngq_k(k 0 VkeN

et l'on choisit des représentants fy (resp. gr) pour les classes fi (resp. g
En utilisant l'inégalité (*) avec fx, gk, fx, gr @ la place de f, g, f, g, montrez
que pour p-presque tout w, la série

D S W)giw)

est convergente dans R et que sa somme se prolonge sur €2 en un élément G
de LL(Q, T, p) de norme ||G||; au plus égale a 1.

Le théoreme de Riesz-Fisher permet d’affirmer que le R-espace vectoriel
normé L% (2,7, 1) est complet pour la norme || ||, de Minkowski (p € [1, o0]).
Un avatar de la preuve est le fait que de toute suite de Cauchy dans cet
espace, on puisse extraire de la suite de leurs représentants une sous-suite
convergeant p-presque partout sur 2. On a ici

o0 o 1
DArgm <D
— — k(k+1)

ce qui prouve (en utilisant soit le théoreme de Beppo Levi, soit le théoreme
de Fubini-Tonnelli, I'une des mesures en jeu étant la mesure de décompte sur

N*) que
[e.9] . . [e.o] 1
lé(;yﬂlgoduézjag;ﬁ<+W-

I1 en résulte (cela suit de I'inégalité de Markov) que la fonction

WHZW‘W"N

est finie p-presque partout et donc que la série

S @) )



est absolument convergente (donc convergente car R est complet) pour pu-
presque tout w. On peut prolonger sa somme par 0 la ou elle n’est pas
convergente et la fonction G définie ainsi est la limite simple d'une suite
de fonctions (€2, 7')-mesurables, donc une fonction (€2, 7)-mesurable. On a

m - 1
|G||1_/<Z|f| 9" |) ;m
Or 1 11
ke N*|

kk+1) &k k+1°
ce qui prouve que la somme de la série majorante de terme général 1/k(k+1)

vaut 1 (c’est la somme d’une série télescopique). On a donc ||G||; < 1.

On spécifie a partir de maintenant Q@ =R, T = B(R), p = dt étant la mesure de Lebesgue.
Les classes f et g sont donc maintenant des éléments respectivement de L (R, B, dt) et
Li(R,B,dt) dont on prend des représentants f et g. On conserve les entiers m et n

introduits dans la question 2.b.

2.d. Vérifiez que, pour tout x € R, la fonctiont € R — [f(z—1)]™ x (g(t))"
est intégrable sur R et montrez (en wutilisant un lemme du cours que vous
citerez avec soin ainsi qu’en vous inspirant de l'inégalité (*) établie en 2.b)
que la fonction

F:xER%aAU@—mmf@ﬁ

est uniformément continue et bornée sur R.
D’apres 'inégalité de Holder (toujours appliquée avec P = p/m et P’ = q/n),
on a

/R e — B g dt

= (/R(|f(fﬁ—t)\m)”/mdt)m/p</R(yg(mn)q/ndt)"/q
= £ Ngll7

puisque la mesure de Lebesgue dt est invariante par translation et par sy-
métrie relativement a 'origine. La fonction

teR— [f(xz—t)]™ x (g(t))"

est donc bien intégrable pour tout x. De plus, si x; et x5 sont deux nombres
réels, on a

Pl = Pl = | [ [t =00 = (s = )] 01
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IN

(/R [(Far =)™ = (flaa - t))m’p/m dt)m/p||g||g
= /R )(f(U))’" — (f(u— (1 - aa)))m]p/m dt)m/pugug

(en utilisant pour la derniere ligne 'invariance par translation et par symétrie
par rapport a lorigine de la mesure de Lebesgue). Mais on sait que f™ est

dans Lﬁ/m(ﬂ%, B, dt) et que application
x|l f™ = " = 2)[lpym

est continue en # = 0 (continuité de la translation dans £2/™(R, B, dt)). 1l
existe donc, pour tout € > 0, un nombre n > 0 tel que

o=l < = [ )" = (= (o =) )l
<(f™=fm- x)”p/m)m/p X ||9||Z <E€.

Ceci prouve I'uniforme continuité sur R de la fonction F' (qui est bornée en
valeur absolue par || f|[7*|g]l7)-

2.e. On suppose maintenant que f et g sont dt-presque partout nulles sur
] —00,0[. Montrez qu’il en est de méme pour la fonction F. Montrez ensuite
que, pour tout \ €]0,+00], les trois intégrales

/RF<£IZ'> e M dx /Rfm(t) e Mdt, /Rg”(t) e Mdt

sont convergentes et que [’on
/F(x) e Mdy = (/ fr(t)e dt) X (/g”(t)e)‘t dt).
R R R

Comme g est dt-presque partout nulle sur | — oo, 0], on peut écrire
F)= [ (e —0g"(0)dt.
[0,00]

Si z < 0, alors f™(x — t) est dt-presque partout nulle sur [0, +oo[, ce qui
implique F'(z) = 0. La fonction F est donc identiquement nulle sur | — oo, 0[.
Comme F' est bornée et que

Oy T X[O,Oo[(x)e_’\x
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est intégrable sur R pour tout A > 0, I'intégrale

/R F(z)e ™ dr = / F(z)e ™ dx

[0,00]

est convergente lorsque A > 0. Comme f™ est dans LP/™ et que @y (toujours
pour A > 0) est dans L%™ avec m/p+n/q = 1, la fonction ™, est intégrable
sur R d’apres I'inégalité de Holder, ce qui implique la convergence de

/R fr(t)eMdt =

fm(t)eMdt.
[0,00]

Comme enfin ¢ est dans L™ et que ¢, (toujours pour A > 0) est dans
LP/™ avec m/p+n/q = 1, la fonction g"¢, est aussi intégrable sur R d’apres
I'inégalité de Holder, ce qui implique la convergence de

/ g (e Mdt = / g (e Mdt.
R [0,00]

On remarque d’autre part que, grace a Fubini-Tonnelli et au fait que f et g
sont nulles dt-presque partout sur | — oo, 0, on a, pour tout A > 0,

// |f™(x —t)||g" ()| e dtdx

[0.00[x[0,0]

= [ (] ol ) g ol a
[U,OO[ [O’OO[

= / (/ |f™(x — t)]e =0 d;z:) lg" ()| e dt
0,00 N J[toef

- /[0700[ </[0’OO[ |fm(u>’€_)‘u du) lg" (t)] oM dt
— /|fm(u)|e_/\uciu X / |g”(t)|€—/\t dt < +00.
. R

La clause de sécurité du théoreme de Fubini étant remplie, on peut donc
affirmer que 'on a aussi (sans les valeurs absolues cette fois), pour A > 0,

/ F(z)e M dr = / ( f™(x—1t)g"(t) dt) e dtdx
R [0,00] [0,00]
= / < fr(z —t)e Mot d:r) g (t) e M dt
[0,00] [0,00[
= / < fm(x —t)e dx) g"(t) e M dt
[0,00[ [t,00[
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- /[o,oo[ (4@0[ Fr (e du) " (¢) e dt
* R

ce qui est exactement la formule demandée.
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